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➹➮➮ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✷✵✸

Òåìèðáåêîâ ➚✳❮✳ ×➮Ñ❐➴❮❮❰➴ ❒❰➘➴❐➮Ð❰➶➚❮➮➴ ✃❰❮➶➴✃Ò➮➶❮ÛÕ Ò➴×➴❮➮➱

➘❐ß ÓÐ➚➶❮➴❮➮ß ❮➚➶Ü➴✲ÑÒ❰✃Ñ➚ ➶ ➘➶ÓÕÑ➶ß➬❮❰➱ ❰➪❐➚ÑÒ➮ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✷✵✻

Òåìèðáåêîâ ❮✳❒✳ ÝÔÔ➴✃Ò➮➶❮Û➱ ➚❐➹❰Ð➮Ò❒ ×➮Ñ❐➴❮❮❰➱ Ð➴➚❐➮➬➚Ö➮➮ ➽❐❰✲

➹➚Ð➮Ô❒➮×➴Ñ✃❰➱➾ Ð➚➬❮❰ÑÒ❮❰➱ ÑÕ➴❒Û ➘❐ß ➶ß➬✃❰➹❰ Ñ➷➮❒➚➴❒❰✲

➹❰ ➹➚➬➚ Ñ ✃❰❮Ò➚✃Ò❮Û❒ Ð➚➬ÐÛ➶❰❒ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✷✶✶

Òåìèðáåêîâ ❮✳❒✳✱ ❒àëãàæäàðîâ ➴✳➚✳✱ Òîêàíîâà Ñ✳❰✳ Ï❰ÑÒÐ❰➴❮➮➴ ✃Ð➮➶❰❐➮❮➴➱✲

❮ÛÕ Ñ➴Ò❰✃ ➶ ➘➶ÓÑ➶ß➬❮ÛÕ ❰➪❐➚ÑÒßÕ Ñ ÏÐ❰➮➬➶❰❐Ü❮❰➱ ✃Ð➮➶❰❐➮✲

❮➴➱❮❰➱ ➹Ð➚❮➮Ö➴➱ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✷✶✺

Òåìèðáåêîâà ❐✳❮✳ ×➮Ñ❐➴❮❮❰➴ Ð➴Ø➴❮➮➴ ➘➶Ó❒➴Ð❮❰➹❰ ÓÐ➚➶❮➴❮➮ß ➹➴❐Ü✲

Ô➚❮➘➚✲❐➴➶➮Ò➚❮➚ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✷✷✵

Òëåáàëäèíîâà ➚✳Ñ✳✱ ➘åíèñîâà ❮✳Ô✳✱ ✃àñûìõàíîâà ➘✳➷✳✱ Ðàêûøåâà ❒✳➚✳✱ ➪àéãåëîâ ✃✳➷✳

❐➮❮➴➱❮Û➴ ❒➴Ò❰➘Û Ð➴✃❰❮ÑÒÐÓ✃Ö➮➮ Ñ❒➚➬➚❮❮ÛÕ ➮➬❰➪Ð➚➷➴❮➮➱ ✳ ✷✷✼

Òîëåóõàíîâ ➚✳➴✳✱ Ïàíôèëîâ ❒✳➪✳✱ ✃àëòàåâ ➚✳ ➮ÑÑ❐➴➘❰➶➚❮➮➴ ➶❰➬➘➴➱ÑÒ➶➮ß

➪➚✃Ò➴Ð➮➱ ❮➚ ❰➪Ð➚➬❰➶➚❮➮➴ ❒➴Ò➚❮➚ ÏÐ➮ Ï❰➘➬➴❒❮❰❒ ÕÐ➚❮➴❮➮➮

➶❰➘❰Ð❰➘➚ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✷✸✸

Óðìàøåâ ➪✳➚✳✱ ➘àíàåâ ❮✳Ò✳✱ ➚ëèìæàíîâ ➴✳Ñ✳ ×➮Ñ❐➴❮❮❰➴ Ð➴Ø➴❮➮➴ ÓÐ➚➶❮➴✲

❮➮➱ ❮➚➶Ü➴✲ÑÒ❰✃Ñ➚ ➘❐ß ❮➴Ñ➷➮❒➚➴❒❰➱ ➶ß➬✃❰➱ ➷➮➘✃❰ÑÒ➮ ➶ Ï➴✲

Ð➴❒➴❮❮ÛÕ ➽Ñ✃❰Ð❰ÑÒÜ✲➘➚➶❐➴❮➮➴➾ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✷✹✵

Óðìàøåâ ➪✳➚✳✱ Òóðñûíáàé ➚✳Ò✳✱ ❒àêàøåâ ➴✳Ï✳ ❰ ÑÓÙ➴ÑÒ➶❰➶➚❮➮➮ ❮➴Ñ✃❰❐Ü✃➮Õ

Ð➴Ø➴❮➮➱ ➘❐ß ✃➮❮➴Ò➮×➴Ñ✃❰➱ ✃Ð➮➶❰➱ ÏÐ❰❒➴➷ÓÒ❰×❮❰➹❰ Ñ❰➴➘➮✲

❮➴❮➮ß ✭ÒÐ➴Õ✃➚❒➴Ð❮➚ß ❒❰➘➴❐Ü Ô➚Ð❒➚✃❰✃➮❮➴Ò➮✃➮✮ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✷✹✷

Óñåíîâà Ñ✳➪✳ ÏÐ➮❒➴❮➴❮➮➴ ❒➚Ò➴❒➚Ò➮×➴Ñ✃➮Õ ❒❰➘➴❐➴➱ ➘❐ß ❰ÏÒ➮❒➮➬➚✲

Ö➮➮ ÑÒÐ➚Ò➴➹➮➮ Ð➚➬➶➮Ò➮ß ÏÐ➴➘ÏÐ➮ßÒ➮ß ❮➚ ÏÐ➮❒➴Ð➴ Ò❰❰ ➽➪➮ÏÝ✃

➚➶Ò❰➾ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✷✹✹

Ôåäîòîâ ➚✳❒✳✱ Ôåäîòîâà ❰✳➚✳ ❒❰➘➴❐Ü ➮❮Ô❰Ð❒➚Ö➮❰❮❮❰➱ Ñ➮ÑÒ➴❒Û ➘❐ß

Ï❰➘➘➴Ð➷✃➮ ❮➚Ó×❮❰✲❰➪Ð➚➬❰➶➚Ò➴❐Ü❮❰➱ ➘➴ßÒ➴❐Ü❮❰ÑÒ➮ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✷✹✾

×åðíûé Ñ✳➹✳✱ ➚âäþøåíêî ➚✳Þ✳✱ ×èðêîâ ➘✳➶✳ ×➮Ñ❐➴❮❮➚ß ❒❰➘➴❐Ü Ò➴×➴❮➮ß ➶

➹➮➘Ð❰ÒÓÐ➪➮❮➴ Ñ ➬➚Ò➶❰Ð❰❒ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✷✻✻

Øàéäóðîâ ➶✳➶✳✱ Ùåïàíîâñêàÿ ➹✳➮✳✱ ßêóáîâè÷ ❒✳➶✳ ❰ ➹Ð➚❮➮×❮ÛÕ ÓÑ❐❰➶➮ßÕ ➶

❒➴Ò❰➘➴ ✃❰❮➴×❮ÛÕ Ý❐➴❒➴❮Ò❰➶ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✷✼✺

Øåðüÿçäàíîâ ➹✳➪✳ ❒❰➘➴❐➮Ð❰➶➚❮➮➴ ➘➶ÓÕÔ➚➬❮ÛÕ ÑÒÐÓ➱❮ÛÕ Ò➴×➴❮➮➱

➶ß➬✃➮Õ ÑÐ➴➘ ➶ Ý❐➴✃ÒÐ❰❒➚➹❮➮Ò❮❰❒ Ï❰❐➴ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✷✽✹

Øîêèí Þ✳➮✳ Ï❰ÑÒÐ❰➴❮➮➴ Ñ➮ÑÒ➴❒Û Ð➴➹➮❰❮➚❐Ü❮❰➹❰ ÑÏÓÒ❮➮✃❰➶❰➹❰

❒❰❮➮Ò❰Ð➮❮➹➚ ❮➚ ❰Ñ❮❰➶➴ ✃❰ÐÏ❰Ð➚Ò➮➶❮❰➱ Ñ➴Ò➮ Ï➴Ð➴➘➚×➮ ➘➚❮✲

❮ÛÕ Ñ❰ Ð➚❮ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✷✽✻

Þëäàøåâ ➬✳Õ✳✱ ➚äûëîâ ➚✳➚✳✱ Õîëìèðçàåâ Õ✳ ÑÒÐÓ✃ÒÓÐ➚ ➮ ÔÓ❮✃Ö➮❰❮➚❐Ü❮Û➴

❮➚Ï❰❐❮➴❮➮ß ✃❰❒Ï❐➴✃Ñ❮❰➱ ➚➶Ò❰❒➚Ò➮➬➮Ð❰➶➚❮❮❰➱ Ñ➮ÑÒ➴❒Û ÓÏ✲

Ð➚➶❐➴❮➮ß ✃❰❐❐➴➘➷➚❒➮ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✷✾✷



➶û÷èñëèòåëüíûå òåõíîëîãèè ✼ ðÒ➴Õ❮➮×➴Ñ✃➮➴ ❮➚Ó✃➮

Ó➘✃ ✺✸✸✳✻✳✵✶✶

❒➚Ò➴❒➚Ò➮×➴Ñ✃❰➴ ❒❰➘➴❐➮Ð❰➶➚❮➮➴ ➘➶➮➷➴❮➮ß ➹➚➬➚ ➶
Ñ✃➚×✃➴ ÓÏ❐❰Ò❮➴❮➮ß

❮✳➷✳ ➘æàé÷èáåêîâ

➴âðàçèéñêèé íàöèîíàëüíûé óíèâåðñèòåò èì✳❐✳❮✳➹óìèëåâà✱ ã✳ ➚ñòàíà

❆❜str❛❝t✳ ■♥ ✇♦r❦ t❤❡ ❛♣♣r♦①✐♠❛t❡ s♦❧✉t✐♦♥ ♦❢ ❛ t❛s❦ ♦♥ str✉❝t✉r❡ ♦❢ s❤♦❝❦ ✇❛✈❡s ✐s ♣r♦✈✐❞❡❞ ✐♥

❣❛s❡s✳ ❈❤❛♥❣❡s ♦❢ ❛✈❡r❛❣❡ s✐③❡s ♦❢ ❞❡♥s✐t②✱ s♣❡❡❞ ❛♥❞ ✐♥t❡r♥❛❧ ❡♥❡r❣② ♦❢ ❣❛s ❛❧♦♥❣ ✇✐❞t❤ ♦❢ ❥✉♠♣ ♦❢

❝♦♥s♦❧✐❞❛t✐♦♥ ❛r❡ ❣✐✈❡♥✳ ❖♥ t❤❡ ❜❛s✐s ♦❢ t❤❡ ❞❡s❝r✐❜❡❞ ♠♦❞❡❧ t❤❡ str✉❝t✉r❡ ♦❢ ❥✉♠♣ ♦❢ ❝♦♥s♦❧✐❞❛t✐♦♥

✐♥ ❣❛s ❢♦r ❛ ❝❛s❡ ♦❢ ✜♥❛❧ ♥✉♠❜❡r ♦❢ t❤❡ ▼♦✈❡ ✐s ❝♦♥s✐❞❡r❡❞✳

❑❡②✇♦r❞s✿ ❥✉♠♣ ♦❢ ❝♦♥s♦❧✐❞❛t✐♦♥✱ ♥✉♠❜❡r ♦❢ t❤❡ ▼♦✈❡

➚ííîòàöèÿ✳ ➶ ðàáîòå ïðèâîäèòñÿ ïðèáëèæåííîå ðåøåíèå çàäà÷è î ñòðóêòóðå óäàðíûõ âîëí

â ãàçàõ✳ Ïðèâåäåíû èçìåíåíèÿ ñðåäíèõ âåëè÷èí ïëîòíîñòè✱ ñêîðîñòè è âíóòðåííåé ýíåðãèè

ãàçà âäîëü øèðèíû ñêà÷êà óïëîòíåíèÿ✳ ❮à îñíîâå îïèñàííîé ìîäåëè ðàññìîòðåíà ñòðóêòóðà

ñêà÷êà óïëîòíåíèÿ â ãàçå äëÿ ñëó÷àÿ êîíå÷íîãî ÷èñëà ❒àõà✳

✃ëþ÷åâûå ñëîâà✿ ñêà÷êà óïëîòíåíèÿ✱ ÷èñëà ❒àõà

➚íäàòïà✳ ⑩ûëûìè æ➫ìûñòà ãàçäàðäà→û ñî➞➞û òîë➞ûíäàð òóðàëû åñåïò✐➢ æóû➞òàë→àí øå✲

ø✐ì✐ êåëò✐ð✐ë✐ëåä✐✳ ➹àç òû→ûçäû→ûíû➢✱ æûëäàìäû→ûíû➢ æ➸íå ✐øê✐ ýíåðãèÿñûíû➢ îðòàøà

øàìàëàðûíû➢ íû→ûçäàó ñåê✐ð✐ñ✐í✐➢ ê➦ëäåíå➢ áîéûìåí ➦çãåðóëåð✐ êåëò✐ð✐ëãåí✳ ❽➫ðûë→àí ìî✲

äåëüä✐➢ íåã✐ç✐íäå íû→ûçäàó ñåê✐ð✐ñ✐í✐➢ ❒àõ ñàíûíû➢ à➞ûðëû øàìàñûíà àðíàë→àí ➞➫ðûëûìû

➞àðàñòûðûëäû✳

✃ëþ÷åâûå ñëîâà✿ íû→ûçäàó ñåê✐ð✐ñ✐✱ ❒àõ ñàíû

➶ ❬✶ ✲ ✸❪ ðàññìîòðåíî ïðèìåíåíèå â äèíàìèêå ðàçðåæåííîãî ãàçà ýâðèñòè÷åñêîé ìîäåëè òå÷å✲

íèÿ✱ ðàíåå ðàçðàáîòàííîé äëÿ îïèñàíèÿ òå÷åíèÿ ãàçà ñ òâåðäûìè ÷àñòèöàìè ❬✹❪✳ ➶ ýòîé ìîäåëè

ìîëåêóëû ïîäðàçäåëÿþòñÿ íà ✷ ìíîæåñòâà✱ êàæäîå èç êîòîðûõ îïèñûâàåòñÿ êîíòèíóàëüíî✱ ïðè✲

÷åì ñòîëêíîâåíèÿ ìîëåêóë èç îäíîãî ìíîæåñòâà ïîðîæäàþò íàïðÿæåíèÿ è òåïëîâûå ïîòîêè â

ýòîì ìíîæåñòâå✱ à ñòîëêíîâåíèÿ ìîëåêóë ðàçíûõ ìíîæåñòâ ïðèâîäÿò ê ïåðåõîäó ÷àñòèö èç îäíîãî

ìíîæåñòâà â äðóãîå✳ ➶ óêàçàííûõ ðàáîòàõ ÷àñòèöû îäíîãî èç ìíîæåñòâ ✭íàçîâåì èõ s✲÷àñòèöàìè✮

äâèãàëèñü óïîðÿäî÷åííî áåç õàîòè÷åñêîé ñîñòàâëÿþùåé ñêîðîñòè è åñòåñòâåííî✱ ÷òî âñå ñòîëêíî✲

âåíèÿ òàêèõ ÷àñòèö ñ ÷àñòèöàìè äðóãîãî ìíîæåñòâà ✭t✲÷àñòèöàìè✮ ïðèâîäèëè ê ïåðåõîäó s✲÷àñòèö

â ìíîæåñòâî õàîòè÷åñêè äâèæóùèõñÿ t✲÷àñòèö✳

➘îñòîèíñòâîì ýòîé ìîäåëè ÿâëÿåòñÿ åå ïðîñòîòà✱ ïîñêîëüêó ëåãêî ïîäñ÷èòàòü ìàññó✱ èìïóëüñ è

ýíåðãèþ✱ ïåðåíîñèìûå ÷àñòèöàìè ïðè òàêîì ïåðåõîäå✱ è íå òðåáóåòñÿ íèêàêèõ õàðàêòåðèñòèê âçà✲

èìîäåéñòâèÿ ÷àñòèö✱ êðîìå ÷àñòîòû ñòîëêíîâåíèé✳ Ïðèìåíåíèå ýòîé ìîäåëè ê ðàñ÷åòó ñòðóêòóðû

ñêà÷êà óïëîòíåíèÿ ❬✶❪ è îáòåêàíèÿ ñôåðû ðàçðåæåííûì ãàçîì ❬✷✱ ✸❪ ïîêàçàëî óäîâëåòâîðèòåëüíóþ

òî÷íîñòü✳

Ïðåäïîëîæåíèå✱ ÷òî s✲÷àñòèöû äâèæóòñÿ óïîðÿäî÷åííî ✭ñ ïðåíåáðåæèìî ìàëîé õàîòè÷åñêîé

ñîñòàâëÿþùåé ñêîðîñòè✮✱ îãðàíè÷èâàåò ïðèìåíåíèå ìîäåëè ñëó÷àåì ãèïåðçâóêîâîãî òå÷åíèÿ ãàçà✳



ðÒ➴Õ❮➮×➴Ñ✃➮➴ ❮➚Ó✃➮ ✽ ➶û÷èñëèòåëüíûå òåõíîëîãèè

➶ íàñòîÿùåé ðàáîòå äàåòñÿ îáîáùåíèå îïèñàííîé ìîäåëè íà ñëó÷àé✱ êîãäà ÷àñòèöû îáîèõ ìíî✲

æåñòâ èìåþò õàîòè÷åñêóþ ñîñòàâëÿþùóþ ñêîðîñòè✱ ýòî äàåò âîçìîæíîñòü èñïîëüçîâàòü ìîäåëü

ïðè ëþáûõ ÷èñëàõ ❒àõà✳

✃àê è ðàíüøå áóäåì ñ÷èòàòü ìîëåêóëû òâåðäûìè àáñîëþòíî óïðóãèìè ñôåðàìè è ïî✲ïðåæíåìó

áóäåì ñ÷èòàòü✱ ÷òî ïðè ëþáîì ñòîëêíîâåíèè ÷àñòèö èç ðàçíûõ ìíîæåñòâ ïðîèñõîäèò ïåðåõîä ÷à✲

ñòèöû èç îäíîãî ìíîæåñòâà â äðóãîå✳ ➶ êàæäîì èç ìíîæåñòâ áóäåì ñ÷èòàòü ðàñïðåäåëåíèå ÷àñòèö

ïî ñêîðîñòÿì áëèçêèì ê ìàêñâåëëîâñêîìó è â ñîîòâåòñòâèè ñ ýòèì îïðåäåëÿòü íàïðÿæåíèÿ è òåï✲

ëîâûå ïîòîêè✳ ❰äíàêî✱ åñëè ðàíüøå áûëî åñòåñòâåííî ñ÷èòàòü✱ ÷òî óïîðÿäî÷åííî äâèæóùèåñÿ

s✲÷àñòèöû ïîñëå ñòîëêíîâåíèé ïåðåõîäÿò â ìíîæåñòâî õàîòè÷åñêè äâèæóùèõñÿ t✲÷àñòèö✱ òî òå✲

ïåðü â ñëó÷àå✱ êîãäà â îáîèõ ìíîæåñòâàõ åñòü õàîòè÷åñêîå äâèæåíèå✱ áóäåì ñ÷èòàòü âåðîÿòíûì

è ïåðåõîä t✲÷àñòèö â ìíîæåñòâî s✲÷àñòèö✳ ❰áîçíà÷èì β âåðîÿòíîñòü ïðè ñòîëêíîâåíèè s✲÷àñòèöû

ïåðåéòè â ìíîæåñòâî t✲÷àñòèö✱ à âåðîÿòíîñòü t✲÷àñòèöû ïåðåéòè â ìíîæåñòâî s✲÷àñòèö✱ ñîîòâåò✲

ñòâåííî✱ ✶✲β ✳

➶åðîÿòíîñòü ïåðåõîäà ÷àñòèö èç îäíîãî ìíîæåñòâà â äðóãîå åñòåñòâåííî ñâÿçàòü ñ èíòåí✲

ñèâíîñòüþ õàîòè÷åñêîãî äâèæåíèÿ ÷àñòèö â ñîîòâåòñòâóþùåì ìíîæåñòâå✱ ïðè÷åì áîëüøå âå✲

ðîÿòíîñòü ïåðåõîäà â òî ìíîæåñòâî✱ â êîòîðîì áîëüøå èíòåíñèâíîñòü õàîòè÷åñêîãî äâèæåíèÿ✳

Ýòó èíòåíñèâíîñòü ìîæíî õàðàêòåðèçîâàòü ñðåäíèì ìîäóëåì ñêîðîñòè õàîòè÷åñêîãî äâèæåíèÿ

ci =
√

16ρi
(3π(k−1)ρi)

✱ ãäå ρ ✲ ïëîòíîñòü ✐✲ãî ãàçà ✭✐❂s✱t✮✱ ❦ ✕ ïîêàçàòåëü àäèàáàòû✱ ïðè÷åì ❦ ❂ ✺✴✸✱ åñ✲

ëè âðàùåíèå ÷àñòèö íå ó÷èòûâàåòñÿ✱ è ❦❂ ✹✴✸✱ åñëè ýíåðãèÿ õàîòè÷åñêîãî äâèæåíèÿ ðàâíîìåðíî

ðàñïðåäåëåíà ïî âðàùàòåëüíûì è ïîñòóïàòåëüíûì ñòåïåíÿì ñâîáîäû✳

❮àèáîëåå åñòåñòâåííûì ÿâëÿåòñÿ ïðåäïîëîæåíèå✱ ÷òî β ïðîïîðöèîíàëüíî ct3 ✱ ïîñêîëüêó ct3
åñòü íåêîòîðûé îáúåì â ïðîñòðàíñòâå ñêîðîñòåé✱ õàðàêòåðèçóþùèé èíòåíñèâíîñòü õàîòè÷åñêîãî

äâèæåíèÿ ÷àñòèö✱ à β åñòü âåðîÿòíîñòü ñòîëêíóâøåéñÿ ÷àñòèöû îêàçàòüñÿ ïîñëå ñòîëêíîâåíèÿ â

ìíîæåñòâå t✳ ➚íàëîãè÷íî ✶✲β ïðîïîðöèîíàëüíîcs3✱ îòêóäà ñëåäóåò β =
c3t

c3t+c3s

Ðàññìîòðèì òåïåðü íà îñíîâå îïèñàííîé ìîäåëè ñòðóêòóðó ñêà÷êà óïëîòíåíèÿ â ãàçå✱ ñëåäóÿ

❬✶❪✱ ãäå ýòî ñäåëàíî äëÿ ñëó÷àÿ ãèïåðçâóêîâîãî ïîòîêà ïåðåä ñêà÷êîì✳ Óðàâíåíèÿ áàëàíñà ìàññû✱

èìïóëüñà è ýíåðãèè äëÿ s✲ è t✲êîìïîíåíòîâ ïîòîêà ïðè êîíòèíóàëüíîì îïèñàíèè èìåþò âèä✿

d

dx
(ρsυs) = −Iβ + I (1− β) ,

d

dx
(ρtυt) = −Iβ − I (1− β) , (1)

d

dx

(

ρsυ
2
s + ρs −

4

4
µs
dυs
dx

)

= −Iβ

(

υs +
ρs
ρsυs

)

+ I (1 + β)

(

υt +
ρt
ρtυt

)

, (2)

d

dx

(

ρtυ
2
t + ρt −

4

4
µt
dυt
dx

)

= −Iβ

(

υs +
ρs
ρsυs

)

+ I (1 + β)

(

υt +
ρt
ρtυt

)

, (3)

d

dx

[

ρsυs

(

Us +
υ2s
2

+
ps
ρs

)

−
4

3
µsυs

dυs
dx

−
λs
cν

dUs

dx

](

ρsυ
2
s + ps −

4

3
µsυs

dυs
dx

)

=

= −Iβ

(

υs +
ps
ρsυs

)

+ I (1− β)

(

υt +
pt
ρtυt

)

, (4)

d

dx

[

ρtυt

(

Ut +
υ2t
2

+
pt
ρt

)

−
4

3
µtυt

dυt
dx

−
λt
cν

dUt

dx

](

ρtυ
2
t + pt −

4

3
µtυt

dυt
dx

)

=

= Iβ

(

υs +
ps
ρsυs

)

− I (1− β)

(

υt +
pt
ρtυt

)

, (5)
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ãäå ρ✱υ✲ ïëîòíîñòü è ñêîðîñòü êîìïîíåíòîâ ✭èíäåêñ óêàçûâàåò ñîîòâåòñòâóþùèé êîìïîíåíò✮✱

❯ ✲ êèíåòè÷åñêàÿ ýíåðãèÿ õàîòè÷åñêîãî äâèæåíèÿ ìîëåêóë✱ cν✲ óäåëüíàÿ òåïëîåìêîñòü ãàçà ïðè

ïîñòîÿííîì îáúåìå✱ ■✲ ìàññà ìîëåêóë îäíîãî ìíîæåñòâà✱ ñòîëêíóâøèõñÿ ñ ìîëåêóëàìè äðóãîãî

ìíîæåñòâà â åäèíè÷íîì îáúåìå â åäèíèöó âðåìåíè✳ Ïðèáëèæåííî áóäåì ïîëàãàòü

I =
πd2

m
ρsρt

√

(υs − υt)
2 + c2s + c2t (6)

➬äåñü ♠ ✕ ìàññà ìîëåêóë✱ ❞ ✕ èõ äèàìåòð❀ µ✱λ ✲ âÿçêîñòü è òåïëîïðîâîäíîñòü êîìïîíåíòîâ✱

êîòîðûå ìîãóò áûòü îïðåäåëåíû êàê äëÿ ãàçà èç òâåðäûõ ñôåð✳ ➘ëÿ êàæäîãî èç êîìïîíåíòîâ

ñ÷èòàåòñÿ ñïðàâåäëèâûì óðàâíåíèå ñîñòîÿíèÿ

pi = (k − 1) ρiUi, (7)

➘ëÿ ðàñ÷åòà ñòðóêòóðû ñêà÷êà ñ ïîìîùüþ ïðèâåäåííûõ óðàâíåíèé ñôîðìóëèðóåì ãðàíè÷íûå

óñëîâèÿ✿

ïðè x→ −∞, υs → υs−, ρs → ρs−, ρs → ρs−, Us → Us−, ρt → 0;

ïðè x→ +∞, υt → υt+, ρt → ρt+, ρt → ρt+, Ut → Ut+, ρs → 0;

➶ñëåäñòâèå ñîõðàíåíèÿ ìàññû✱ èìïóëüñà è ýíåðãèè ïîòîêà äîëæíû âûïîëíÿòüñÿ óñëîâèÿ äè✲

íàìè÷åñêîé ñîâìåñòíîñòè✿

υt+
υs−

=
ρs−
ρt+

=
2

(k + 1)M2
+
k − 1

k + 1
,

pt+
ps−

=
2kM2

k + 1
−
k − 1

k + 1
,

ãäå M = υs−
√

kps−
ps−

✲ ÷èñëî ❒àõà ïîòîêà ïåðåä ñêà÷êîì✳

➶ äàëüíåéøåì ïåðåéäåì ê áåçðàçìåðíûì ïåðåìåííûì✱ âçÿâ çà ìàñøòàáû ñêîðîñòè✱ ïëîòíîñòè

è äëèíû ñîîòâåòñòâåííî υs−, ρs−, m
πd2ρs−

è ñîõðàíèâ ïðåæíèå îáîçíà÷åíèÿ✳

Ñíà÷àëà áóäåì ñ÷èòàòü îáà êîìïîíåíòà íåâÿçêèìè è íåòåïëîïðîâîäíûìè✱ ïîëîæèâ µs = µt =

0 λs = λt = 0 Òîãäà óðàâíåíèÿ ✭✶✮ ✕ ✭✺✮ ìîæíî çàïèñàòü â âèäå

dAs

dx
= I (1− 2β) ,

dAt

dx
= I (2β − 1) ; (8)

d

dx
(AsBs) = I [(1− β)Bt − βBt] ,

d

dx
(AtBt) = I [βBt − (1− β)Bt] ; (9)

d

dx
(AsCs) = I [(1− β)Ct − βCt] ,

d

dx
(AtCt) = I [βCt − (1− β)Ct] ; (10)

ãäå

As = ρsυs, At = ρtυt, Bs = υs +
ps
ρsυs

, Bt = υt +
pt
ρtυt

, Cs = Us +
υ2s
2

+
ps
ρs
, Ct = Ut +

υ2t
2

+
pt
ρt

Ñêëàäûâàÿ ïîïàðíî óðàâíåíèÿ ✭✽✮✱ ✭✾✮ è ✭✶✵✮✱ ëåãêî ïîëó÷èòü ïîñëå èíòåãðèðîâàíèÿ è îïðå✲

äåëåíèÿ êîíñòàíò èç ãðàíè÷íûõ óñëîâèé

As +At = const = 1, AsBs +AtBt = const = 1 +
1

kM2
, AsCs +AtCt = const =

1

2
+

1

(k − 1)M2

➮ç ðåøåíèÿ óðàâíåíèé ✭✽ ✕ ✶✵✮ ìîæíî ïîëó÷èòü✱ ÷òî Bs✱Bt✱ Cs✱ Ct íå çàâèñÿò îò ①✱ ïîñòîÿí✲
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íûìè òàêæå ÿâëÿþòñÿ υs✱ υt✱ Us✱ Ut è çàâèñÿùèå îò íèõ cs✱ ct✱ β✱ à èçìåíÿþòñÿ òîëüêî ïëîòíîñòè

êîìïîíåíò ρs✱ ρt è çàâèñÿùèå îò íèõ ps✱ pt✱ ■✳ ➮ç ïåðâîãî óðàâíåíèÿ ✭✽✮ èìååì
dρs
dx = −Dρs (1− ρs)

îòêóäà✱ âûáðàâ çà íà÷àëî îòñ÷åòà ① òî÷êó✱ ãäå ρs = 0.5✱ èìååì ρs = 1
1+eDx ✱ à èç âòîðîãî óðàâíåíèÿ

✭✽✮ ïîëó÷èì ρt =
eDxρt+
1+eDx ✳ ➬äåñü îáîçíà÷åíî

D = (2β − 1)

√

(M2 − 1)2 +
4

πk

(

(kM2 + 1)2 = k (M2 − 1)2
)

/

(

k − 1

2
M2 + 1

)

(11)

Òî îáñòîÿòåëüñòâî✱ ÷òî ñêîðîñòè è âíóòðåííèå ýíåðãèè êîìïîíåíò â ñîîòâåòñòâèè ñ ïîëó÷åí✲

íûì ðåøåíèåì íå çàâèñÿò îò ①✱ ïðèâîäèò ê òîìó✱ ÷òî èõ âÿçêîñòü è òåïëîïðîâîäíîñòü íå ñóùå✲

ñòâåííû è ïîëó÷åííîå ðåøåíèå ñïðàâåäëèâî è äëÿ âÿçêîãî òåïëîïðîâîäíîãî ãàçà✳ Òîãäà ñðåäíèå

çíà÷åíèÿ ïëîòíîñòè✱ ñêîðîñòè è ýíåðãèè ïî ñìåñè áóäóò

ρ̄ = ρs + ρt =
1

1 + eDx

(

1 + eDx M2 (k + 1)

2 +M2 (k − 1)

)

ν̄ =
ρsνs + ρtνt

ρ̄
=

1 + eDx

1 + eDx M2(k+1)
2+M2(k−1)

Ū =
ρsUs + ρtUt

ρ̄
=

[

1
k(k−1)M2 + eDx

2k

(

k+1
k−1 − 1

H

)]

1 + eDxH

Òàêèì îáðàçîì✱ ìîæíî ñ÷èòàòü ïðèâåäåííóþ äâóõêîìïîíåíòíóþ ìîäåëü ïîòîêà èç òâåðäûõ ÷à✲

ñòèö✱ à òàêæå èñõîäíóþ ÷åòûðåõêîìïîíåíòíóþ ìîäåëü ãàçîâçâåñè ❬✹❪ ïðèìåíèìîé äàæå â òåõ

ñëó÷àÿõ✱ êîãäà ïóòü ñâîáîäíîãî ïðîáåãà ÷àñòèö ñðàâíèì ñ ãàçîäèíàìè÷åñêèì ìàñøòàáîì✳ ➪îëåå

òîãî✱ íå èñêëþ÷åíî✱ ÷òî ïðåäñòàâëåíèÿ✱ ïîëîæåííûå â îñíîâó ïîñòðîåíèÿ ýòèõ ìîäåëåé✱ áóäóò ïî✲

ëåçíû â àýðîäèíàìèêå ðàçðåæåííûõ ãàçîâ ïðè ðàññìîòðåíèè ïåðåõîäíûõ ðåæèìîâ îò ñïëîøíîé

ñðåäû ê ñâîáîäíîìîëåêóëÿðíîìó îáòåêàíèþ✳

Ñïèñîê ëèòåðàòóðû

❬✶❪ ✶✳ ❒àòâååâ Ñ✳✃✳✱ ✃î÷åðûæåíêîâ ➹✳➶✳ Ñòðóêòóðà óäàðíûõ âîëí â ãàçàõ è ãàçîâçâåñÿõ✳✴✴ Ñá✳

➘èíàìè÷åñêèå ïðîöåññû â ãàçàõ è òâåðäûõ òåëàõ✳ ❐✳✱ ✶✾✾✵✳ Ñ✳ ✷✽ ✕ ✸✻✳

❬✷❪ ➘æàé÷èáåêîâ ❮✳➷✳✱ ❒àòâååâ Ñ✳✃✳ Ïðèìåíåíèå òðåõêîìïîíåíòíîé ìîäåëè ê ðàñ÷åòó îáòå✲

êàíèÿ òåë ãàçîâçâåñüþ è ðàçðåæåííûì ãàçîì✳ ➷óðíàë Ï❒ÒÔ✳ Ñ❰ ➚❮ ÑÑÑÐ✱ ❮îâîñèáèðñê✱

✶✾✾✶✱ ➑✶✱ ✕ Ñ✳ ✸✾✲✹✷✳

❬✸❪ ❒àòâååâ Ñ✳✃✳✱ ➘æàé÷èáåêîâ ❮✳➷✳ Ðàñ÷åò îáòåêàíèÿ ñôåðû ðàçðåæåííûì ãàçîì ïðè ïðîèç✲

âîëüíîì ÷èñëå ✃íóäñåíà✳ ✴✴ ➶åñòíèê Ñàíêò✲Ïåòåðáóðãñêîãî óíèâåðñèòåòà✳ Ñàíêò✲Ïåòåðáóðã✳

✶✾✾✷✳ ñåð✳✶✱ âûï✳✷✳ ✭➑✽✮ ✕ Ñ✳ ✼✼✲✽✶✳

❬✹❪ ❒àòâååâ Ñ✳✃✳ ❒àòåìàòè÷åñêîå îïèñàíèå îáòåêàíèÿ òåë ïîòîêîì ãàçîâçâåñè ñ ó÷åòîì âëèÿíèÿ

îòðàæåííûõ ÷àñòèö✳ ✴✴ Ñá✳ ➘âèæåíèå ñæèìàåìûõ æèäêîñòåé è íåîäíîðîäíûõ ñðåä✳ ❐✳✱ ✶✾✽✷✳

➶ûï✳✼✳ Ñ✳ ✶✽✾ ✕ ✷✵✶✳
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Ó➘✃ ✺✶✼✳✾✼✼✳✶✴✺❀ ✺✶✼✳✾✺✽✿✺✷✴✺✾

❰ÏÒ➮❒➚❐Ü❮❰ÑÒÜ ❰➘❮❰➹❰ ✃❐➚ÑÑ➚ ➘➮❮➚❒➮×➴Ñ✃➮❳ Ñ➮ÑÒ➴❒

❒✳❮✳ ✃àëèìîëäàåâ✱ ❒✳Ò✳ ➘æåíàëèåâ

➮íñòèòóò ïðîáëåì èíôîðìàòèêè è óïðàâëåíèÿ✱ ã✳ ➚ëìàòû

➚ííîòàöèÿ✳ ➶ äàííîé ðàáîòå ðåøåíà çàäà÷à ñèíòåçà óïðàâëåíèÿ äëÿ ýëåêòðîýíåðãåòè÷åñêîé

ñèñòåìû✳ Ïðè ýòîì èñïîëüçîâàíû êîíñòðóêöèè ìåòîäà ôóíêöèé ➪åëëìàíà✲✃ðîòîâà â ôîðìå

íåîáõîäèìûõ è äîñòàòî÷íûõ óñëîâèé îïòèìàëüíîñòè ❬✶✱ ✷❪✳

✃ëþ÷åâûå ñëîâà✿ îïòèìàëüíîñòü✱ ýëåêòðîýíåðãåòè÷åñêàÿ ñèñòåìà

Ïîñòàíîâêà çàäà÷è✳ Òðåáóåòñÿ ìèíèìèçèðîâàòü ôóíêöèîíàë

J(u) = 0.5
l
∑

i=1

T
∫

0

(

kiy
2
i + riu

2
i

)

d t+ Λ(x(T ), y(T )) , (1)

ïðè óñëîâèÿõ✿
dxi
dt

= yi,
dyi
dt

= −λiyi − fi(x) + biui,

xi(t0) = xi0, yi(t0) = yi0, i = 1, l, t ∈ (t0, T ), (2)

x(t), y(t) : (t0, T ) → Rl,

ãäå ui ∈ R1− ñêàëÿðíîå óïðàâëåíèå❀ fi(x)− íåïðåðûâíî äèôôåðåíöèðóåìàÿ âåêòîð ôóíêöèÿ✱

óäîâëåòâîðÿþùàÿ óñëîâèþ èíòåãðèðóåìîñòè✿

∂fi(x)

∂xk
=
∂fk(x)

∂xi
, ∀i 6= k; (3)

ìîìåíòû âðåìåíè t0, T áóäåì ñ÷èòàòü çàäàííûìè❀ ri, λi, ki− ïîëîæèòåëüíûå ïîñòîÿííûå❀ òåð✲

ìèíàëüíûå çíà÷åíèÿ x(T ), y(T ) çàðàíåå íåèçâåñòíû✳

Ïðîáëåìà ñèíòåçà äëÿ çàäà÷è ✃îøè ✭✶✮✕✭✸✮ êðàéíå âàæíà â çàäà÷àõ îïòèìèçàöèè ðàáîòû

ýëåêòðîýíåðãåòè÷åñêèõ ñèñòåì✳

❰ñíîâíàÿ ëåììà✳ Ñëåäóÿ ôîðìàëèçìó ➪åëëìàíà✲✃ðîòîâà ❬✶✱ ✷❪✱ ïîêàæåì ñïðàâåäëèâîñòü

ñëåäóþùåé ëåììû✳

❐åììà✳ ➘ëÿ òîãî ÷òîáû óïðàâëåíèå u0i (yi) = − bi
ri
yi, i = 1, l è ñîîòâåòñòâóþùåå ðåøåíèå

ñèñòåìû ✭✷✮✕✭✸✮ {x(t), y(t)} áûëî îïòèìàëüíûì✱ íåîáõîäèìî è äîñòàòî÷íî✱ ÷òîáû

K(x(T ), y(T )) = Λ(x(T ), y(T )), ki = 2λi +
b2i
ri
, i ∈ 1, l,

K(x, y) = 0.5
l
∑

i=1

y2i −
l
∑

i=1,
xj=0, j>i

xi
∫

0

fi(x1, ..., xi−1, ξi, xi+1, ..., xl)d ξi (4)
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ôóíêöèÿ ➪åëëìàíà✲✃ðîòîâà✱ ïðè÷åì✱

J(u0) = min
u
J(u) = K(x(t0), y(t0)).

➬àäà÷à îïòèìàëüíîãî óïðàâëåíèÿ ìîùíîñòüþ ïàðîâûõ òóðáèí✳ ❰äíîé èç ìîäåëåé✱

îïèñûâàþùåé ïåðåõîäíûå ïðîöåññû â ýëåêòðè÷åñêîé ñèñòåìå✱ ÿâëÿåòñÿ ñëåäóþùàÿ ñèñòåìà äèô✲

ôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé ❬✸✱ ✹❪✿

d δi
d t

= Si, Hi
dSi
d t

= −DiSi − E2
i Yii sin αii − Pi sin (δi − αi)−

−

l
∑

j=1, j 6=i

Pij sin (δij − αij) + ui, i ∈ 1, l, t ∈ (0, T ), (5)

δij = δi − δj , Pi = EiUYi,n+1, Pij = EiEjYij ,

ãäå δi− óãîë ïîâîðîòà ðîòîðà i✲ãî ãåíåðàòîðà îòíîñèòåëüíî íåêîòîðîé ñèíõðîííîé îñè âðàùå✲

íèÿ ✭îñü âðàùåíèÿ øèí ïîñòîÿííîãî íàïðÿæåíèÿ✱ êîòîðàÿ ñîâåðøàåò âðàùåíèå ñî ñêîðîñòüþ

50 îá✳✴ñåê✳❀ Si− ñêîëüæåíèå i✲ãî ãåíåðàòîðà❀ Hi− ïîñòîÿííàÿ èíåðöèè i✲é ìàøèíû❀ ui = Pi−

ìåõàíè÷åñêèå ìîùíîñòè✱ êîòîðûå ïîäâîäÿòñÿ ê ãåíåðàòîðó❀ Ei− Ý➘Ñ i✲é ìàøèíû❀ Yij − âçà✲

èìíàÿ ïðîâîäèìîñòü i✲é è j✲é âåòâåé ñèñòåìû❀ U = ❝♦♥st− íàïðÿæåíèå íà øèíàõ ïîñòîÿííîãî

íàïðÿæåíèÿ❀ Yi,n+1− õàðàêòåðèçóåò ñâÿçü ✭ïðîâîäèìîñòü✮ i✲ãî ãåíåðàòîðà ñ øèíàìè ïîñòîÿííîãî

íàïðÿæåíèÿ❀ Di = ❝♦♥st ≥ 0− ìåõàíè÷åñêîå äåìïôèðîâàíèå❀ αij , αi− ïîñòîÿííûå âåëè÷èíû✱

ó÷èòûâàþùèå âëèÿíèå àêòèâíûõ ñîïðîòèâëåíèé â ñòàòîðíûõ öåïÿõ ãåíåðàòîðîâ✳

Ñëîæíîñòü àíàëèçà ìîäåëè ✭✺✮ çàêëþ÷àåòñÿ â ó÷åòå αij , αij = αji. Òàê êàê ïðè ýòîì δij = −δji,

òî ìîäåëü ✭✺✮ íå ÿâëÿåòñÿ êîíñåðâàòèâíîé❀ íå óäàåòñÿ ïîñòðîèòü äëÿ íåå ôóíêöèè ❐ÿïóíîâà â

ôîðìå ïåðâîãî èíòåãðàëà✳ Ñèñòåìó ïðèíÿòî íàçûâàòü ïîçèöèîííîé ìîäåëüþ✳

Ïóñòü ïåðåìåííûå ñîñòîÿíèÿ è óïðàâëåíèÿ â óñòàíîâèâøåìñÿ ïîñëå àâàðèéíîì ðåæèìå ðàâíû✿

Si = 0, δi = δFi , ui = uFi , i = 1, l. (6)

➘ëÿ ïîëó÷åíèÿ ñèñòåìû âîçìóùåííîãî äâèæåíèÿ ïåðåéäåì ê óðàâíåíèÿì â îòêëîíåíèÿõ✱ ïîëàãàÿ✿

Si = ∆Si, δi = δFi +∆δi, ui = uFi +∆ui, i = 1, l. (7)

➘àëåå✱ äëÿ óäîáñòâà ïåðåìåííûå ∆ui, ∆δi, ∆Si çàíîâî îáîçíà÷àÿ ÷åðåç ui, δi, Si, èç ✭✻✮ ïîëó÷èì✿

d δi
d t

= Si,
d Si
d t

=
1

Hi
[−DiSi − fi(δi)−Ni(δ) +Mi(δ) + ui], i = 1, l, t ∈ (0, T ), (8)

ãäå

fi(δi) = Pi[sin (δi + δFi − αi)− sin (δFi − αi)],

Ni(δ) =

l
∑

j=1, j 6=i

N ij(δ1, ..., δl) =

l
∑

j=1, j 6=i

Γ1
ij [sin (δij + δFij)− sin δFij ],

Mi(δ) =

l
∑

j=1, j 6=i

M ij(δ1, ..., δl) = Γ2
ij [cos (δij + δFij)− cos δFij ],
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Γ1
ij = Pij cos αi, Γ

2
ij = Pij sin αi, Pij = Pji, Γ

k
ij = Γk

ji, k = 1, 2.

Óïðàâëåíèå áóäåì èñêàòü â âèäå✿

ui = νi −Mi(δ), i = 1, l, ãäå ôóíêöèÿ νi ïîäëåæèòü îïðåäåëåíèþ✳ (9)

Òðåáóåòñÿ ìèíèìèçèðîâàòü ôóíêöèîíàë

J(ν) = J(ν1, ..., νl) = 0.5
l
∑

i=1

T
∫

0

(

wsiS
2
i + wνiν

2
i

)

d t+ Λ(δ(T ), S(T )), (10)

ïðè óñëîâèÿõ ✭✽✮✕✭✾✮✱ ãäå wsi, wνi− ïîëîæèòåëüíûå ïîñòîÿííûå âåñîâûå êîýôôèöèåíòû❀ fi(δi)−

2π✲ïåðèîäè÷åñêàÿ íåïðåðûâíî äèôôåðåíöèðóåìàÿ ôóíêöèÿ❀ Ni(δ)− 2π✲ïåðèîäè÷åñêàÿ íåïðåðûâ✲

íî äèôôåðåíöèðóåìàÿ ôóíêöèÿ îòíîñèòåëüíî δij ❀ äëÿ Ni(δ) âûïîëíÿåòñÿ óñëîâèå èíòåãðèðóåìî✲

ñòè òèïà ✭✸✮❀ T− äëèòåëüíîñòü ïåðåõîäíîãî ïðîöåññà✱ ñ÷èòàåòñÿ çàäàííîé✳ ✃ðîìå òîãî✱ çàäàíû

íà÷àëüíûå óñëîâèÿ✿

δi(0) = δi0, Si(0) = Si0, i = 1, l, (11)

à âåëè÷èíû δi(T ), Si(T ) ÿâëÿþòñÿ íåèçâåñòíûìè✳

❮à îñíîâå ëåììû ïîëó÷àåì

Òåîðåìà✳ ➘ëÿ òîãî ÷òîáû óïðàâëåíèå ν0i = −Si/wνi, i = 1, l è ñîîòâåòñòâóþùåå ðåøåíèå

{δ0, S0} ñèñòåìû ✭✽✮ áûëî îïòèìàëüíûì✱ íåîáõîäèìî è äîñòàòî÷íî✱ ÷òîáû

Λ(δ(T ), S(T )) = K(δ(T ), S(T )), wsi = 2Di + 1/wνi > 0, i = 1, l,

K(δ, S) = 0.5
l
∑

i=1



HiS
2
i +

δi
∫

0

fi(δi)d δi



+
l
∑

i=1,
δj=0, j>i

δi
∫

0

Ni(δ1, ..., δi−l, ξi, δi+1, ..., δl)d ξi

✖ ôóíêöèÿ ➪åëëìàíà✲✃ðîòîâà✱ ïðè÷åì✱

J(ν0) = min
ν
J(ν) = K(δ0, S0). (12)

➬àìåòèì✱ ÷òî ïðè äîêàçàòåëüñòâå òåîðåìû ïðåäïîëîæåíèÿ ✭✾✮ èç ëåììû ïðèíèìàþò âèä✿

KδiSi =
KSi

Hi
[fi(δi) +Ni(δ)], ò✳å✳ KSi

= HiSi, Kδi = fi(δi) +Ni(δ), i = 1, l. (13)

×èñëåííûé ïðèìåð✳ ❰ïòèìàëüíîå óïðàâëåíèå äâèæåíèåì äâóõìàøèííîé ýëåêòðî✲

ýíåðãåòè÷åñêîé ñèñòåìû✳ ➶ ñèñòåìå ✭✺✮ ïðèíèìàåì i = 1, 2, è ïðåäïîëàãàåì✱ ÷òî ìåõàíè÷åñêîå

äåìïôèðîâàíèå îòñóòñòâóåò✱ ò✳å✳ êîýôôèöèåíòû D1, D2 ðàâíû íóëþ✳ Ñîãëàñíî ñîîòíîøåíèé ✭✺✮✕

✭✶✶✮ çàäà÷à îïòèìàëüíîãî óïðàâëåíèÿ ïðèíèìàåò âèä ❬✺❪✿

J(u) = J(u1, u2) = 0.5
2
∑

i=1

T
∫

0

(

S2
i + 0.1ν2i

)

d t+ 0.5[δ2(T ) + S2(T )], (14)

d δi
d t

= Si,
d Si
d t

=
1

Hi
[−fi(δi)−N1(δ) + νi], i = 1, 2, (15)
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ãäå fi(δi) = Pi[sin (δi+ δ
F
i −αi)− sin (δFi −αi)], i = 12, N1(δ) = Γ1[sin (δ12+ δ

F
12)− sin δF12], M1(δ) =

Γ2[cos (δ12+δ
F
12)−cos δF12], δ

F
12 = δF1 −δ

F
2 , Γ1 = P12 cos α12, Γ2 = P12 sin α12, δ12 = δ1−δ2, δ21 = −δ12.

×èñëîâûå äàííûå ñèñòåìû ✭✶✺✮✿

α1 = −0.052; α2 = −0.104; H1 = 2135; H2 = 1256; P1 = 0.85;

P2 = 0.69; P12 = 0.9; δF1 = 0.827; δF2 = 0.828; α12 = −0.078;

è íà÷àëüíûå äàííûå✿

δ1(0) = 0.18; δ2(0) = 0.1; S1(0) = 0.001; S2(0) = 0.002. (16)

Ñîãëàñíî ôîðìóëû ✭✶✷✮ ôóíêöèÿ ➪åëëìàíà✲✃ðîòîâà è åå ÷àñòíûå ïðîèçâîäíûå áóäóò èìåòü

âèä✿

K(δ, S) ≈ 1067.5S2
1 + 628S2

2 + 2.004− cos(δ1 + 0.879)− 0.77δ1 − cos(δ2 + 0.932)− 0.83δ2,

Kδ1(δ, S) = 0.425[sin(δ1 + 0.879)− sin 0.879] + 0.9 sin (δ1 − δ2),

Kδ2(δ, S) = 0.345[sin(δ2 + 0.932)− sin 0.932] + 0.9 sin (δ1 − δ2),

KS1
(δ, S) = 2135S1, KS2

(δ, S) = 1256S2.

Óïðàâëåíèÿ ïî ïðèíöèïó îáðàòíîé ñâÿçè ✭ñèíòåç✮ îïðåäåëÿþòñÿ ïî ôîðìóëàì✿

ν01(δ, S) = −S1, ν
0
2(δ, S) = −S2, (17)

ïðè ýòîì èñïîëüçîâàíî ïðåäïîëîæåíèå ✭✶✸✮✳

Ðåçóëüòàòû ÷èñëåííîãî ðàñ÷åòà îïòèìàëüíîé ïàðû âåêòîð✲ôóíêöèé ñîñòîÿíèå✲óïðàâëåíèå

{δ0(t), S0(t); ν0(t) = ν0(δ0(t), S0(t))}

ïîëó÷åíû èç ñîîòíîøåíèé ✭✶✺✮✕✭✶✼✮✱ êîòîðûå îòðàæåíû íà ðèñóíêàõ ✶ è ✷✳

Ðèñóíîê ✶ Ðåçóëüòàòû ÷èñëåííîãî ðàñ÷åòà
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Ðèñóíîê ✷ Ðåçóëüòàòû ÷èñëåííîãî ðàñ÷åòà

Ñïèñîê ëèòåðàòóðû

❬✶❪ ❑r♦t♦✈ ❱✳❋✳ ●❧♦❜❛❧ ♠❡t❤♦❞s ✐♥ ♦♣t✐♠❛❧ ❝♦♥tr♦❧ t❤❡♦r②✳ ▼✳❉❡❦❦❡r✳ ✕ ✶✾✾✻✳ ✸✾✾♣✳

❬✷❪ ➹óðìàí ➶✳➮✳ Ïðèíöèï ðàñøèðåíèÿ â çàäà÷àõ óïðàâëåíèÿ✳✲ ❒✳Ôèçìàòëèò✳ ✶✾✾✼✳ ✷✽✽ñ✳

❬✸❪ ➪ëåõìàí ➮✳➮✳ Ñèíõðîíèçàöèÿ äèíàìè÷åñêèõ ñèñòåì✳ ❒✳✿ ❮àóêà✱ ✶✾✼✶✳ ✽✾✻ñ✳

❬✹❪ ❇❧❡❦❤♠❛♥ ■✳■✳✱ ❋r❛❞❦♦✈ ❆✳▲✳ ❖♥ ❣❡♥❡r❛❧ ❞❡✜♥✐t✐♦♥s ♦❢ s②♥❝❤r♦♥✐③❛t✐♦♥✴✴ ■♥✿ ❙❡❧❡❝t❡❞ t♦♣✐❝s ✐♥

✈✐❜r❛t✐♦♥❛❧ ♠❡❝❤❛♥✐❝s✳ ❊❞✳ ■✳■✳ ❇❧❡❦❤♠❛♥✱ ❙✐♥❣❛♣♦r❡✱ ❲♦r❧❞ ❙❝✐❡♥t✐✜❝✳ ✷✵✵✹✳ P✳✶✼✾✲✶✽✽✳

❬✺❪ ➹îðåâ ➚✳➚✳ Ïåðåõîäíûå ïðîöåññû ñèíõðîííîé ìàøèíû✳ ❒✳✿❮àóêà✱❐åíèíãðàäñê✳ îòä✲íèå✱ ✶✾✽✺✳

✺✵✷ñ✳

Ó➘✃ ✺✶✾✳✻

❒❰➘➴❐➮Ð❰➶➚❮➮➴ Ò➴Ð❒❰➘➮❮➚❒➮×➴Ñ✃➮Õ ÏÐ❰Ö➴ÑÑ❰➶ ➶
➘➶ÓÕÑ❐❰➱❮ÛÕ ❒➚Ò➴Ð➮➚❐➚Õ Ñ ➮ÑÏ❰❐Ü➬❰➶➚❮➮➴❒ ❒➴Ò❰➘➚

➚➘➚ÏÒ➮➶❮ÛÕ Ñ➴Ò❰✃

➚✳ ✃àñåíîâà✱ Ñ✳ Ðàõìåòóëëèíà

➶îñòî÷íî✲✃àçàõñòàíñêèé ãîñóäàðñòâåííûé òåõíè÷åñêèé óíèâåðñèòåò èì✳ ➘✳ Ñåðèêáàåâà

❙✉♠♠❛r②✳ ■♥ t❤✐s ❛rt✐❝❧❡ ❛♣♣r♦❛❝❤ ♦❢ t❤❡ s♦❧✉t✐♦♥ ♦❢ ❛ ♣r♦❜❧❡♠ ♦❢ ❤❡❛t ❝♦♥❞✉❝t✐✈✐t② ✇✐t❤ ✉s❡ ♦❢

❛ ♠❡t❤♦❞ ♦❢ ❛❞❛♣t✐✈❡ ❣r✐❞s ✐s ♦✛❡r❡❞✳ ❆s ✐♥ t❤❡ ❝♦✉rs❡ ♦❢ ❛ ❤❡❛t tr❛♥s❢❡r ✐♥ t✇♦✲❧❛②❡r ♠❛t❡r✐❛❧s

❢r♦♠ ❛♥ ✐♥✢✉❡♥❝❡ s♦✉r❝❡ t❤❡ ❢✉♥❝t✐♦♥ ❝❤❛r❛❝t❡r✐③✐♥❣ t❡♠♣❡r❛t✉r❡✱ ✉♥❞❡r❣♦❡s str♦♥❣ ❝❤❛♥❣❡s ♥❡❛r

✐♥✢✉❡♥❝❡ ❛r❡❛✱ ✉s❡ ♦❢ ❛❞❛♣t✐✈❡ ❣r✐❞s ✐s ♦♥❡ ♦❢ ♦♣t✐♠✉♠ ❛♣♣r♦❛❝❤❡s ❛t t❤❡ s♦❧✉t✐♦♥ ♦❢ s✉❝❤ t❛s❦s✳ ❋♦r

❝❛❧❝✉❧❛t✐♦♥s t❤❡ ♠❡t❤♦❞ ♦❢ ✜♥❛❧ ❞✐✛❡r❡♥❝❡s✱ t❤❡ s❝❤❡♠❡ ❛ ♣r❡❞✐❝t♦r ✲ t❤❡ ♣r♦♦❢r❡❛❞❡r ♦♥ ❛ ✉♥✐❢♦r♠

♠♦t✐♦♥❧❡ss ❣r✐❞ ❛♥❞ ♦♥ ❛♥ ❛❞❛♣t✐✈❡ ❣r✐❞✱ ❛♥❞ ❛❧s♦ ❛ ♣r♦✲r❛❝❡ ♠❡t❤♦❞ ✐s ✉s❡❞✳

❑❡②✇♦r❞s✿ ❆❞❛♣t✐✈❡ ❣r✐❞s✱ ♣r♦✲r❛❝❡ ♠❡t❤♦❞✱ ❞✐✛❡r❡♥t✐❛❧ s❝❤❡♠❡



ðÒ➴Õ❮➮×➴Ñ✃➮➴ ❮➚Ó✃➮ ✶✻ ➶û÷èñëèòåëüíûå òåõíîëîãèè

➚íäàòïà✳ ▼à➞àëàäà àäàïòèâò✐ òîðëàð ➸ä✐ñ✐í ïàéäàëàíûï æûëó➦òê✐çã✐øò✐ê åñåá✐í øåøó æîë✲

äàðû ➫ñûíûë→àí✳ ➴ê✐➞àáàòòû ìàòåðèàëäàðäà→û æûëóòàñûìàëäàó ➩äåð✐ñ✐íäå ➸ñåð åòó îøà→û✲

íàí òåìïåðàòóðàíû ñèïàòòàéòûí ôóíêöèÿ✱ ➸ñåð åòó àéìà→û ìà➢ûíäà ➞àòòû ➦çãåð✐ñòåðãå ➫øû✲

ðàéòûíäû➞òàí✱ àäàïòèâò✐ òîðëàðäû ïàéäàëàíó ì➫íäàé åñåïòåðä✐ øåøóäå å➢ òè✐ìä✐ ➸ä✐ñòåðä✐➢

á✐ð✐ áîëûï òàáûëàäû✳ ➴ñåïòåóëåð ➩ø✐í à➞ûð→û àéûðûìäàð ➸ä✐ñ✐✱ á✐ð➞àëûïòû æûëæûìàéòûí

òîðäà→û æ➸íå àäàïòèâò✐ òîðäà→û ïðåäèêòîð✲êîððåêòîð ñûçáàñû✱ ñîíûìåí ➞àòàð ➞óàëàó ➸ä✐ñ✐

➞îëäàíûëàäû✳

✃✐ëòò✐ê ñ➦çäåð✿ ➚äàïòèâò✐ òîðëàð✱ ➞óàëàó ➸ä✐ñ✐✱ àéûðûìäû➞ ñûçáà

➚ííîòàöèÿ✳ ➶ äàííîé ñòàòüå ïðåäëîæåí ïîäõîä ðåøåíèÿ çàäà÷è òåïëîïðîâîäíîñòè ñ èñ✲

ïîëüçîâàíèåì ìåòîäà àäàïòèâíûõ ñåòîê✳ Ïîñêîëüêó â ïðîöåññå òåïëîïåðåäà÷è â äâóõñëîéíûõ

ìàòåðèàëàõ îò èñòî÷íèêà âîçäåéñòâèÿ ôóíêöèÿ✱ õàðàêòåðèçóþùàÿ òåìïåðàòóðó✱ ïðåòåðïåâàåò

ñèëüíûå èçìåíåíèÿ âáëèçè îáëàñòè âîçäåéñòâèÿ✱ òî èñïîëüçîâàíèå àäàïòèâíûõ ñåòîê ÿâëÿåòñÿ

îäíèì èç îïòèìàëüíûõ ïîäõîäîâ ïðè ðåøåíèè òàêîãî ðîäà çàäà÷✳ ➘ëÿ ðàñ÷åòîâ èñïîëüçóåòñÿ

ìåòîä êîíå÷íûõ ðàçíîñòåé✱ ñõåìà ïðåäèêòîð ✲ êîððåêòîð íà ðàâíîìåðíîé íåïîäâèæíîé ñåòêå

è íà àäàïòèâíîé ñåòêå✱ à òàêæå ìåòîä ïðîãîíêè✳

✃ëþ÷åâûå ñëîâà ✿ ➚äàïòèâíûå ñåòêè✱ ìåòîä ïðîãîíêè✱ ðàçíîñòíàÿ ñõåìà

➶âåäåíèå✳ ➬àäà÷à ìàòåìàòè÷åñêîãî è êîìïüþòåðíîãî ìîäåëèðîâàíèÿ ïðîöåññîâ òåïëîïðî✲

âîäíîñòè â äâóõñëîéíûõ ìàòåðèàëàõ â çàâèñèìîñòè îò ïàðàìåòðîâ âîçäåéñòâèÿ äàåò âîçìîæíîñòü

ïðîãíîçèðîâàòü✱ êàêèå èìåííî ñòðóêòóðû è ôàçû ôîðìèðóþòñÿ â ìàòåðèàëàõ â çàâèñèìîñòè îò

äîñòèãàåìûõ â ïðîöåññå âîçäåéñòâèÿ òåìïåðàòóð✳ ❮à îñíîâå ðåçóëüòàòîâ ìîäåëèðîâàíèÿ ìîæíî

âûáèðàòü ïàðàìåòðû âîçäåéñòâèÿ òàê✱ ÷òîáû ôîðìèðîâàòü äîñòàòî÷íî âûñîêèå òåìïåðàòóðû íà

ãðàíèöå ïîêðûòèÿ ñ ïîäëîæêîé äëÿ óñêîðåíèÿ äèôôóçèîííûõ ïðîöåññîâ ñ öåëüþ óëó÷øåíèÿ

àäãåçèè ïîêðûòèÿ ê ïîäëîæêå✳

Ïðè ìàòåìàòè÷åñêîì ìîäåëèðîâàíèè ïðîöåññîâ òåïëîïðîâîäíîñòè èñïîëüçóþòñÿ ÷èñëåííûå

ìåòîäû✱ è îäíèì èç ìåòîäîâ ÿâëÿåòñÿ ìåòîä êîíå÷íûõ ðàçíîñòåé✳ Ïðè èñïîëüçîâàíèè ýòîãî ìå✲

òîäà â ðàññìàòðèâàåìîé îáëàñòè ñòðîÿò ñåòêó ïî âðåìåíè è ïðîñòðàíñòâó è íàõîäÿò ðåøåíèå

ïîñòàâëåííîé çàäà÷è íà äèñêðåòíîé îáëàñòè✳ ❬✻❪

➶ äàííîé ñòàòüå ðàññìàòðèâàåòñÿ ïîäõîä ðåøåíèÿ çàäà÷è òåïëîïðîâîäíîñòè ñ èñïîëüçîâàíèåì

ìåòîäà àäàïòèâíûõ ñåòîê✳ Ïðåèìóùåñòâî äàííîãî ïîäõîäà çàêëþ÷àåòñÿ â òîì✱ ÷òî íà àäàïòèâ✲

íûõ ñåòêàõ ñ íåáîëüøèì êîëè÷åñòâîì óçëîâ ìîæíî äîáèòüñÿ òàêîé æå òî÷íîñòè ðåøåíèÿ✱ êàê íà

ðåãóëÿðíûõ ñåòêàõ ñ î÷åíü áîëüøèì ÷èñëîì óçëîâ✳ ➶ äâóõñëîéíûõ ìàòåðèàëàõ â òî÷êàõ âîçäåé✲

ñòâèÿ èñòî÷íèêà ãðàäèåíò òåìïåðàòóðû çíà÷èòåëüíî âûøå✱ ÷åì âäàëè îò èñòî÷íèêà è èñïîëüçîâà✲

íèå ìåòîäà àäàïòèâíûõ ñåòîê ïîçâîëÿåò àäàïòèðîâàòüñÿ ðàñ÷åòíîé ñåòêå ïîä ïîâåäåíèå èñêîìîé

ôóíêöèè✱ ÷åì áîëüøå ãðàäèåíò ôóíêöèè✱ òåì ãóùå ñåòêà✳ ➶ ðåçóëüòàòå ïîëó÷àþòñÿ íå ïðîñòî

êðèâîëèíåéíûå ñåòêè✱ à ñåòêè✱ êîòîðûå ïðèñïîñàáëèâàþòñÿ ê ïðîöåññó èçìåíåíèÿ òåìïåðàòóðû

íà ðàññìàòðèâàåìîé îáëàñòè✳

Ïîñòàíîâêà çàäà÷è✳ Ðàññìîòðèì ñëåäóþùóþ ïîñòàíîâêó çàäà÷è òåïëîïðîâîäíîñòè✳ Óäåëüíûé

òåïëîâîé ïîòîê íà ðàññòîÿíèè r îò òî÷êè ïåðåñå÷åíèÿ îñè ñèììåòðèè ïó÷êà ñ ïîâåðõíîñòüþ

îáðàçöà çàäàåòñÿ âûðàæåíèåì ✭✶✮

q(r) = qmax · exp(−k · r
2), ✭✶✮

ãäå qmax = k·N
π ;N ✲ ìîùíîñòü ïó÷êà❀ N = Uk · I; Uk ✲ êàòîäíîå íàïðÿæåíèå❀ I− ñèëà òîêà ïó÷êà❀

k− êîýôôèöèåíò ñîñðåäîòî÷åííîñòè òåïëîâîãî ïîòîêà❀ k = 1.125
R2

π



➶û÷èñëèòåëüíûå òåõíîëîãèè ✶✼ ðÒ➴Õ❮➮×➴Ñ✃➮➴ ❮➚Ó✃➮

Õàðàêòåð òåïëîîáìåíà ñ îêðóæàþùåé ñðåäîé íà íåíàãðåâàåìîé ïëîñêîñòè ïîäëîæêè è òîðöàõ

îáðàçöà ìàëî ñêàçûâàåòñÿ íà ðàñïðåäåëåíèè òåìïåðàòóð â çîíå êîíòàêòà ïîäëîæêè è ïîêðûòèÿ✱

è ìû ìîäåëèðóåì îáðàçåö áåñêîíå÷íîé ïëàñòèíîé òîëùèíû ❤✱ ëåæàùåé íà ïîâåðõíîñòè ïîëóïðî✲

ñòðàíñòâà✱ çàïîëíåííîãî âåùåñòâîì ñ çàäàííûìè òåïëîôèçè÷åñêèìè õàðàêòåðèñòèêàìè✳

Ñ÷èòàåì✱ ÷òî â ìîìåíò âðåìåíè t0 = x0

v íà ïîâåðõíîñòè íà÷èíàåò äåéñòâîâàòü íîðìàëüíî✲

êðóãîâîé èñòî÷íèê✱ öåíòð êîòîðîãî äâèæåòñÿ ðàâíîìåðíî ñî ñêîðîñòüþ v ïî îñèX✱ è âûêëþ÷àåòñÿ

â ìîìåíò âðåìåíè t1 = −t0 ✱ ïðè÷åì ìîìåíòó âðåìåíè t = 0 ñîîòâåòñòâóåò ïðîõîæäåíèå öåíòðîì

ïó÷êà òî÷êè ñ êîîðäèíàòàìè ✭✵✱✵✮

Ïîñêîëüêó íàãðåâ ïðîèñõîäèò â âàêóóìå✱ ìû ïîëàãàåì✱ ÷òî åäèíñòâåííûì ìåõàíèçìîì òåï✲

ëîâûõ ïîòåðü ñ íàãðåâàåìîé ïîâåðõíîñòè ïîêðûòèÿ ÿâëÿåòñÿ òåïëîâîå èçëó÷åíèå✱ îïèñûâàåìîå

óðàâíåíèåì Ñòåôàíà✲➪îëüöìàíà

p = σ · ε · T 4, ✭✷✮

ãäå p✲ ïîâåðõíîñòíàÿ ïëîòíîñòü ìîùíîñòè èçëó÷åíèÿ (Bm
m2 ) ❀ σ ✲ ïîñòîÿííàÿ Ñòåôàíà✲➪îëüöìàíà❀

ε ✲ êîýôôèöèåíò ÷åðíîòû äëÿ ìàòåðèàëà ïîêðûòèÿ✳

Òàêèì îáðàçîì✱ íåîáõîäèìî íàéòè ôóíêöèè T1(x, y, z, t) ✭òåìïåðàòóðà ïîêðûòèÿ✮ è T2(x, y, z, t)

✭òåìïåðàòóðà ïîäëîæêè✮✱ îïðåäåëåííûå â îáëàñòÿõ S1 èS2 ñîîòâåòñòâåííî✳ ❰áëàñòü S1 îïðåäåëÿ✲

åòñÿ íåðàâåíñòâàìè 0 ≤ z < h ✱t0 ≤ t ≤ t1✱ à îáëàñòü S2 íåðàâåíñòâàìè h ≤ z < ∞ è t0 ≤ t ≤ t1

äëÿ îáåèõ îáëàñòåé x ∈ (−∞,∞) è y ∈ (−∞,∞) ✳

Ðàññìîòðèì òî÷êó P ✱ ïðèíàäëåæàùóþ ïîâåðõíîñòè äâóõñëîéíîãî ìàòåðèàëà✱ òîãäà óðàâíåíèå

òåïëîïðîâîäíîñòè îïèñûâàåòñÿ âûðàæåíèÿìè ✭✸✮ è ✭✹✮✿

ρ1 · C1 ·
∂T1
∂t

=
1

r
·
∂

∂r
(λ1 ·

∂T1
∂r

), ✭✸✮

ρ2 · C2 ·
∂T2
∂t

=
1

r
·
∂

∂r
(λ2 ·

∂T2
∂r

). ✭✹✮

➹äå r =
√

(Xc(t)− x)2 + y2 ✲ ðàññòîÿíèå îò òî÷êè P äî öåíòðà íîðìàëüíî✲êðóãîâîãî èñòî÷íèêà

Xc(t) = X0 + v · t ✱ λ1 = λ1(T ) ✱ λ2 = λ2(T ) êîýôôèöèåíòû òåïëîïðîâîäíîñòè ìàòåðèàëà ïîêðû✲

òèÿ è ïîäëîæêè✱ ñîîòâåòñòâåííî✱ ðàññìàòðèâàåìûå êàê ôóíêöèè îò òåìïåðàòóðû✱ C1 = C1(T ) è

C2 = C2(T ) ✕ óäåëüíûå òåïëîåìêîñòè ìàòåðèàëà ïîêðûòèÿ è ïîäëîæêè ñîîòâåòñòâåííî✱ òàêæå

ðàññìàòðèâàåìûå êàê ôóíêöèè òåìïåðàòóðû✱ ρ1 è ρ2 ïëîòíîñòè ìàòåðèàëîâ ïîêðûòèÿ è ïîäëîæ✲

êè ✭êîíñòàíòû✮✳

➬àäà÷à ✭✸✮✲✭✹✮ ðåøàåòñÿ ïðè ñëåäóþùèõ íà÷àëüíûõ è êðàåâûõ óñëîâèÿõ✱

íà÷àëüíûå óñëîâèÿ✿

T1(x, 0) = T2(x, 0) = T 0✱ ãäå T 0 íà÷àëüíàÿ òåìïåðàòóðà îáðàçöà❀

êðàåâûå óñëîâèÿ✿

ïðè

z = 0, λ1
(

(T1)p
)

·

(

∂T1
∂z

)

p

= qmax · exp(−k · r
2)− σ · ε ·

(

(T1)p
)4
, ✭✺✮

ãäå (T1)p = T1(x, y, 0) è

(

∂T1

∂z

)

p

ñîîòâåòñòâåííî çíà÷åíèÿ òåìïåðàòóðû è íîðìàëüíîé ïðîèç✲

âîäíîé òåìïåðàòóðû â òî÷êå✱ k ✕ êîýôôèöèåíò ñîñðåäîòî÷åííîñòè✱ ñâÿçàííûé ñ ðàäèóñîì ïó÷êà✱

σ ✲ ïîñòîÿííàÿ Ñòåôàíà✲➪îëüöìàíà✱ ε ✲ êîýôôèöèåíò ÷åðíîòû äëÿ ìàòåðèàëà ïîêðûòèÿ✳ ❬✹❪

×èñëåííîå ðåøåíèå✳ Ñõåìà ïðåäèêòîð✲êîððåêòîð íà ðàâíîìåðíîé ñåòêå✳



ðÒ➴Õ❮➮×➴Ñ✃➮➴ ❮➚Ó✃➮ ✶✽ ➶û÷èñëèòåëüíûå òåõíîëîãèè

Ðàññìîòðèì îäíîìåðíóþ ïî ïðîñòðàíñòâó çàäà÷ó✱ ïðè âû÷èñëåíèè çíà÷åíèé ôóíêöèé λ1(T ) è

λ2(T ) èñïîëüçóåì ïîëèíîìèàëüíóþ èíòåðïîëÿöèþ ïî òàáëè÷íûì çíà÷åíèÿì êîýôôèöèåíòîâ òåï✲

ëîïðîâîäíîñòè íèêåëÿ è æåëåçà✱ òî åñòü✱ ñ÷èòàåì✱ ÷òî íà êàæäîì øàãå ïî âðåìåíè êîýôôèöèåíò

òåïëîïðîâîäíîñòè ÿâëÿåòñÿ êîíñòàíòîé✳

➘ëÿ ÷èñëåííîãî ðåøåíèÿ ïîñòàâëåííîé çàäà÷è ðàññìîòðèì ñõåìó ïðåäèêòîð✲êîððåêòîð íà

ðàâíîìåðíîé íåïîäâèæíîé ñåòêå ñ óçëàìè xj = jp è øàãîì p > 0 ✳

Óðàâíåíèÿ ✭✸✮✱ ✭✹✮✱ ✭✺✮ çàïèøåì â âèäå

ρici
∂Ti

∂t = λi

r
∂2Ti

∂x2 ,

Ti(x, 0) = T 0, , i = 1, 2

λ1(T1)
∂T1

∂x = qmaxexp(−kr
2)− σεT 4

1 x = 0

✭✻✮

➶âåäåì îáîçíà÷åíèå µi =
λi

rρici
✱ òîãäà ïåðâîå óðàâíåíèå ñèñòåìû ✭✻✮ ïðèìåò âèä✿

∂Ti
∂t

− µi
∂2Ti
∂x2

= 0, i = 1, 2. ✭✼✮

➚ïïðîêñèìèðóåì óðàâíåíèå ✭✼✮ ÿâíîé ñõåìîé ïðåäèêòîð✲êîððåêòîð✱ êîòîðàÿ íà íåïîäâèæíîé

ðàâíîìåðíîé ñåòêå èìååò âèä✿

T ∗
ij+1/2 −

1
2

(

Tn
ij+1 + Tn

ij

)

τ/2
− µi

Tn
ij−1 − 2Tn

ij + Tn
ij+1

h2
= 0, i = 1, 2; j = 0, ..., N − 1 ✭✽✮

Tn+1
ij − Tn

ij

τ
− µi

T ∗
ij−1/2 − 2T ∗

ij + T ∗
ij+1/2

h2
= 0, i = 1, 2; j = 0, ..., N − 1 ✭✾✮

❮à øàãå ïðåäèêòîð âû÷èñëÿþòñÿ âñïîìîãàòåëüíûå âåëè÷èíû T ∗
ij+1/2✱ îïðåäåëåííûå â óçëàõ ñ

ïîëóöåëûìè èíäåêñàìè✳ ❮à øàãå êîððåêòîð âû÷èñëÿþòñÿ èñêîìûå âåëè÷èíû Tn+1
ij ✳❬✷❪

Ñõåìà ïðåäèêòîð✲êîððåêòîð íà ïîäâèæíîé ñåòêå✳ ➘ëÿ òîãî ÷òîáû ïîñòðîèòü ñõåìó íà

ïîäâèæíîé ñåòêå íàäî ïåðåïèñàòü çàäà÷ó â íîâûõ êîîðäèíàòàõ ✱ ñâÿçàííûõ ñ èñõîäíûìè êîîðäè✲

íàòàìè ãëàäêèì ïðåîáðàçîâàíèåì

x = x(q, t), 0 ≤ q ≤ 1, 0 ≤ t ≤ T ✭✶✵✮

ñ ïîëîæèòåëüíûì ÿêîáèàíîì J(q) = xq✱ âçàèìîîäíîçíà÷íî îòîáðàæàþùèì åäèíè÷íûé îòðåçîê

❬✵✱✶❪ íà îáëàñòü ðåøåíèÿ✳ ➶ íîâûõ ïåðåìåííûõ óðàâíåíèå ✭✼✮ çàïèøåòñÿ â ñëåäóþùåì âèäå✿

∂Ti
∂t

−
µi
J

∂

q

(

1

J

∂Ti
∂q

)

= 0 ✭✶✶✮

➚ïïðîêñèìèðóåì óðàâíåíèå ✭✶✶✮ ÿâíîé ñõåìîé ïðåäèêòîð✲êîððåêòîð✱ êîòîðàÿ íà ïîäâèæíîé

ðàâíîìåðíîé ñåòêå èìååò âèä✿

T ∗
ij+1/2 −

1
2

(

Tn
ij+1 + Tn

ij

)

τ/2
−

µi
Jn
j+1/2h

(

Tn
iqj+1/2

Jn
j+1/2

−
Tn
iqj−1/2

Jn
j−1/2

)

= 0, i = 1, 2; j = 0, ..., N − 1 ✭✶✷✮

Tn
ij+1 + Tn

ij

τ
−

µi
Jn
j+1/2h

(

T ∗
iqj+1/2

Jn
j+1/2

−
T ∗
iqj−1/2

Jn
j−1/2

)

= 0, i = 1, 2; j = 0, ..., N − 1 ✭✶✸✮
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Jn
j+1/2 = xnq,j+1/2 =

xnj+1 − xnj
h

,

Tn
iq,j+1/2 =

Tn
ij+1 − Tn

ij

h
,

T ∗
iq,j+1/2 =

T ∗
ij+1 − T ∗

ij

h
,

Ïðèìåíèì ê ðåøåíèþ ïîñòàâëåííîé çàäà÷è ✭✻✮ ìåòîä àäàïòèâíûõ ñåòîê✳

➚ëãîðèòì ìåòîäà àäàïòèâíûõ ñåòîê✳ ➚ëãîðèòì ìåòîäà àäàïòèâíûõ ñåòîê çàêëþ÷àåòñÿ â

ñëåäóþùåì✿

✶✮ íà ïåðâîì øàãå ïî âðåìåíè áåðåòñÿ ðàâíîìåðíàÿ ñåòêà íà îòðåçêå ñ øàãîì h = 1/N, x0j
✲ óçëû ýòîé ñåòêè✳ ➶ûïîëíÿåòñÿ ðåøåíèå çàäà÷è ìåòîäîì ïðåäèêòîð✲êîððåêòîð íà ðàâíîìåðíîé

ñåòêå✳❬✶❪

✷✮ ñòðîèòñÿ óïðàâëÿþùàÿ ôóíêöèÿ

wj+1/2 = 1 + α1

∣

∣

∣

∣

∣

Tn
ij+1T

n
ij

hnj+1/2

∣

∣

∣

∣

∣

.

✸✮ ➘ëÿ îïðåäåëåíèÿ êîîðäèíàò óçëîâ íîâîé ñåòêè xn+1
j ìåòîäîì ïðîãîíêè ðåøàåòñÿ çàäà÷à✿

1

h

(

w(xj+1/2)
xj+1 − xj

h
− w(xj−1/2)

xj − xj−1

h

)

= 0, j = 1, ..., N − 1,

x0 = 0, xN = l

✹✮ íà ïîñòðîåííîé ñåòêå xn+1
j íàõîäèòñÿ ðåøåíèå ðàçíîñòíîé çàäà÷è✱ íà àäàïòèâíîé ñåòêå

âûïîëíÿåòñÿ ðåøåíèå çàäà÷è ìåòîäîì ïðåäèêòîð✲êîððåêòîð íà ïîäâèæíîé ñåòêå ❬✶❪✳

✃îìïüþòåðíàÿ ðåàëèçàöèÿ✳ ×èñëåííûé àëãîðèòì ìåòîäîì ïðåäèêòîð✲êîððåòîð ðåàëèçî✲

âàí ïðîãðàììíî â ñðåäå îáúåêòíî✲îðèåíòèðîâàííîãî ïðîãðàììèðîâàíèÿ ❱✐s✉❛❧ ❙t✉❞✐♦ ✷✵✶✵ íà

ÿçûêå ❈★✳ ➘àííûå✱ ïîëó÷åííûå â ðåçóëüòàòå ðàáîòû ñèñòåìû✱ îòîáðàæàþùèå ðàñïðåäåëåíèå

òåìïåðàòóðíîãî ïîëÿ✱ â âèäå ãðàôèêà ïðåäñòàâëåíû íà ðèñóíêå ✶✳

Ðèñóíîê ✶ Ðàñïðåäåëåíèå òåìïåðàòóðíîãî ïîëÿ â îáðàçöå

➘ëÿ ðàñ÷åòà ïðîöåññà ôîðìèðîâàíèÿ òåìïåðàòóðíîãî ïîëÿ áûëà ââåäåíà ñåòêà ✷✵ øàãîâ ïî

ïðîñòðàíñòâó è ✷✵ øàãîâ ïî âðåìåíè✱ íà÷àëüíàÿ òåìïåðàòóðà áûëà ðàâíà ✸✵✵✃ ïðè ìîùíîñòè

✶✺✵✵ ➶ò è âðåìåíè âîçäåéñòâèÿ íà ìàòåðèàë ✻✵ ñåêóíä áûëà ñìîäåëèðîâàíà òåìïåðàòóðà â ✺✹✵ ✃✱
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Ïðîèçâåäåíû ðàñ÷åòû íà àäàïòèâíîé ñåòêå✱ êîòîðûå ñîãëàñóþòñÿ ñ ýêñïåðèìåíòàëüíûìè äàííûìè

❬✹❪✳

➶ûâîä✳ ➶ äàííîé ñòàòüå ïðåäëîæåíî ðåøåíèå çàäà÷è òåïëîïðîâîäíîñòè ñ èñïîëüçîâàíèåì ìå✲

òîäà àäàïòèâíûõ ñåòîê✳ Ðåøåíèå ïðèìåíåíî äëÿ ðàñ÷åòîâ òåìïåðàòóðíûõ ïîëåé✱ îáðàçóþùèõ✲

ñÿ ïðè íàãðåâå äâóõñëîéíûõ ìåòàëëè÷åñêèõ ïîãëîòèòåëåé ✭çàùèòíûõ íèêåëåâûõ ïîêðûòèé íà

ñòàëüíûõ ïîäëîæêàõ✮✳ Ðàñ÷åòíûå òåìïåðàòóðíûå ïðîôèëè ïîçâîëÿþò ïðîãíîçèðîâàòü äîñòèæå✲

íèå çàäàííûõ òåìïåðàòóð íà ïîâåðõíîñòè ïîêðûòèÿ è íà ãðàíèöå ïîêðûòèÿ ñ ïîäëîæêîé ïðè

èñïîëüçîâàíèè îïðåäåëåííûõ ïàðàìåòðîâ èñòî÷íèêà ✭ìîùíîñòè✱ âðåìåíè âîçäåéñòâèÿ✮✳

Ñïèñîê ëèòåðàòóðû

❬✶❪ Ðàçíîñòíûå ñõåìû íà àäàïòèâíûõ ñåòêàõ✿ ×àñòü ✶✳Õàêèìçÿíîâ ➹✳Ñ✳✱ Øîêèí Þ✳➮✳ ✴✴ ➬àäà÷è

äëÿ óðàâíåíèé â ÷àñòíûõ ïðîèçâîäíûõ ñ îäíîé ïðîñòðàíñòâåííîé ïåðåìåííîé✳ ❮îâîñèáèðñê✳

✷✵✵✺✳

❬✷❪ ì❰ ìîíîòîíèçàöèè ÿâíîé ñõåìû ïðåäèêòîð✲êîððåêòîð✳ Øîêèí Þ✳➮✳✱ Ñåðãååâà Þ✳➶✳✱ Õàêèì✲

çÿíîâ ➹✳Ñ✳ ✴✴ ➶åñòíèê ✃àç❮Ó✳ ❈åðèÿ✿ ❒àòåìàòèêà✱ ìåõàíèêà✱ èíôîðìàòèêà✳ ✲ ➚ëìàòû✱ ✷✵✵✺✳

✲ ◆ ✷✳ ✲ Ñ✳✶✵✸✲✶✶✹✳

❬✸❪ ❒åòîä àäàïòèâíûõ ñåòîê â îäíîìåðíûõ íåñòàöèîíàðíûõ çàäà÷àõ êîíâåêöèè✲äèôôóçèè✳ ➘åã✲

òÿðåâ ❐✳❒✳✱ ➮âàíîâ Ò✳Ñ✳✴✴➘èôôåðåíöèàëüíûå óðàâíåíèÿ✳ ✶✾✾✸✳ Ò✳ ✷✾✱ ➑✼✳

❬✹❪ ▼♦❞✐✜❝❛t✐♦♥ ♦❢ ◆✐ ✲❇❛s❡❞ P❧❛s♠❛ ❉❡t♦♥❛t✐♦♥ ❈♦❛t✐♥❣s ❜② ❛ ▲♦✇✲❊♥❡r❣② ❉❈ ❊✲❜❡❛♠✳ ❉❛r②❛

❆❧♦♥ts❡✈❛✱ ❆❧❡①❛♥❞❡r ❑r❛s❛✈✐♥✱ ❆❧❡①❛♥❞❡r P♦❣r❡❜♥❥❛❦✱ ❆❧②♦♥❛ ❘✉ss❛❦♦✈❛✳ ✴✴ ❆❝t❛ P❤②s✐❝❛

P♦❧♦♥✐❝❛ ❆✱ ✷✵✶✸✱ ❱♦❧✳ ✶✷✸✱ ◆♦ ✺✱ Ð✳✽✻✼✲✽✼✵✳

❬✺❪ ❒îäåëèðîâàíèå òåðìîäèíàìè÷åñêèõ ïðîöåññîâ ✴ ➪✳❒✳ ✃àãàíîâè÷✱ Ñ✳ÒÒ✳ Ôèëèïïîâ✱ ➴✳➹✳ ➚í✲

öèôåðîâ✳ ✖ ❮îâîñèáèðñê✿ ➶❰ ✧❮àóêà✧✳ Ñèáèðñêàÿ èçäàòåëüñêàÿ ôèðìà✱ ✶✾✾✸✳ ✖ ✶✵✶ ñ✳ ■❙❇◆

✺✖✵✺✖✵✸✵✸✶✹

❬✻❪ Ðàñ÷åò òåìïåðàòóðíîãî ïîëÿ ïðè ëàçåðíîì îáëó÷åíèè ñëîèñòîãî êîìïîçèòà✳ ➴âòóøåíêî ➚✳➚✳✱

➮âàíèê ➴✳➹✳✱ ❒àòûñÿê ß✳ ✴✴ ➮íæåíåðíî✲ôèçè÷åñêèé æóðíàë✳ ✲ ✶✾✾✾✳ ✲ Ò✳ ✼✷✱ ➑✶✳ ✲ ✶✸✷✲✶✸✼✳

Ó➘✃ ✻✷✶✳✼✹✹

➮❒➮Ò➚Ö➮❰❮❮❰➴ ❒❰➘➴❐➮Ð❰➶➚❮➮➴ Ð➚➪❰ÒÛ ➶ÑÒÐßÕ➮➶➚ÞÙ➮Õ
Ô❰Ð❒❰➶❰×❮ÛÕ ❒➚Ø➮❮ ➶ ❐➮Ò➴➱❮❰❒ ÏÐ❰➮➬➶❰➘ÑÒ➶➴

Ñ✳➷✳ ✃àñûìõàíîâ✱ ➷✳➪✳ ➪àêèðîâ✱ ➘✳➷✳ ✃àñûìõàíîâà

➶îñòî÷íî✲✃àçàõñòàíñêèé ãîñóäàðñòâåííûé òåõíè÷åñêèé óíèâåðñèòåò èìåíè ➘✳ Ñåðèêáàåâà

✃àðàãàíäèíñêèé ãîñóäàðñòâåííûé òåõíè÷åñêèé óíèâåðñèòåò èì✳ ➴✳➚✳ ➪óêåòîâà

➚ííîòàöèÿ✳ ➶ ñòàòüå ïðåäëîæåíà îáîáùåííàÿ äèíàìè÷åñêàÿ ìîäåëü âñòðÿõèâàþùèõ ôîðìî✲

âî÷íûõ ìàøèí✱ â êîòîðîé äåòàëè ôîðìîâî÷íîé ìàøèíû è óïëîòíÿåìàÿ ñìåñü ïðåäñòàâëåíû



➶û÷èñëèòåëüíûå òåõíîëîãèè ✷✶ ðÒ➴Õ❮➮×➴Ñ✃➮➴ ❮➚Ó✃➮

êàê ýëåìåíòû åäèíîé ðåîìåõàíè÷åñêîé ìîäåëè✳ Ïðèâåäåí àëãîðèòì ìîäåëèðîâàíèÿ ðàáîòû

âñòðÿõèâàþùåé ôîðìîâî÷íîé ìàøèíû ñ èñïîëüçîâàíèåì êîìïüþòåðà✳

✃ëþ÷åâûå ñëîâà✿ âñòðÿõèâàþùàÿ ôîðìîâî÷íàÿ ìàøèíà

❰áîñîáëåííîå èçó÷åíèå ðàáîòû îñíîâíûõ ìåõàíèçìîâ ôîðìîâî÷íîé ìàøèíû è ïðîöåññîâ óïëîò✲

íåíèÿ ôîðì ïîçâîëÿåò ñîçäàòü ðàáîòîñïîñîáíûå ìåõàíèçìû è ìàøèíû ✱ íî íå ìîæåò ðåøàòü

çàäà÷è îïòèìèçàöèè ýòèõ îáúåêòîâ êàê òåõíîëîãè÷åñêèõ ñèñòåì✳

➘ëÿ ðåøåíèÿ ýòîé çàäà÷è íàäî ðàçðàáîòàòü äèíàìè÷åñêóþ ìîäåëü îáúåêòà✱ âêëþ÷àþùóþ â

ñåáÿ äèíàìè÷åñêóþ ìîäåëü âñåõ âçàèìîäåéñòâóþùèõ ÷àñòåé✱ à òàêæå ìîäåëü îñóùåñòâëÿåìûõ

íà ìàøèíå òåõíîëîãè÷åñêèõ ïðîöåññîâ✳ ❮àëè÷èå òàêîé ìîäåëè ïîçâîëÿåò ïîñòðîèòü ìàòåìàòè÷å✲

ñêóþ ìîäåëü èññëåäóåìûõ ïðîöåññîâ è ïðîâîäèòü êîìïüþòåðíûå ýêñïåðèìåíòû ñ öåëüþ âûáîðà

îïòèìàëüíûõ ïàðàìåòðîâ ìåõàíè÷åñêîé ñèñòåìû è òåõíîëîãè÷åñêîãî ïðîöåññà✱ òî åñòü ïðîâîäèòü

èìèòàöèîííîå ìîäåëèðîâàíèå✳

➮ñõîäÿ èç âûøåèçëîæåííîãî ïðåäëîæåíà îáîáùåííàÿ äèíàìè÷åñêàÿ ìîäåëü âñòðÿõèâàþùèõ

ôîðìîâî÷íûõ ìàøèí ✭➶Ô❒✮✱ â êîòîðîé äåòàëè è óçëû ôîðìîâî÷íîé ìàøèíû✱ îñíàñòêà è óïëîò✲

íÿåìàÿ ñìåñü ïðåäñòàâëåíû êàê ýëåìåíòû åäèíîé ðåîìåõàíè÷åñêîé ìîäåëè ✭ðèñóíîê ✶✮✳

Ðèñóíîê ✶ ➘èíàìè÷åñêàÿ ìîäåëü âñòðÿõèâàþùåé ôîðìîâî÷íîé ìàøèíû

Ýòà ìîäåëü âêëþ÷àåò ÷åòûðå æåñòêèõ èíåðöèîííûõ ýëåìåíòà✱ ïîñëåäîâàòåëüíî ñîåäèíåííûõ

óïðóãîäèññèïàòèâíûìè ýëåìåíòàìè✳ ❒àññà m1 îçíà÷àåò ìàññó ôóíäàìåíòà ìàøèíû✱ à c1✱ â1 ìî✲

äåëèðóþò óïðóãîäèññèïàòèâíûå ñâîéñòâà ïîäóøêè ôóíäàìåíòà è ïîäñòèëàþùåãî ãðóíòà❀ m2 ✕

ìàññà ñòàíèíû✱ à c2✱ â2 îáúåäèíÿåò óïðóãîäèññèïàòèâíûå ñâîéñòâà ñòàíèíû è àìîðòèçèðóþùèõ

ýëåìåíòîâ✱ ïîñðåäñòâîì êîòîðûõ îíà óñòàíîâëåíà íà ôóíäàìåíò ✭åñëè òàêîâûå èìåþòñÿ✮✳ ❒àññà

m3 ñîîòâåòñòâóåò ìàññå ñòîëà ñ îñíàñòêîé✱ à c3✱ â3 îáúåäèíÿåò óïðóãîäèññèïàòèâíûå ñâîéñòâà

àìîðòèçàòîðîâ✱ óñòàíîâëåííûõ íà óäàðíîé ïîâåðõíîñòè ñòàíèíû è áîéêîâ✳ ×åòâåðòûì ýëåìåíòîì

ÿâëÿåòñÿ ôîðìîâî÷íàÿ ñìåñü ñ ìàññîé m4 è óïðóãîâÿçêèìè ñâîéñòâàìè c4✱ â4✳

Ñîñòàâèì ñèñòåìó äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé✱ îïèñûâàþùèõ äâèæåíèå ìîäåëè✿

m1ẍ1 = −c1x1 −B1ẋ1 + c2(x2 − x1) +B2(ẋ2 − ẋ1)−R10;

m2ẍ2 = −c2(x2 − x1)−B2(ẋ2 − ẋ1) + c3(x3 − x2) +B3(ẋ3 − ẋ2)−R23;

m3ẍ3 = −c3(x3 − x2)−B3(ẋ3 − ẋ2) + c4(x4 − x3) +B4(ẋ4 − ẋ3)−R23Signx3 −R43 +G3;

m4ẍ4 = −c4(x4 − x3)−B4(ẋ4 − ẋ3)−R43.

✭✶✮

➬äåñü xj ✕ àáñîëþòíûå ïåðåìåùåíèÿ ìàññ❀

R10 ✕ ñèëà òðåíèÿ ìåæäó ôóíäàìåíòîì è ãðóíòîì❀

R23 ✕ ñèëà òðåíèÿ â ïîðøíåâîé ïàðå❀

R43 ✕ ñèëà òðåíèÿ ìåæäó ôîðìîâî÷íîé ñìåñüþ è îïîêîé✱ êîòîðàÿ îïðåäåëÿåòñÿ ñëåäóþùèì îá✲
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ðàçîì✿

R43 = f4Fδ = f4ξ4Fâ = f4ξ4 [c4(x4 − x3) + â4(ẋ4 − ẋ3)] ,

ãäå Fδ, Fâ ✕ ñèëà áîêîâîãî äàâëåíèÿ è âåðòèêàëüíàÿ ñèëà â ñìåñè❀

f4ξ4 ✕ êîýôôèöèåíòû òðåíèÿ è áîêîâîãî äàâëåíèÿ✳

➚íàëîãè÷íî ñèëó òðåíèÿ R10 ìîæíî îïðåäåëèòü òàê✿

R10 =

h0
∫

0

f0ξ0σΠdy = f0ξ0gρ0Πh
2
0/2,

ãäå f0ξ0 ✕ êîýôôèöèåíòû òðåíèÿ è áîêîâîãî äàâëåíèÿ â ãðóíòå❀

h0,Π ✕ âûñîòà è ïåðèìåòð ôóíäàìåíòà❀

σ = ρ0gy ✕ íàïðÿæåíèå â ãðóíòå íà ãëóáèíå y îò ïîâåðõíîñòè✳

Ýêñïåðèìåíòàëüíî óñòàíîâëåíî✱ ÷òî ñèëó R23 â âñòðÿõèâàþùèõ ìåõàíèçìàõ ìîæíî ïðèíÿòü

ðàâíûì (10÷ 15)✪ îò âåñà ïîäâèæíûõ ÷àñòåé ìàøèíû ❬✶❪✳

➚íàëèç ìíîãî÷èñëåííûõ ëèòåðàòóðíûõ èñòî÷íèêîâ ïîçâîëÿåò äàòü ñëåäóþùèå ðåêîìåíäàöèè

ïî âûáîðó óïðóãîäèññèïàòèâíûõ õàðàêòåðèñòèê ìîäåëè✳ ➘ëÿ óòðàìáîâàííîãî ãðóíòà â çàâèñè✲

ìîñòè îò åãî ñîñòàâà c1 = (400 ÷ 500)❒í✴ì✳ Ïðè ãàðìîíè÷åñêèõ êîëåáàíèÿõ ëèíåàðèçîâàííûé

êîýôôèöèåíò ïðîïîðöèîíàëüíîñòè ìåæäó ñèëîé ñîïðîòèâëåíèÿ è ñêîðîñòüþ îïðåäåëÿåòñÿ ïî

ôîðìóëå✿

â = cψ/2πω, ✭✷✮

ãäå ω ✕ êðóãîâàÿ ÷àñòîòà êîëåáàíèé✱ êîòîðàÿ çäåñü ðàâíà ÷àñòîòå ñîáñòâåííûõ êîëåáàíèé ñòîëà

ω = ω3 =
√

c3/m3

ψ ✕ êîýôôèöèåíò ðàññåÿíèÿ ýíåðãèè✱ êîòîðûé äëÿ ãðóíòà ìîæíî ïðèíÿòü ðàâíûì ✵✱✷✺÷✵✸✳

➴ñëè ñòàíèíà óñòàíîâëåíà íåïîñðåäñòâåííî íà ôóíäàìåíò òî êîýôôèöèåíò æåñòêîñòè c2 îïðå✲

äåëÿåòñÿ æåñòêîñòüþ ðåáåð ñòàíèíû✱ à â2 ìîæíî îïðåäåëèòü ïî ôîðìóëå ✭✷✮✱ ïðèíÿâ ψ = 0, 17

❬✷❪✳

×àñòî äëÿ óìåíüøåíèÿ íàãðóçêè íà îñíîâàíèå ìàøèíû ìåæäó ñòàíèíîé è ôóíäàìåíòîì óñòà✲

íàâëèâàþòñÿ àìîðòèçèðóþùèå ýëåìåíòû ✭ðåçèíîâûå è äåðåâÿííûå ïðîêëàäêè✮✳ ➶ ýòîì ñëó÷àå

ïðèâåäåííûå óïðóãîäèññèïàòèâíûå õàðàêòåðèñòèêè îïðåäåëÿþòñÿ ïî ôîðìóëàì äëÿ ïîñëåäîâà✲

òåëüíîãî ñîåäèíåíèÿ✿

c−1
2 = c−1

ïð =
∑

c−1
i , ψ2 = ψïð = cïð

∑

ψi/ci.

➷åñòêîñòè îòäåëüíûõ ýëåìåíòîâ ðàññ÷èòûâàþòñÿ✱ à ψi âûáèðàþòñÿ ïî ýêñïåðèìåíòàëüíûì

äàííûì✳

Óïðóãîäèññèïàòèâíûå ïàðàìåòðû c3✱ â3 îïðåäåëÿþòñÿ â îñíîâíîì âèäîì àìîðòèçàòîðîâ✱ âîñ✲

ïðèíèìàþùèõ óäàð ñòîëà ✭ðåçèíîâûå èëè òåêñòîëèòîâûå ýëåìåíòû✮✳ Ïðè îïðåäåëåíèè â3 íàäî

ó÷åñòü ñèëû ñîïðîòèâëåíèÿ â íàïðàâëÿþùèõ ñòîëà✱ äàâëåíèå âîçäóõà â ïîäïîðøíåâîì ïðîñòðàí✲

ñòâå✳ Ýòî ìîæíî ñäåëàòü ÷åðåç êîýôôèöèåíò âîññòàíîâëåíèÿ ñêîðîñòè ïîñëå óäàðà k✱ êîòîðûé

íåïîñðåäñòâåííî ñâÿçàí ñ áåçðàçìåðíûì êîýôôèöèåíòîì äåìïôèðîâàíèÿ

n = â3/2m3ω3.
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➘ëÿ âñòðÿõèâàþùåé ôîðìîâî÷íîé ìàøèíû êîýôôèöèåíò k ìåíÿåòñÿ îò ✵✱✸ äî ✵✱✺ ❬✶❪✱ à ñâÿçü

ìåæäó êîýôôèöèåíòàìè n è k ìîæíî íàéòè â ðàáîòå ❬✸❪✳

➶ íàñòîÿùåé ðàáîòå âïåðâûå ñòàâèòñÿ âîïðîñ îá îïðåäåëåíèè óïðóãîäèññèïàòèâíûõ õàðàê✲

òåðèñòèê ✭Ó➘Õ✮ ôîðìîâî÷íîé ñìåñè✳ ❮àìè ðàíåå ïðåäëîæåíà ïÿòèýëåìåíòíàÿ ðåîëîãè÷åñêàÿ

ìîäåëü ñìåñè ïðè äèíàìè÷åñêîì óïëîòíåíèè è ìåòîäèêà îïðåäåëåíèÿ åå ïàðàìåòðîâ ✭ðèñóíîê ✷✮✳

Ðèñóíîê ✷ Ðåîëîãè÷åñêàÿ ìîäåëü ôîðìîâî÷íîé ñìåñè

Ñîãëàñíî ýòîé ìîäåëè ñâÿçü ìåæäó íàïðÿæåíèåì è äåôîðìàöèåé îïèñûâàåòñÿ âûðàæåíèÿìè

ε = ε1 + ε2, σ = E2ε2 + η1ε̇2 ïðè σ ≤ σT ; ✭✸✮

σ = σT + η2ε̇ ïðè σ > σT . ✭✹✮

ãäå εi ✕ äåôîðìàöèÿ ïðóæèí❀

σ, ε ✕ ñóììàðíûå íàïðÿæåíèÿ✳

➶ ñîîòíîøåíèÿõ ✭✸✮✱ ✭✹✮ ìîäóëè óïðóãîñòè Ei✱ êîýôôèöèåíòû âÿçêîñòè ηi è ïðåäåë òåêó÷åñòè

σT çàâèñÿò îò ïëîòíîñòè ñìåñè✳

❰ïðåäåëèì óïðóãîäèññèïàòèâíûå õàðàêòåðèñòèêè ñìåñè ïðè σ ≤ σT ✳ Òàê êàê ε1 = σ/E1✱ òî

èç ✭✸✮ èìååì✿

ε̇ = ε̇1 + ε̇2 = σ̇/E1 + (σ − E2ε2)/η1.

Ó÷èòûâàÿ✱ ÷òî ε2 = ε+ ε1✱ ýòî óðàâíåíèå ïðåîáðàçóåì ê âèäó✿

σ̇ = E1ε̇+ E1E2ε/η1 − σ(E1 − E2)/η1. ✭✺✮
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➘ëÿ ôîðìîâî÷íîé ñìåñè ìîæíî çàïèñàòü✿

Aσ = cx+ âx ✭✻✮

ãäå x ✕ ïåðåìåùåíèå ñìåñè îòíîñèòåëüíî ñòîëà❀

σ, c, â ✕ íàïðÿæåíèå è óïðóãîäèññèïàòèâíûå õàðàêòåðèñòèêè ñìåñè❀

A ✕ ïëîùàäü îïîêè✳

➮ç ïîñëåäíåãî óðàâíåíèÿ ñèñòåìû ✭✶✮ ñëåäóåò✿

m4ẍ = −(1 + f4ξ4)(cx+ âẋ).

➘èôôåðåíöèðóÿ ✭✻✮ è èñêëþ÷àÿ îòòóäà ẍ✱ ïîëó÷èì✿

Aσ̇ = âc(1 + f4ξ4)x/m+
[

c− â2(1 + f4ξ4)/m
]

ẋ.

➶ óðàâíåíèé ✭✺✮ ìîæíî ïîëîæèòü✿

ε = x/h, ε̇ = ẋ/h,

ãäå h ✕ âûñîòà îïîêè✳

Ïîäñòàâëÿÿ äàëåå ✭✺✮ â ïîñëåäíåå óðàâíåíèå è ïðèðàâíèâàÿ ÷ëåíû ïðè x è ẋ â îáåèõ ÷àñòÿõ

ïîëó÷åííîãî âûðàæåíèÿ ïðèõîäèì ê ñèñòåìå✿

AE1E2/η1h− (E1 + E2)c/η1 = −âc(1 + f4ξ4)/m4;

AE1/h− (E1 + E2)â/η1 = c− â2(1 + f4ξ4)/m4.

Ýòà ñèñòåìà ñâîäèòñÿ ê ñëåäóþùåìó êóáè÷åñêîìó óðàâíåíèþ✿

â3 + aâ2 + dâ+ e = 0, ✭✼✮

ãäå

a = −2m4(E1 + E2)/η1(1 + f4ξ4), d = a2/4 +AE1m4/(1 + f4ξ4)h, e = −A [E1m4/(1 + f4ξ4)] η1h.

Ýòî óðàâíåíèå èìååò îäèí äåéñòâèòåëüíûé è äâà êîìïëåêñíî ✕ ñîïðÿæåííûõ êîðíÿ✳ Ïîñëå

îïðåäåëåíèÿ äåéñòâèòåëüíîãî êîðíÿ â = â4 êîýôôèöèåíò æåñòêîñòè ñìåñè îïðåäåëÿåòñÿ âûðàæå✲

íèåì✿

c = c4 =
m4E1E2A/h

m4(E1E2)− â4η1(1 + f4ξ4)
. ✭✽✮

Ïðè σ > σT óïðóãîäèññèïàòèâíûå õàðàêòåðèñòèêè ñìåñè ìîæíî íàéòè ïðèðàâíèâàÿ âûðàæå✲

íèÿ ✭✹✮ è ✭✻✮✿

c4x = AσT , â4 = Aη2/h ✭✾✮
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