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♠❡t❤♦❞ ✇✐t❤ ❛❜s♦r❜✐♥❣ ❜♦r❞❡rs✳ ❆r❡ ♦✛❡r❡❞ ❛❧❣♦r✐t❤♠ ♦❢ ❛ ♣❛r❛❧❧❡❧✐③✐♥❣ ♦❢ ♥✉♠❡r✐❝❛❧ ❝❛❧❝✉❧❛t✐♦♥s✱

❜❛s❡❞ ♦♥ t❤❡ ▼P■ t❡❝❤♥♦❧♦❣②✳ ❆♥❛❧②③❡❞ ❞❡♣❡♥❞❡♥❝❡ ♦❢ ♣❛r❛❧❧❡❧ ❛❧❣♦r✐t❤♠ ♦♥ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ❦♥♦ts ♦❢ ❛

❣r✐❞ ❛♥❞ ♣r♦❝❡ss❡s✳

❑❡②✇♦r❞s✿ ❛❝♦✉st✐❝✱ ▼P■✳

➚➢äàòïà✳ ➪➫ë æ➫ìûñ á✐ðòåêò✐ æàçû➞òû➞òà òîë➞ûíäàðäû➢ òàðàëóûí ñàíäû➞ ➸ä✐ñïåí ï✐ø✐íäå✲

óãå àðíàë→àí✳ ➷➫ìûñòà òîë➞ûíäàðäû➢ òàðàëó äèíàìèêàñûí åñåïòåóãå ïàðàëëåëüä✐ê àëãîðèò✲

ì✐ çåðòòåëãåí✳ Ñàíäû➞ ï✐ø✐íäåó øåêò✐ àéûðûìäû ➸ä✐ñïåí ïåí øà→ûëìàéòûí øåêàðàëàðìåí

íåã✐çäåëãåí✳ ▼P■ òåõíîëîãèÿñû íåã✐ç✐íäå ñàíäû➞ åñåïòåóëåðä✐ ïàðàëëåëüäåó àëãîðèòì✐ ➫ñû✲

íûëàäû✳ ➪➫ë æ➫ìûñûíäà ïàðàëëåëüä✐ àëãîðèòìí✐➢ òîðäû➢ ➦ëøåì✐ ìåí ïðîöåññòåðä✐➢ ñàíûíà

ò➸óåëä✐ë✐ã✐ çåðòòåëãåí✳

✃✐ëòò✐ê ñ➦çäåð✿ àêóñòèêà✱ ▼P■✳

➚ííîòàöèÿ✳ Ðàáîòà ïîñâÿùåíà ÷èñëåííîìó ìîäåëèðîâàíèþ ðàñïðîñòðàíåíèÿ âîëí â îäíî✲

ðîäíîé ïëîñêîñòè✳ ➶ ðàáîòå èññëåäóåòñÿ ïàðàëëåëüíûé àëãîðèòì äëÿ âû÷èñëåíèÿ äèíàìèêè

ðàñïðîñòðàíåíèÿ âîëí✳ ×èñëåííîå ìîäåëèðîâàíèå ïðîâîäèòñÿ íà îñíîâå êîíå÷íî✲ðàçíîñòíîãî

ìåòîäà ñ ïîãëîùàþùèìè ãðàíèöàìè✳ Ïðåäëàãàþòñÿ àëãîðèòì ðàñïàðàëëåëèâàíèÿ ÷èñëåííûõ

ðàñ÷åòîâ✱ íà îñíîâå òåõíîëîãèè ▼P■✳ ➶ ðàáîòå èññëåäîâàíû çàâèñèìîñòü ïàðàëëåëüíîãî àëãî✲

ðèòìà îò êîëè÷åñòâà óçëîâ ñåòêè è ïðîöåññîâ✳

✃ëþ÷åâûå ñëîâà✿ àêóñòèêà✱ ▼P■✳

➶âåäåíèå

❮àñòîÿùàÿ ðàáîòà ïîñâÿùåíà èññëåäîâàíèþ ìåòîäàìè ÷èñëåííîãî ìîäåëèðîâàíèÿ ïðîöåññîâ

ðàñïðîñòðàíåíèÿ çâóêîâûõ âîëí â îäíîðîäíûõ ïðîñòðàíñòâ✳ ➶ êà÷åñòâå áàçîâîé ñèñòåìû óðàâíå✲

íèé✱ îïèñûâàþùèõ ïðîöåññ ðàñïðîñòðàíåíèÿ çâóêîâûõ âîëí âçÿòî âîëíîâîå óðàâíåíèå✱ õîðîøî

îïèñûâàþùåå ðàñïðîñòðàíåíèå âîëí â ñðåäå✳ Ïîëó÷åííûå ãèïåðáîëè÷åñêèå óðàâíåíèÿ ðåøàþòñÿ

÷èñëåííî ñ ïðèìåíåíèåì ïàðàëëåëüíûõ âû÷èñëèòåëüíûõ êîìïëåêñîâ✳ Ðàçðàáîòàííàÿ ïàðàëëåëü✲

íàÿ ïðîãðàììà ïðåäíàçíà÷åíà äëÿ ÷èñëåííîãî ìîäåëèðîâàíèÿ ðàñïðîñòðàíåíèÿ âîëí â äâóìåðíî

îäíîðîäíûõ ìîäåëÿõ ñðåä✱ èñïîëüçóÿ êîíå÷íî ðàçíîñòíûé ìåòîä✳ ❰ñíîâíûìè öåëÿìè äàííîé ðà✲

áîòû ÿâëÿåòñÿ ðàçðàáîòêà êîìïëåêñà ïðîãðàìì äëÿ ÷èñëåííîãî ìîäåëèðîâàíèÿ ðàñïðîñòðàíåíèÿ

çâóêîâûõ âîëí îãðàíè÷åííîì ïðîñòðàíñòâå✱ à òàêæå â äåòàëüíîì èçó÷åíèè ïðîöåññîâ ðàçâèòèÿ

âîëíîâîé êàðòèíû â îäíîðîäíûõ ñëó÷àÿõ✳ ➶ ìîäåëè ðåàëèçîâàíû òî÷å÷íûå èñòî÷íèêè íà÷àëüíîãî

âîçìóùåíèÿ✳



➶û÷èñëèòåëüíûå òåõíîëîãèè ✾ ðÒ➴Õ❮➮×➴Ñ✃➮➴ ❮➚Ó✃➮

❒àòåìàòè÷åñêàÿ ìîäåëü

❒àòåìàòè÷åñêàÿ ìîäåëü ðàñïðîñòðàíåíèÿ çâóêîâûõ êîëåáàíèé â äâóìåðíîì ñëó÷àå îäíîðîä✲

íîé ñðåäå ìîæåò áûòü ïðåäñòàâëåíà â âèäå ãèïåðáîëè÷åñêîé ñèñòåìû óðàâíåíèé â ÷àñòíûõ ïðî✲

èçâîäíûõ âòîðîãî ïîðÿäêà â ôîðìå ❬✶❪

1

a2
∂2u

∂t2
=

∂2u

∂x2
+

∂2u

∂y2
+ f ✭✶✮

ãäå a−ýòî ñêîðîñòü ðàñïðîñòðàíåíèÿ çâóêà â îäíîðîäíîé ñðåäå✳ Ôóíêöèÿ f(t, x, y) â ïðàâîé

÷àñòè óðàâíåíèÿ îïèñûâàåò âîçìóùåíèå✱ ïîáóæäàþùèå àêóñòè÷åñêèå êîëåáàíèÿ â îäíîðîäíîé

ñðåäå✳ ➘ëÿ îïèñàíèÿ äèíàìèêè ðàñïðîñòðàíåíèÿ âîëí â íåêîòîðîé ñðåäå✱ èñïîëüçóåì íåîòðà✲

æàþùèå ãðàíè÷íûå óñëîâèÿ✳ ➹ðàíè÷íûå óñëîâèÿ íà ãðàíèöàõ äîëæíû îáëàäàòü ✧ïîãëîùàþùè✲

ìè✧ñâîéñòâàìè✱ ò✳å✳ òàêèìè✱ ÷òîáû ðåøåíèå ãðàíè÷íîé çàäà÷è áûëî òî÷íûì ðåøåíèåì íà÷àëüíîé

çàäà÷è✳❬✷❪ ➶ ïîëíîé ìåðå äàííûé ïîäõîä èçëîæåí â ðàáîòàõ ❬✶❪✲❬✷❪

∂u

∂x
−

∂u

∂t
= 0, x = 0 ✭✷✮

∂u

∂y
−

∂u

∂t
= 0, y = 0 ✭✸✮

∂u

∂x
+

∂u

∂t
= 0, x = 1 ✭✹✮

∂u

∂y
+

∂u

∂t
= 0, y = 1 ✭✺✮

➶ íà÷àëüíûé ìîìåíò ñèñòåìà íàõîäèòñÿ â íå âîçìóùåííîì ñîñòîÿíèè✱ ò✳å✳ íà÷àëüíîå ïîëå

áóäåò ðàâíî íóëþ✳

u(x, y, 0) = 0, ut(x, y, 0) = 0 ✭✻✮

×èñëåííûé àëãîðèòì

➶ ÷èñëåííîì ðåøåíèè ✭✶✮ äèôôåðåíöèàëüíîãî óðàâíåíèÿ èñïîëüçóåòñÿ ìåòîä êîíå÷íûõ ðàç✲

íîñòåé ñ èñïîëüçîâàíèåì ÿâíîé ñõåìû✳ ✃îíå÷íî✲ðàçíîñòíûé ìåòîä ñ ÿâíîé ñõåìîé äëÿ âîëíîâîãî

óðàâíåíèÿ èìååò ñëåäóþùèé âèä❬✹❪

un+1

ij − 2unij + un−1

ij

∆t2
= c2(

uni+1j − 2unij + uni−1j

∆x2
+

unij+1 − 2unij + unij−1

∆y2
+ f) ✭✼✮

Ðåøèâ ýòî óðàâíåíèå îòíîñèòåëüíî un+1

ij ✱ ïîëó÷èì

un+1

ij = 2unij − un−1

ij + c2∆t2(
uni+1j − 2unij + uni−1j

∆x2
+

unij+1 − 2unij + unij−1

∆y2
+ f) ✭✽✮

çäåñü n = 1, T − 1; i, j = 1, N − 1

➚ïïðîêñèìàöèÿ ãðàíè÷íûõ óñëîâèé

un+1

Nj = unNj −∆t(
unNj − unN−1j

∆x
), un+1

0j = un0j −∆t(
un1j − un0j

∆x
);un+1

iN =

= uniN −∆t(
uniN − uniN−1

∆x
), un+1

i0 = uni0 −∆t(
uni1 − uni0

∆x
)

✭✾✮
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Ïîñêîëüêó èñïîëüçóåòñÿ ÿâíàÿ ñõåìà íåîáõîäèìî óäîâëåòâîðåíèå óñëîâèå óñòîé÷èâîñòè

c
∆t

∆x
≤ 1 ✭✶✵✮

Ïðè ïàðàëëåëüíîì âû÷èñëåíèè äàííîé çàäà÷è êàæäûé ïðîöåññîð ïðîâåðÿåò ñõîäèìîñòü óðàâ✲

íåíèÿ ñëåäóþùèì îáðàçîì

∥

∥un+1
− un

∥

∥ ≤ ε ✭✶✶✮

❒åòîäèêà ðàñïàðàëëåëèâàíèÿ

Ïîñòàâëåííàÿ çàäà÷à ðåñóðñîåìêîé✱ ïîýòîìó ëîãè÷íî ïðîâîäèòü ñòîëü ìàññèâíûå âû÷èñëåíèÿ

íà ñîâðåìåííûõ ñóïåðêîìïüþòåðàõ✳ ➘ëÿ ðåàëèçàöèè îïèñàííîãî êîíå÷íîðàçíîñòíîãî ìåòîäà áûë

ðàçðàáîòàí ïàðàëëåëüíûé àëãîðèòì✱ ñïîñîá ðàñïàðàëëåëèâàíèÿ êîòîðûé áóäåò èçëîæåí äàëåå✳

➘ëÿ ñîçäàíèÿ ïàðàëëåëüíîãî âàðèàíòà àëãîðèòìà ðàññìàòðèâàëñÿ ïîäõîä äåêîìïîçèöèè îáëà✲

ñòè✳❬✺❪ ➘àííûé ïîäõîä çàêëþ÷àåòñÿ â òîì✱ ÷òî èñõîäíàÿ îáëàñòü ðàñ÷åòîâ äðîáèòñÿ íà ìåëêèå

ïîäîáëàñòè â êîëè÷åñòâå ðàâíîìó êîëè÷åñòâó âû÷èñëèòåëüíûõ óçëîâ✱ èìåþùåìóñÿ â ðàñïîðÿæå✲

íèè ïîëüçîâàòåëÿ✳ ✃àæäàÿ ïîäîáëàñòü çàêðåïëÿåòñÿ çà îòäåëüíûì ïðîöåññîðîì ìíîãîïðîöåññîð✲

íîé ñèñòåìû✳ ➶û÷èñëåíèå äèíàìèêè âîëíîâîãî ïîëÿ âêëþ÷àåò â ñåáÿ íåçàâèñèìûå âû÷èñëåíèÿ

âíóòðè ïîäîáëàñòåé è îáìåí äàííûìè ìåæäó ñîñåäíèìè ïîäîáëàñòÿìè íà ãðàíèöàõ èõ ñîïðèêîñ✲

íîâåíèÿ✳

Ðàçáèåíèå îáëàñòè âû÷èñëåíèé äîëæíî îáåñïå÷èâàòü ðàâíîìåðíóþ çàãðóçêó íåçàâèñèìûõ

ïðîöåññîðîâ è ìèíèìèçèðîâàòü îáúåì ïåðåäàâàåìîé ìåæäó íèìè èíôîðìàöèè✳❬✻❪ ➘ëÿ ýòîãî îá✲

ëàñòü âû÷èñëåíèé ðàçðåçàåòñÿ ëèíèÿìè ïî äâóì íàïðàâëåíèÿ íà ìåíüøèå ÷åòûðåõóãîëüíèêè

òàêèì îáðàçîì✱ ÷òîáû ïîëó÷åííûå ïîäîáëàñòè èìåëè áëèçêèå äðóã äðóãó ðàçìåðû✱ à ïî ôîðìå

áûëè áû áëèçêè ê êâàäðàòó✳ Ïðè òàêîì ïîäõîäå✱ êàæäûé ïðîöåññîð îáìåíèâàåòñÿ èíôîðìàöèåé

ñ ✸✲✹ ñîñåäÿìè✳

❮à ðèñ✳ ✶ ïðåäñòàâëåí ñïîñîá äåêîìïîçèöèè✱ ãäå çåëåíûì öâåòîì îáîçíà÷åíû òåíåâûå ãðàíèöû✱

êðàñíûì öâåòîì èìïîðòèðîâàííûå ýëåìåíòû✳

Ðåçóëüòàòû

➪ûëè ïðîèçâåäåíû ÷èñëåííûå ðàñ÷åòû ìîäåëèðîâàíèÿ àêóñòè÷åñêèõ êîëåáàíèé â îäíîðîäíîé

ñðåäå ñ ðàçëè÷íûì ïîëîæåíèåì èñòî÷íèêà✳ ❮à ðèñ ✷✳ îòîáðàæåíû äèíàìèêà ðàñïðîñòðàíåíèÿ

àêóñòè÷åñêèõ êîëåáàíèé èñòî÷íèêîì✱ ðàñïîëîæåííûì íà ãðàíèöå✳

Ðàñïðîñòðàíåíèå âîëí✱ êîãäà èñòî÷íèê íàõîäèòñÿ íà ñåðåäèíå ïëîñêîñòè✱ îòîáðàæåíû íà ðèñ✳

✸✳ ❮à ðèñóíêå îòîáðàæåíî êàê ðàâíîìåðíî ðàñïðîñòðàíÿþòñÿ âîëíû âî âñåõ íàïðàâëåíèÿõ è

ïîãëîùàþòñÿ íà ãðàíèöàõ✳

Ðàñïðîñòðàíåíèå âîëí ïðè íåñêîëüêèõ âîçìóùàþùèõ ñèë îòîáðàæåíû íà ðèñ✳ ✹✳ ❮à äàííûõ

êàðòèíêàõ ïîêàçàíà äèíàìèêà ðàñïðîñòðàíåíèÿ âîëí ïðè âîçìóùåíèè ïëîñêîñòè äâóìÿ èñòî÷íè✲

êàìè✳

❮èæå ïðåäñòàâëåíû çíà÷åíèÿ âðåìåíè çàòðà÷åííûå íà ðàñ÷åò çàäà÷è ñ ðàçíûìè ðàçìåðàìè

ñåòêè✳
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Ðèñóíîê ✶ Ñõåìà îðãàíèçàöèè îáìåíîâ äëÿ ✷❉ äåêîìïîçèöèè

Ðèñóíîê ✷ Ðàñïðîñòðàíåíèå âîëí ñ îäíèì èñòî÷íèêîì

➬àêëþ÷åíèå

Ðàçðàáîòàí àëãîðèòì è ñîçäàíà ïàðàëëåëüíàÿ ïðîãðàìì äëÿ ÷èñëåííîãî ìîäåëèðîâàíèÿ ðàñ✲

ïðîñòðàíåíèÿ çâóêîâûõ êîëåáàíèé â äâóìåðíûõ ìîäåëÿõ îäíîðîäíûõ ñðåä✳ Ñ ïîìîùüþ ñîçäàííîé

ïðîãðàììû ìîäåëèðîâàíèÿ✱ ïðîâåäåíû ðàñ÷åòû íà ìíîãîïðîöåññîðíûõ âû÷èñëèòåëüíûõ ñèñòå✲

ìàõ✳ Ðàçðàáîòàííûé ïàðàëëåëüíûé àëãîðèòì äëÿ ìîäåëèðîâàíèÿ âîëíîâûõ ïîëåé â äâóìåðíîì

îäíîðîäíîé ñðåäå äàåò âîçìîæíîñòü äåòàëüíî èññëåäîâàòü àêóñòè÷åñêèå ñâîéñòâà ïðîñòðàíñòâà✳
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Ðèñóíîê ✸ Ðàñïðîñòðàíåíèå âîëí ñ îäíèì èñòî÷íèêîì✱ ðàñïîëîæåííûì ïîñåðåäèíå

Ðèñóíîê ✹ Ðàñïðîñòðàíåíèå âîëí ñ äâóìÿ èñòî÷íèêàìè

Òàáëèöà ✶ Ñêîðîñòü âûïîëíåíèÿ ïàðàëëåëüíîé ïðîãðàììû äëÿ äâóìåðíîãî âîëíîâîãî óðàâíåíèÿ

◆♣r♦❝ ✴ ◆ ✶✵✵✯✶✵✵ ✷✵✵✯✷✵✵ ✺✵✵✯✺✵✵ ✶✵✵✵✯✶✵✵✵
✶ ✵✳✵✵✵✽✶✹ ✵✳✵✵✶✾✾✼ ✵✳✵✵✻✸✾ ✵✳✵✷✷✶✵✾
✷ ✵✳✵✵✶✷✹✽✺ ✵✳✵✵✶✶✺✾ ✵✳✵✵✸✻✾✶ ✵✳✵✵✽✽✸✽
✹ ✵✳✵✵✵✺✵✷ ✵✳✵✵✶✶✷✶ ✵✳✵✵✹✻✽✽ ✵✳✵✵✾✵✷✸
✽ ✵✳✵✵✵✺✽✼ ✵✳✵✵✵✾ ✵✳✵✵✸✽✷✽ ✵✳✵✶✵✵✻✼
✶✻ ✵✳✵✵✵✷✸✼ ✵✳✵✵✵✾✶✻ ✵✳✵✵✸✷✷✷ ✵✳✵✵✼✺✹✷
✷✺ ✵✳✵✵✵✹✶✵ ✵✳✵✵✵✸✸✾ ✵✳✵✵✷✷✾✶ ✵✳✵✵✹✹✺✾

Ïðè àíàëèçå ïàðàëëåëüíîãî àëãîðèòìà áûëî çàêëþ÷åíî ñëåäóþùèå ÷òî✱ ñ òå÷åíèåì óâåëè÷åíèè

êîëè÷åñòâà ïðîöåññà óâåëè÷èâàåòñÿ óñêîðåíèå✳ ➪ûëî íàáëþäåíî ÷òî íå âñåãäà óâåëè÷åíèå êîëè✲



➶û÷èñëèòåëüíûå òåõíîëîãèè ✶✸ ðÒ➴Õ❮➮×➴Ñ✃➮➴ ❮➚Ó✃➮

Ðèñóíîê ✺ ➹ðàôèê ñêîðîñòè

Òàáëèöà ✷ Ïîêàçàòåëè óñêîðåíèå ïðîöåññîðîâ

◆♣r♦❝ ✴ ◆ ✶✵✵✯✶✵✵ ✷✵✵✯✷✵✵ ✺✵✵✯✺✵✵ ✶✵✵✵✯✶✵✵✵
✶ ✶ ✷✳✹✺✸✸✶✻✾✺✸ ✼✳✽✺✵✶✷✷✽✺ ✷✼✳✶✻✵✾✸✸✻✻
✷ ✶ ✵✳✾✷✽✸✶✸✾✼✼ ✷✳✾✺✻✸✹✼✻✶✼ ✼✳✵✼✽✽✾✹✻✼✹
✹ ✶ ✷✳✷✸✸✵✻✼✼✷✾ ✾✳✸✸✽✻✹✺✹✶✽ ✶✼✳✾✼✹✶✵✸✺✾
✽ ✶ ✶✳✺✸✸✷✶✾✼✻✶ ✻✳✺✷✶✷✾✹✼✶✾ ✶✼✳✶✹✾✾✶✹✽✷
✶✻ ✶ ✸✳✽✻✹✾✼✽✾✵✸ ✶✸✳✺✾✹✾✸✻✼✶ ✸✶✳✽✷✷✼✽✹✽✶
✷✺ ✶ ✵✳✽✷✻✽✷✾✷✻✽ ✺✳✺✽✼✽✵✹✽✼✽ ✶✵✳✽✼✺✻✵✾✼✻

Ðèñóíîê ✻ ➹ðàôèê óñêîðåíèÿ

Òàáëèöà ✸ Ïîêàçàòåëè ýôôåêòèâíîñòè

◆♣r♦❝ ✴ ◆ ✶✵✵✯✶✵✵ ✷✵✵✯✷✵✵ ✺✵✵✯✺✵✵ ✶✵✵✵✯✶✵✵✵
✶ ✶ ✵✳✵✼✻✶✶✹✶✼ ✵✳✶✷✼✸✽✻✺✹✶ ✵✳✵✸✻✽✶✼✺✽✻
✷ ✵✳✺ ✵✳✺✸✽✻✶✵✽✼✶ ✵✳✶✻✾✶✷✼✻✵✽ ✵✳✵✼✵✻✸✷✹✾✻
✹ ✵✳✷✺ ✵✳✶✶✶✾✺✸✻✶✸ ✵✳✵✷✻✼✼✵✹✼✽ ✵✳✵✶✸✾✵✽✽✾✾
✽ ✵✳✶✷✺ ✵✳✵✽✶✺✷✼✼✼✽ ✵✳✵✶✾✶✻✼✾✼✸ ✵✳✵✵✼✷✽✽✻✻✻
✶✻ ✵✳✵✻✷✺ ✵✳✵✶✻✶✼✵✽✺✷ ✵✳✵✵✹✺✾✼✸ ✵✳✵✵✶✾✻✹✵✵✷
✷✺ ✵✳✵✹ ✵✳✵✹✽✸✼✼✺✽✶ ✵✳✵✵✼✶✺✽✹✹✻ ✵✳✵✵✸✻✼✼✾✺✺

÷åñòâà ïðîöåññà äàåò ýôôåêòèâíîñòü✳ Ñàìûì îïòèìàëüíûì êîëè÷åñòâîì ïðîöåññîâ îêàçàëîñü ✶✻✱

ïîñêîëüêó ïðè òàêîì çàäàííîì êîëè÷åñòâå ïðîöåññîâ íàáëþäàëîñü ìàêñèìàëüíîå çíà÷åíèå óñêî✲

ðåíèÿ✳ Ïðè ðàâíîìåðíûì ðàñïðåäåëåíèè îáëàñòè íà ïîäîáëàñòè âû÷èñëåíèÿ ïîëó÷èëèñü áîëåå

ýôôåêòèâíûìè ïî âðåìåíè✱ ÷åì ïðè íå ðàâíîìåðíîì ðàñïðåäåëåíèè✳



ðÒ➴Õ❮➮×➴Ñ✃➮➴ ❮➚Ó✃➮ ✶✹ ➶û÷èñëèòåëüíûå òåõíîëîãèè

Ðèñóíîê ✼ ➹ðàôèê ýôôåêòèâíîñòè

Ñïèñîê ëèòåðàòóðû

❬✶❪ Óðàâíåíèÿ ìàòåìàòè÷åñêîé ôèçèêè✳✴Òèõîíîâ ➚✳❮✳✱ Ñàìàðñêèé ➚✳➚✳ ❒✳✱ ✶✾✼✼✳ ✕ ✼✸✺ ñ✳

❬✷❪ ❮åîòðàæàþùèå óñëîâèÿ íà ãðàíèöàõ ðàñ÷åòíîé îáëàñòè✳✴➮ëüãàìîâ ❒✳➚✳✱ ➹èëüìàíîâ ➚✳❮✳ ❒✳✿

Ô➮➬❒➚Ò❐➮Ò✱ ✷✵✵✸✳ ✕ ✷✹✵ ñ✳

❬✸❪ ❉✳ ❆♣♣❡❧♦ ❆❜s♦r❜✐♥❣ ▲❛②❡rs ❛♥❞ ◆♦♥✲❘❡❢❡❝t✐♥❣ ❇♦✉♥❞❛r② ❈♦♥❞✐t✐♦♥s ❢♦r ❲❛✈❡ Pr♦♣❛❣❛t✐♦♥

Pr♦❜❧❡♠s ✲ ❙t♦❝❦❤♦❧♠✱ ❙✇❡❞❡♥✱ ✷✵✵✺

❬✹❪ ❒åòîäû ðåøåíèÿ ñåòî÷íûõ óðàâíåíèé✳✴Ñàìàðñêèé ➚✳➚✳✱ ❮èêîëàåâ ➴✳Ñ✳ ✕ ❒✳✿ ❮àóêà✳ ✶✾✼✽✳ ✕

✺✾✷ ñ✳

❬✺❪ Ï➚Ð➚❐❐➴❐Ü❮Û➴ ❒➴Ò❰➘Û ➘➴✃❰❒Ï❰➬➮Ö➮➮ ➶ ÏÐ❰ÑÒÐ➚❮ÑÒ➶➚Õ Ñ❐➴➘❰➶✳ ➶✳ Ï✳

➮ëüèí✱ ➘✳ ➶✳ ✃íûø ✴✴ ❒✳✿ ❒➹Ó èìåíè ❒✳➶✳❐îìîíîñîâà✱ ✷✵✶✶✳ ✕ ✶✶✵✲✶✶✾ ñ✳

❬✻❪ Ïàðàëëåëüíûå àëãîðèòìû äåêîìïîçèöèè îáëàñòè äëÿ ðåøåíèÿ ïàðàáîëè÷åñêèõ çà✲

äà÷✳✴➶àáèùåâè÷ Ï✳❮✳✱ ➬àõàðîâ Ï✳➴✳ ❒✳✱ ✷✵✶✸

Ó➘✃ ✺✶✾✳✻❀ ✺✸✷✳✺✶✼

➮ÑÑ❐➴➘❰➶➚❮➮➴ ÏÐ❰Ö➴ÑÑ➚ ➶ÛÐ❰➷➘➴❮➮ß ➮➬❰ÒÐ❰Ï❮❰➱

ÒÓÐ➪Ó❐➴❮Ò❮❰ÑÒ➮ ➶ ÑÐ➴➘➴ Ñ Ï➚ÑÑ➮➶❮❰➱ ÏÐ➮❒➴ÑÜÞ

Ó✳Ñ✳ ➚áäèáåêîâ✱ ➘✳➪✳ ➷àêåáàåâ✱ ❰✳❐✳ ✃àðóíà

✃àçàõñêèé íàöèîíàëüíûé óíèâåðñèòåò èìåíè àëü✲Ôàðàáè

❆❜str❛❝t✳ ■♥ t❤✐s ♣❛♣❡r ✇❡ ✐♥✈❡st✐❣❛t❡❞ t❤❡ ♣r♦❝❡ss ♦❢ ❞❡❣❡♥❡r❛t✐♦♥ ♦❢ ✐s♦tr♦♣✐❝ t✉r❜✉❧❡♥❝❡ ✇✐t❤

♣❛ss✐✈❡ s❝❛❧❛r ✜❡❧❞✳ ❚✉r❜✉❧❡♥t ♣r♦❝❡ss ✐s ♠♦❞❡❧❡❞ ✇✐t❤ ✜❧t❡r❡❞ ◆❛✈✐❡r✲❙t♦❦❡s ❡q✉❛t✐♦♥s ❛♥❞ ♣❛ss✐✈❡

s❝❛❧❛r tr❛♥s♣♦rt ❡q✉❛t✐♦♥✳ ❚r❛♥s♣♦rt ❡q✉❛t✐♦♥s ❝❧♦s❡❞ ✇✐t❤ t✉r❜✉❧❡♥t ✈✐s❝♦s✐t② ♠♦❞❡❧✳

❑❡②✇♦r❞s✿ ✐s♦tr♦♣✐❝ t✉r❜✉❧❡♥❝❡✱ t✉r❜✉❧❡♥t ✈✐s❝♦s✐t② ♠♦❞❡❧✳

➚➢äàòïà✳ ❰ñû æ➫ìûñòà ïàññèâ ➞îñïàñû áàð îðòàäà èçîòðîïòû òóðáóëåíòò✐ë✐êò✐➢ ➦øó ïðî✲

öåññ✐ çåðòòåëãåí✳ Òóðáóëåíòò✐ ïðîöåññ ôèëüòðëåíãåí ❮àâüå Ñòîêñ òå➢äåóëåð✐ àð➞ûëû æ➸íå

ïàññèâ ➞îñïà òàðàëó òå➢äåó✐ àð➞ûëû ï✐ø✐íäåëãåí✳ Òå➢äåóëåðä✐ ò➫éû➞òàó ➩ø✐í òóðáóëåíòò✐

ò➫ò➞ûðëû➞ ï✐ø✐í✐ ➞îëäàíûë→àí✳

✃✐ëòò✐ê ñ➦çäåð✿ èçîòðîïòû òóðáóëåíòò✐ë✐ê✱ òóðáóëåíòò✐ ò➫ò➞ûðëû➞ ìîäåë✐✳



➶û÷èñëèòåëüíûå òåõíîëîãèè ✶✺ ðÒ➴Õ❮➮×➴Ñ✃➮➴ ❮➚Ó✃➮

➚ííîòàöèÿ✳ ➶ íàñòîÿùåé ðàáîòå èññëåäóåòñÿ ïðîöåññ âûðîæäåíèÿ èçîòðîïíîé òóðáóëåíò✲

íîñòè â ñðåäå ñ ïàññèâíîé ïðèìåñüþ✳ ❒îäåëèðîâàíèå òóðáóëåíòíîãî ïðîöåññà ïðîâîäèòñÿ íà

îñíîâå îòôèëüòðîâàííîãî íåñòàöèîíàðíîãî òðåõìåðíîãî óðàâíåíèÿ ❮àâüå✲Ñòîêñà è óðàâíåíèÿ

äëÿ ïåðåíîñà ïàññèâíîé ïðèìåñè✳ ➘ëÿ çàìûêàíèÿ îñíîâíûõ óðàâíåíèé èñïîëüçóåòñÿ âÿçêîñò✲

íàÿ ìîäåëü òóðáóëåíòíîñòè✳

✃ëþ÷åâûå ñëîâà✿ èçîòðîïíàÿ òóðáóëåíòíîñòü✱ âÿçêîñòíàÿ ìîäåëü òóðáóëåíòíîñòè✳

➮ññëåäîâàíèå ïðîöåññà âûðîæäåíèÿ èçîòðîïíîé òóðáóëåíòíîñòè â ñðåäå ñ ïàññèâíîé ïðèìå✲

ñüþ èìååò áîëüøîå ïðèêëàäíîå çíà÷åíèå✳ ❮åäîñòàòî÷íîå ïîíèìàíèå ýâîëþöèè ïîëÿ ñêîðîñòåé è

ñòðóêòóðû âûðîæäåíèÿ òóðáóëåíòíîñòè â öåëîì ñóùåñòâåííî çàòðóäíÿåò ïðîöåññ ìàòåìàòè÷åñêî✲

ãî ìîäåëèðîâàíèÿ è ÷èñëåííóþ ðåàëèçàöèþ óêàçàííîãî ïðîöåññà✳ ➬íà÷èòåëüíûå òåîðåòè÷åñêèå

ýêñïåðèìåíòàëüíûå èññëåäîâàíèÿ ïîñâÿùåíû èçó÷åíèþ ïîâåäåíèÿ ïàññèâíîé ïðèìåñè â îäíîðîä✲

íîé èçîòðîïíîé òóðáóëåíòíîñòè ❬✶❪✳

❰ñíîâíîé ðÿä ýêñïåðèìåíòîâ ïî èçó÷åíèþ äâèæåíèÿ ïàññèâíîé ïðèìåñè â òóðáóëåíòîíîì ïî✲

òîêå áûëè îñóùåñòâëåíû òàêèìè ó÷åíûìè êàê ❐èí ✭▲✐♥✱ ✶✾✼✸✮✱ ❒èëëñ ✭▼✐❧❧s✱ ✶✾✺✽✮✱ Ñåðïè ✭❙❡♣r✐✱

✶✾✼✽✮✱ à òàêæå ➶àðõàâò ✭❲❛r❤❛❢t✱ ✶✾✼✽✮✱ ❐þìëåé ✭▲✉♠❧❡②✱ ✶✾✼✽✮ è äð✳ ➶ñå îíè ðàññìàòðèâàëè

äîñòàòî÷íî ìàëåíüêóþ àìïëèòóäó ïóëüñàöèé✱ ÷òî äàëî âîçìîæíîñòü ïðåíåáðå÷ü âûòàëêèâàþ✲

ùåé ñèëîé è èçìåíåíèå òåìïåðàòóðû✱ ñ òî÷êè çðåíèÿ ìàòåìàòèêè✱ ðàññìàòðèâëîñü êàê äâèæåíèå

ïàññèâíîé ïðèìåñè✳ Óñëîâèÿ✱ â êîòîðûé ïðîâîäèëèñü ýêñïåðèìåíòàëüíûå èññëåäîâàíèÿ✱ áûëè

áëèçêèìè ê îäíîðîäíîé èçîòðîïíîé òóðáóëåíòíîñòè ❬✷❪✳

❮à îñíîâå ïðÿìîãî ÷èñëåííîãî ìîäåëèðîâàíèÿ Ñ✳➹✳ ×óìàêîâ â ðàáîòå ❬✸❪ ïðîâîäèë èçó÷åíèå

îäíîðîäíîé èçîòðîïíîé òóðáóëåíòíîñòè ïðè íàëè÷èè ïàññèâíîé ïðèìåñè✳ ➮ì áûëè ïîñòðîåíû

ìîäåëè ïîäñåòî÷íîãî ìàñøòàáà✱ ïîëó÷åíî ïðèáëèæåííîå óðàâíåíèå ïåðåíîñà äëÿ ïîäñåòî÷íîãî

ìàñøòàáà✱ ïðîàíàëèçèðîâàíû ïðåäëàãàåìûå ìîäåëè✳

❒íîãî âíèìàíèÿ òóðáóëåíòíîìó ïåðåíîñó â ñðåäå ñ ïàññèâíîé ïðèìåñüþ óäåëåíî â ðàáîòå ❬✹❪✳

➮ì ïðåäëîæåíî íåÿâíîå ìîäåëèðîâàíèå ïîäñåòî÷íîãî ìàñøòàáà ✭❙●❙✮✱ êàê àäàïòèâíûé ìåòîä

ëîêàëüíîé ñâåðòêè✳

➮ñïîëüçîâàíèåì è îáîñíîâàíèåì ðàçëè÷íûõ ãèïîòåç ïîäîáèÿ äëÿ ìîäåëèðîâàíèÿ òóðáóëåíòíî✲

ãî ïåðåìåøèâàíèÿ â ñðåäå ñ ïàññèâíîé ïðèìåñüþ èññëåäîâàë ➶àíã✳ ➮ì òàêæå ïðîâåäåí ïîäðîáíûé

àíàëèç ðàçëè÷íûõ ñòàòèñòè÷åñêèõ äàííûõ äëÿ ñëó÷àÿ îäíîðîäíîé èçîòðîïíîé òóðáóëåíòíîñòè â

ñðåäå ñ ïàññèâíîé ïðèìåñüþ ❬✺❪✳

❮àñòîÿùåå èññëåäîâàíèå ïîñâÿùåíî ÷èñëåííîìó ìîäåëèðîâàíèþ ïðîöåññà òóðáóëåíòíîãî ïå✲

ðåìåøèâàíèÿ â ñðåäå ñ ïàññèâíîé ïðèìåñüþ✳ Ðåàëèçîâàí èäåàëèçèðîâàííûé ñëó÷àé✱ êîãäà îä✲

íîðîäíàÿ èçîòðîïíàÿ òóðáóëåíòíîñòü èìååò ìåñòî â ñðåäå ñ ïàññèâíîé ïðèìåñüþ✳ ➮çó÷åí ïðî✲

öåññ âûðîæäåíèÿ èçîòðîïíîé òóðáóëåíòíîñòè â ðåçóëüòàòå êîíâåêöèè ïðèìåñè✳ Ïîêàçàí ïðîöåññ

âûðîæäåíèÿ òóðáóëåíòíûõ ñòðóêòóð ïðè áîëüøèõ è ìàëûõ ÷èñëàõ P❡✱ à òàêæå âûÿâëåíû çà✲

êîíîìåðíîñòè âëèÿíèÿ ïðèìåñè â áîëüøîì äèàïàçîíå èçìåíåíèÿ ÷èñëà Ðå✳ Ïîêàçàíà äèíàìèêà

ïðîöåññà ïðè ðàçíûõ ÷èñëàõ ❋r è ❘❡✱ ÷òî òîæå îïðåäåëÿåò íîâèçíó íàñòîÿùåãî èññëåäîâàíèÿ✳

❮à âñåõ ãðàíèöàõ ðàññìàòðèâàåìîé îáëàñòè äëÿ êîìïîíåíòîâ ñêîðîñòè è êîíöåíòðàöèè ïàñ✲

ñèâíîé ïðèìåñè âûáðàíû ïåðèîäè÷åñêèå ãðàíè÷íûå óñëîâèÿ✳ ❮à÷àëüíûå çíà÷åíèÿ äëÿ êàæäîãî

êîìïîíåíòà ñêîðîñòè è êîíöåíòðàöèè çàäàþòñÿ â âèäå ôóíêöèé✱ çàâèñÿùèõ îò âîëíîâûõ ÷èñåë â

ôàçîâîì ïðîñòðàíñòâå✳ ❮à÷àëüíûå óñëîâèÿ äëÿ èçîòðîïíîé òóðáóëåíòíîñòè ðàññìîòðåíû â ðàáîòå

❬✻❪✳
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➶ ðåçóëüòàòå ðåøåíèÿ îïèñàííîé âûøå çàäà÷è✱ îïðåäåëåíû õàðàêòåðèñòèêè èçìåíåíèÿ êèíå✲

òè÷åñêîé ýíåðãèè îäíîðîäíîé òóðáóëåíòíîñòè✱ êîìïîíåíòû ñêîðîñòè ïîòîêà æèäêîñòè ñ ïàññèâ✲

íîé ïðèìåñüþ è ïðîäîëüíî✲ïîïåðå÷íûå êîððåëÿöèîííûå ôóíêöèé ïî âðåìåíè✳

Ñïèñîê ëèòåðàòóðû

❬✶❪ ➮åâëåâ ➶✳❒✳ ×èñëåííîå ìîäåëèðîâàíèå òóðáóëåíòíûõ òå÷åíèé✳ ✕ ❒✳✿ ❮àóêà✱ ✶✾✾✵✳ ✷✶✻ ❝✳

❬✷❪ ❆♥t♦♥♦♣♦✉❧♦s✲❞♦♠✐s ▼✳ ▲❛❣❡✲❡❞❞② s✐♠✉❧❛t✐♦♥ ♦❢ ❛ ♣❛ss✐✈❡ s❝❛❧❛r ✐♥ ✐s♦tr♦♣✐❝ t✉r❜✉❧❡♥❝❡ ✴✴ ❏♦✉r♥❛❧

♦❢ ❋❧✉✐❞ ▼❡❝❤❛♥✐❝s✱ ✶✾✽✶✱ ❱✳ ✶✵✹✱ ♣✳ ✺✺✲✼✾✳

❬✸❪ ❈❤✉♠❛❦♦✈✱ ❙✳●✳ ❆ ♣r✐♦r✐ st✉❞② ♦❢ s✉❜❣r✐❞✲s❝❛❧❡ ✢✉① ♦❢ ❛ ♣❛ss✐✈❡ s❝❛❧❛r ✐♥ ✐s♦tr♦♣✐❝ ❤♦♠♦❣❡♥❡♦✉s

t✉r❜✉❧❡♥❝❡ ✴✴ P❤②s✐❝❛❧ ❘❡✈✐❡✇ ❊✳✱ ✷✵✵✽✱ ❱✳ ✼✽✱ ■ss✉❡ ✸✱ ❆rt✐❝❧❡ ♥✉♠❜❡r ✵✸✻✸✶✸✳

❬✹❪ ❍✐❝❦❡❧✱ ❙✳❆ ✱ ❆❞❛♠s✱ ◆✳❆✳✱ ▼❛♥s♦✉r✱ ◆✳◆✳ ■♠♣❧✐❝✐t s✉❜❣r✐❞✲s❝❛❧❡ ♠♦❞❡❧✐♥❣ ❢♦r ❧❛r❣❡✲❡❞❞② s✐♠✉❧❛t✐♦♥

♦❢ ♣❛ss✐✈❡✲s❝❛❧❛r ♠✐①✐♥❣ ✴✴ P❤②s✐❝s ♦❢ ❋❧✉✐❞s✱ ✷✵✵✼✱ ❱✳ ✶✾✱ ■ss✉❡ ✾✱ ❆rt✐❝❧❡ ♥✉♠❜❡r ✵✾✺✶✵✷✳

❬✺❪ ❲❛♥❣✱ ▲✳✲P✳✱ ❈❤❡♥✱ ❙✳✱ ❇r❛ss❡✉r✱ ❏✳●✳ ❊①❛♠✐♥❛t✐♦♥ ♦❢ ❤②♣♦t❤❡s❡s ✐♥ t❤❡ ❑♦❧♠♦❣♦r♦✈ r❡✜♥❡❞

t✉r❜✉❧❡♥❝❡ t❤❡♦r② t❤r♦✉❣❤ ❤✐❣❤✲r❡s♦❧✉t✐♦♥ s✐♠✉❧❛t✐♦♥s✳ P❛rt ✷✳ P❛ss✐✈❡ s❝❛❧❛r ✜❡❧❞ ✴✴ ❏♦✉r♥❛❧ ♦❢

❋❧✉✐❞ ▼❡❝❤❛♥✐❝s✱ ✶✾✾✾✱ ❱✳ ✹✵✱ ♣✳ ✶✻✸✲✶✾✼✳

❬✻❪ ❆❜❞✐❜❡❦♦✈ ❯✳❙✳✱ ❩❤❛❦❡❜❛❡✈ ❉✳❇✳ ▼♦❞❡❧❧✐♥❣ ♦❢ t❤❡ ❞❡❝❛② ♦❢ ✐s♦tr♦♣✐❝ t✉r❜✉❧❡♥❝❡ ❜② t❤❡ ▲❊❙ ✴✴

❏♦✉r♥❛❧ ♦❢ P❤②s✐❝s✿ ❈♦♥❢❡r❡♥❝❡ ❙❡r✐❡s✱ ✷✵✶✶✱ ❱✳ ✸✶✽✱ ❞♦✐✿✶✵✳✶✵✽✽✴✶✼✹✷✲✻✺✾✻✴✸✶✽✴✹✴✵✹✷✵✹✷

Ó➘✃ ✺✶✾✳✻✽✹❀✺✶✾✳✻✸

×➮Ñ❐➴❮❮❰➴ ➮ÑÑ❐➴➘❰➶➚❮➮➴ ➶ß➬✃❰➹❰ ❰➪Ò➴✃➚❮➮ß

✃➶➚➘Ð➚Ò❮❰➹❰ Ö➮❐➮❮➘Ð➚ ❮➚ ❒❮❰➹❰ÏÐ❰Ö➴ÑÑ❰Ð❮ÛÕ

➶Û×➮Ñ❐➮Ò➴❐Ü❮ÛÕ Ñ➮ÑÒ➴❒➚Õ

➚✳Ó✳ ➚áäèáåêîâ✱ ✃✳✃✳ ✃àðæàóáàåâ

✃àçàõñêèé íàöèîíàëüíûé óíèâåðñèòåò èìåíè àëü✲Ôàðàáè

❆❜str❛❝t✳ ❆ ♣❛r❛❧❧❡❧ ❛❧❣♦r✐t❤♠ ❢♦r s✐♠✉❧❛t✐♦♥ ♦❢ ✢✉✐❞ ❞②♥❛♠✐❝s ✇❛s ❞❡✈❡❧♦♣❡❞✳ ◆✉♠❡r✐❝❛❧ s♦❧✉t✐♦♥

♦❢ t❤❡ ❝♦♠♣❧❡t❡ ◆❛✈✐❡r✲❙t♦❦❡s ❡q✉❛t✐♦♥s ❢♦r ❛ ♠✉❧t✐♣r♦❝❡ss♦r s②st❡♠ ✇❛s ✐♥✈❡st✐❣❛t❡❞✳ ❚❤❡ r❡s✉❧ts

♦❢ t❤❡ r❡s❡❛r❝❤ ♦♥ t❤❡ ❡✛❡❝t✐✈❡♥❡ss ♦❢ t❤❡ ♣❛r❛❧❧❡❧ ❛❧❣♦r✐t❤♠ ♦♥ ❛♥ ❡①❛♠♣❧❡ ❝❛❧❝✉❧❛t✐♦♥ ♦❢ ✈✐s❝♦✉s

✢♦✇ ❛r♦✉♥❞ ❛ sq✉❛r❡ ❝②❧✐♥❞❡r ❛r❡ ♣r❡s❡♥t❡❞✳

❑❡②✇♦r❞s✿ P❛r❛❧❧❡❧ ❛❧❣♦r✐t❤♠✱ ◆❛✈✐❡r✲❙t♦❦❡s ❡q✉❛t✐♦♥s✳

➚➢äàòïà✳ ➹èäðîäèíàìèêà åñåïòåð✐í ïàðàëëåëüäåó àëãîðèòì✐ ➞➫ðûëäû✳ ✃➦ïðîöåññîðëû åñåï✲

òåó æ➩éåñ✐íäå òîëû➞ ❮àâüå✲Ñòîêñ òå➢äåóëåð æ➩éåñ✐í ñàíäû➞ øåø✐ì✐ ➞àðàñòûðûëäû✳ Ò➫ò➞ûð✲

ëû ñ➫éû➞òû➢ êâàäðàò öåëèíä✐ð✐í îð→ûï ➦òó ñàíäû➞ øåøó ìûñàëû àð➞àñûíäà ïàðàëëåëüä✐

àëãîðèòìí✐➢ òè✐ìä✐ë✐ã✐ çåðòåëä✐✳

✃✐ëòò✐ê ñ➦çäåð✿ Ïàðàëëåëüä✐ àëãîðèòì✱ ❮àâüå✲Ñòîêñ òå➢äåóëåð æ➩éåñ✐✳
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➚ííîòàöèÿ✳ Ðàçðàáîòàí ïàðàëëåëüíûé àëãîðèòì ìîäåëèðîâàíèÿ çàäà÷ ãèäðîäèíàìèêè✳ Ðàñ✲

ñìàòðèâàåòñÿ ÷èñëåííîå ðåøåíèå ïîëíîé ñèñòåìû óðàâíåíèé ❮àâüå✲Ñòîêñà äëÿ ìíîãîïðîöåñ✲

ñîðíîé âû÷èñëèòåëüíîé ñèñòåìû✳ Ïðåäñòàâëåíû ðåçóëüòàòû èññëåäîâàíèÿ ýôôåêòèâíîñòè ïà✲

ðàëëåëüíîãî àëãîðèòìà íà ïðèìåðå ðàñ÷åòîâ âÿçêîãî îáòåêàíèÿ êâàäðàòíîãî öèëèíäðà✳

✃ëþ÷åâûå ñëîâà✿ ïàðàëëåëüíûé àëãîðèòì✱ óðàâíåíèÿ ❮àâüå✲Ñòîêñà✳

➶âåäåíèå

➪ûñòðûé ðîñò ïðîèçâîäèòåëüíîñòè ìíîãîïðîöåññîðíûõ âû÷èñëèòåëüíûõ ñèñòåì ïðèâåë ê íî✲

âîìó ýòàïó ðàçâèòèÿ âû÷èñëèòåëüíîãî ýêñïåðèìåíòà✱ à òàêæå ê ïðîáëåìå ïåðåõîäà íà ìíîãîïðî✲

öåññîðíûå ñèñòåìû✳ Ýòîò ïåðåõîä ñâÿçàí ñ àäàïòàöèåé ñóùåñòâóþùèõ àëãîðèòìîâ è ïîñëåäîâà✲

òåëüíûõ êîìïëåêñîâ ïðîãðàìì✱ ðàññ÷èòàííûõ íà îäíîïðîöåññîðíûé ðåæèì ðàáîòû✱ ê ïàðàëëåëü✲

íûì âû÷èñëåíèÿì✱ ÷òî ÿâëÿåòñÿ äîñòàòî÷íî ñëîæíîé çàäà÷åé äëÿ ìíîãîïðîöåññîðíûõ ñèñòåì â

öåëîì✱ à äëÿ ñèñòåì ñ ðàñïðåäåëåííîé ïàìÿòüþ â îñîáåííîñòè ❬✶✱ ✷❪✳ ✃ ïðèìåðó✱ îäíîé èç ïðî✲

áëåì ÿâëÿåòñÿ áàëàíñèðîâêà çàãðóçêè✱ òî åñòü îáåñïå÷åíèå ðàâíîìåðíîé çàãðóçêè ïðîöåññîðîâ

ïðè ïàðàëëåëüíûõ âû÷èñëåíèÿõ ❬✸❪✱ à òàêæå ìèíèìèçàöèÿ ìåæïðîöåññîðíîãî îáìåíà äàííûìè✱

÷òî îñîáåííî ñëîæíî â ñëó÷àå èñïîëüçîâàíèÿ íåñòðóêòóðèðîâàííûõ ñåòîê è îáøèðíûõ ïðîñòðàí✲

ñòâåííûõ øàáëîíîâ ❬✹❪✳ ❒åòîä ãåîìåòðè÷åñêîãî ïàðàëëåëèçìà✱ íàèáîëåå øèðîêî ïðèìåíÿåìûé â

çàäà÷àõ ïàðàëëåëüíîé âû÷èñëèòåëüíîé äèíàìèêè æèäêîñòè✱ ïðåäïîëàãàåò ðàçáèåíèå ðàñ÷åòíîé

îáëàñòè íà ìíîæåñòâî ïîäîáëàñòåé✱ ñîîòâåòñòâóþùèõ ïðîöåññîðàì✳ ✃àæäûé ïðîöåññîð ïðîèçâî✲

äèò âû÷èñëåíèÿ äëÿ ïîëó÷åíèÿ ðåøåíèÿ íà óçëàõ ñâîåé ïîäîáëàñòè✳ ➶ ýòîì ñëó÷àå òðåáóåòñÿ ìè✲

íèìèçèðîâàòü îáúåì îáìåíà äàííûìè è â òîæå âðåìÿ êàê ìîæíî áîëåå ðàâíîìåðíî ðàñïðåäåëèòü

âû÷èñëåíèÿ ìåæäó ïðîöåññîðàìè✱ ÷òîáû ìàêñèìàëüíî ñîêðàòèòü âðåìÿ âû÷èñëåíèé✳ Ñóùåñòâóåò

ìíîæåñòâî ïîñëåäîâàòåëüíûõ êîìïëåêñîâ ïðîãðàìì✱ îñíîâàííûõ íà ÿâíûõ ÷èñëåííûõ ìåòîäàõ è

ðåàëèçóþùèõ ýôôåêòèâíûå ÷èñëåííûå àëãîðèòìû✱ ïðîøåäøèõ âåðèôèêàöèþ✱ íî óñòàðåâøèõ è

íåïðèìåíèìûõ ê àêòóàëüíûì ñîâðåìåííûì çàäà÷àì èç✲çà îãðàíè÷åíèé ïðîèçâîäèòåëüíîñòè îä✲

íîãî ïðîöåññîðà✳ Ïðè ýòîì✱ íà ðàçðàáîòêó ïîäîáíûõ êîìïëåêñîâ ïðîãðàìì â ñâîå âðåìÿ áûëî

çàòðà÷åíî ìíîæåñòâî ðåñóðñîâ✱ è áûëî áû íåðàöèîíàëüíî ïðîñòî îòêàçûâàòüñÿ îò èõ èñïîëüçî✲

âàíèÿ✳ Òàêèì îáðàçîì✱ âîçíèêàåò ïðîáëåìà ýôôåêòèâíîãî ðàñïàðàëëåëèâàíèÿ ñóùåñòâóþùåãî

ïîñëåäîâàòåëüíîãî êîäà✱ ðàçðàáîòàííîãî áåç ó÷åòà ñïåöèôèêè ïàðàëëåëüíûõ âû÷èñëåíèé✳ Ïðè

ýòîì✱ ïîä ýôôåêòèâíîñòüþ ðàñïàðàëëåëèâàíèÿ ïîíèìàåòñÿ íå òîëüêî ýôôåêòèâíîñòü âû÷èñëå✲

íèé✱ íî è ìèíèìèçàöèÿ òðóäîçàòðàò íà ðàçðàáîòêó ïàðàëëåëüíîé âåðñèè✳

Ïîñòàíîâêà çàäà÷è

➮ññëåäîâàíèå âÿçêîãî îáòåêàíèÿ ïðÿìîóãîëüíîãî öèëèíäðà îñóùåñòâëÿåòñÿ â ïðÿìîóãîëüíîé

îáëàñòè èçîáðàæåííîé íà ðèñ✳ ✶✳ ➶ êà÷åñòâå íà÷àëüíîãî ðàñïðåäåëåíèÿ ïîëÿ ñêîðîñòè âçÿòî íå

âîçìóùåííîå ñîñòîÿíèå✱ ãäå êîìïîíåíòû ñêîðîñòè ðàâíû íóëþ✳ ❒îäåëèðîâàíèå íåñòàöèîíàðíîãî

äâèæåíèÿ íåñæèìàåìîé ñðåäû îñóùåñòâëÿåòñÿ íà îñíîâå ñèñòåìû îáåçðàçìåðåííûõ óðàâíåíèé

❮àâüå✲Ñòîêñà✱ çàïèñàííûõ â äåêàðòîâîé ñèñòåìå êîîðäèíàò✿

∂ui

∂t
+ uj

∂ui

∂xj
= −

1

ρ

∂p

∂xi
+ ν

∂2ui

∂2xj
✭✶✮
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Ðèñóíîê ✶ Ñõåìà ðàñ÷åòíîé îáëàñòè

∂ui

∂xi
= 0 ✭✷✮

ãäå èñïîëüçóòñÿ ïðàâèëî ñóììèðîâàíèÿ ïî ïîâòîðÿþùèìñÿ èíäåêñàì✳

❮à ñòåíêàõ ïàðàëëåëüíûõ íàïðàâëåíèþ îñè ❖❳ èñïîëüçóåòñÿ óñëîâèÿ ïðèëèïàíèÿ äëÿ êîìïî✲

íåíò ñêîðîñòè✳ ➘âèæåíèÿ ïîòîêà ïàðàëëåëüíî íàïðàâëåíèþ îñè ❰Õ✳ Ñêîðîñòü íà âõîäå çàäàíà è

ðàâíà u0✳ ❮à âûõîäå äëÿ ñêîðîñòè ñòàâèòüñÿ óñëîâèÿ ❮åéìàíà✳ ➚ïðîêñèìàöèÿ ïðîèçâîäèòüñÿ íà

ðàíîìåðíîé✱ ðàçíåñåííîé ñåòêå✱ ñîñòîÿùåé èç êóáè÷åñêèõ ÿ÷ååê✳

➚ëãîðèòì ðåøåíèÿ

➘ëÿ ÷èñëåííîãî ðåøåíèÿ ñèñòåìû ✭✶✮✲✭✷✮ èñïîëüçóåòñÿ ñõåìà ðàñùåïëåíèÿ ïî ôèçè÷åñêèì

ïàðàìåòðàì✿
u∗ − un

τ
= −(un∇)u∗ + ν∆u∗ ✭✸✮

∆p =
∇u∗

τ
✭✹✮

un+1 − u∗

τ
= −∇p ✭✺✮

Ïðåäëàãàåòñÿ ñëåäóþùàÿ ôèçè÷åñêàÿ èíòåðïðåòàöèÿ ïðèâåäåííîé ñõåìû ðàñùåïëåíèÿ✳ ❮à ïåð✲

âîì ýòàïå ✭✻✮ ïðåäïîëàãàåòñÿ✱ ÷òî ïåðåíîñ êîëè÷åñòâà äâèæåíèÿ îñóùåñòâëÿåòñÿ òîëüêî çà ñ÷åò

êîíâåêöèè è äèôôóçèè✳ Ïðîìåæóòî÷íîå ïîëå ñêîðîñòè íàõîäèòñÿ ñ èñïîëüçîâàíèåì ìåòîäà äðîá✲

íûõ øàãîâ❬✺❪✿
fn+ 1

3 − fn

τ
=

1

2
Λ1f

n+ 1

3 +
1

2
Λ1f

n + Λ2f
n + Λ3f

n ✭✻✮

fn+ 2

3 − fn+ 1

3

τ
=

1

2
Λ2f

n+ 2

3 −
1

2
Λ2f

n ✭✼✮

f∗ − fn+ 2

3

τ
=

1

2
Λ3f

∗
−

1

2
Λ3f

n ✭✽✮

ãäå îïåðàòîðû çàïèñûâàþòñÿ â ñëåäóþùåì ââèäå✿

Λ1f = −un1
∂f

∂x1
+

1

Re

∂2f

∂x2
1

✭✾✮
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Λ2f = −un2
∂f

∂x2
+

1

Re

∂2f

∂x2
2

✭✶✵✮

Λ3f = −un3
∂f

∂x3
+

1

Re

∂2f

∂x2
3

✭✶✶✮

ãäå f = ui, i = 1, 2, 3.

❮à ñëåäóþùåì ýòàïå ïîëó÷åííîå ïðîìåæóòî÷íîå ïîëå ñêîðîñòè èñïîëüçóåòñÿ äëÿ íàõîæäåíèÿ

ïîëÿ äàâëåíèÿ✳ ➮ íà ïîñëåäíåì ýòàïå òî÷íîå âûðàæåíèå äëÿ íîâîãî ïîëÿ ñêîðîñòåé ïîëó÷àåì çà

ñ÷åò äîáàâëåíèÿ ê ïðîìåæóòî÷íîìó ïîëþ ÷ëåíà✱ ñîîòâåòñâóþùåãî ãðàäèåíòó äàâëåíèÿ✿

un+1

i = u∗i − τ
∂p

∂xi
✭✶✷✮

ãäå i = 1, 2, 3.

Ïîäñòàâëÿÿ äàííûå çàìåíû â óðàâíåíèÿ íåðàçðûâíîñòè è ïðîâåäÿ ïðåîáðàçîâàíèÿ✱ ïîëó÷èì óðàâ✲

íåíèå Ïóàññîíà äëÿ ïîëÿ äàâëåíèÿ✳

∂2p

∂2x1
+

∂2p

∂2x2
+

∂2p

∂2x3
=

1

τ
(
∂u∗1
∂x1

+
∂u∗2
∂x2

+
∂u∗3
∂x3

) ✭✶✸✮

Ïîñêîëüêó ðàñ÷åòíàÿ âçÿòà ñåòêà ðàâíîìåðíàÿ✱ è ÿ÷åéêè ïðåäñòàâëÿþò ñîáîé êóá ∆x = ∆y =

∆z = h✱ ìîæíî ✭✶✸✮ çàïèñàòü â âèäå ðàçðåæåííîé ñèñòåìû ëèíåéíûõ àëãåáðàé÷åñêèõ óðàâíåíèè✿

Ap = ∆h2F ✭✶✹✮

ãäå

A = (B ⊗ I ⊗ I + I ⊗B ⊗ I + I ⊗ I ⊗B) ✭✶✺✮

B =













−2 1 0 0 . . .

1 −2 1 0 . . .

0 1 −2 1 . . .
✳✳✳

✳✳✳
✳✳✳

✳✳✳
✳ ✳ ✳













I− åäèíè÷íàÿ ìàòðèöà✳

Ïàðàëëåëüíûé àëãîðèòì

➘ëÿ íàõîæäåíèÿ ïðîìåæóòî÷íîãî ïîëÿ ñêîðîñòè✱ êàæäûé êîìïîíåíò ñêîðîñòè ïî ñå÷åíèÿì

ïåðïåíäèêóëÿðíî îñè ③ ðàçáèâàåòñÿ íà ðàçíûå ïðîöåññîðû✳ Ïðè íàõîæäåíèé êîìïîíåíòà ñêîðî✲

ñòè u
1

3 , v
1

3 , w
1

3 ïðîèçâîäèòüñÿ ïðîãîíêà âäîëü íàïðàâëåíèÿ îñè OX✳ Ïðè íàõîæäåíèé êîìïîíåíò

ñêîðîñòè u
2

3 , v
2

3 , w
2

3 ïðîèçâîäèòüñÿ ïðîãîíêà âäîëü íàïðàâëåíèÿ îñè OY ✳ Ïðè íàõîæäåíèè êîìïî✲

íåíò ñêîðîñòè u∗, v∗, w∗✱ êàê ïîêàçàíî íà ðèñ✳ ✷ ðàçáèâàåì êàæäîå ñå÷åíèå âäîëü îñè OX íà áëîêè

ðàâíûå êîëè÷åñòâó ïðîöåññîðîâ è ïåðåñûëàåì ñîîòâåòñóþùåìó ïðîöåññîðó✳ ➶ ðåçóëüòàòå êàæäûé

ïðîöåññîð ïîëó÷èòü ñå÷åíèÿ âäîëü íàïðàâëåíèÿ îñè OZ✱ ÷òî äàåò íàì âîçìîæíîñòü ïðèìåíèòü

ïðîãîíêó✳

➘ëÿ ðåøåíèÿ ñèñòåìû ✭✶✹✮ èñïîëüçóåì ▲❯ ðàçëîæåíèå✿

Ap = ∆h2F = LUp = ∆h2F ✭✶✻✮
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Ðèñóíîê ✷ Ñõåìà àëãîðèòìà ðàñïàðàëëåëèâàíèÿ

Ðèñóíîê ✸ Ñõåìà ïåðåññûëêè áëîêîâ

Ly = ∆h2F ✭✶✼✮

Ux = y ✭✶✽✮

Ïðåæäå âñåãî✱ â ñàìîì íà÷àëå èòåðàöèè íåîáõîäèìî âûáðàòü âåäóùóþ ñòðîêó✱ êîòîðàÿ ïðè èñ✲

ïîëüçîâàíèè ìåòîäà ãëàâíûõ ýëåìåíòîâ îïðåäåëÿåòñÿ ïîèñêîì ñòðîêè ñ íàèáîëüøèì ïî àáñîëþò✲

íîé âåëè÷èíå çíà÷åíèåì ñðåäè ýëåìåíòîâ ñòîëáöà ✐✱ ñîîòâåòñòâóþùåãî èñêëþ÷àåìîé ïåðåìåííîé

xi✳ ➬íàÿ âåäóùóþ ñòðîêó✱ ïîäçàäà÷è âûïîëíÿþò âû÷èòàíèå ñòðîê✱ îáåñïå÷èâàÿ òåì ñàìûì èñ✲

êëþ÷åíèå ñîîòâåòñòâóþùåé íåèçâåñòíîé xi✳ Ïðè âûïîëíåíèè îáðàòíîãî õîäà ìåòîäà ▲✉ ïîäçà✲

äà÷è âûïîëíÿþò íåîáõîäèìûå âû÷èñëåíèÿ äëÿ íàõîæäåíèÿ çíà÷åíèÿ íåèçâåñòíûõ✳ ✃àê òîëüêî

êàêàÿ✲ëèáî ïîäçàäà÷à ✐✱ ✶❁✐❁♥✱ îïðåäåëÿåò çíà÷åíèå ñâîåé ïåðåìåííîé xi✱ ýòî çíà÷åíèå äîëæíî

áûòü èñïîëüçîâàíî âñåìè ïîäçàäà÷àì ñ íîìåðàìè ❦✱ ❦❁✐✿ ïîäçàäà÷è ïîäñòàâëÿþò ïîëó÷åííîå çíà✲

÷åíèå íîâîé íåèçâåñòíîé è âûïîëíÿþò êîððåêòèðîâêó çíà÷åíèé äëÿ ýëåìåíòîâ âåêòîðà ñòîÿùåé

â ïðàâîé ÷àñòè✳

➶ûäåëåííûå áàçîâûå ïîäçàäà÷è õàðàêòåðèçóþòñÿ îäèíàêîâîé âû÷èñëèòåëüíîé òðóäîåìêî✲

ñòüþ✳ ❰äíàêî ðàçìåð ìàòðèöû✱ îïèñûâàþùåé ñèñòåìó ëèíåéíûõ óðàâíåíèé✱ ÿâëÿåòñÿ ñóùåñòâåí✲

íî áîëüøèì✱ ÷åì ÷èñëî ïîòîêîâ â ïðîãðàììå ✭ò✳å✳✱♥➽♣✮✱ è áàçîâûå ïîäçàäà÷è ìîæíî óêðóïíèòü✱

îáúåäèíèâ â ðàìêàõ îäíîé ïîäçàäà÷è íåñêîëüêî ñòðîê ìàòðèöû✳ Ïðè ýòîì ïðèìåíåíèå ïîñëåäî✲

âàòåëüíîé ñõåìû ðàçäåëåíèÿ äàííûõ äëÿ ïàðàëëåëüíîãî ðåøåíèÿ ñèñòåì ëèíåéíûõ óðàâíåíèé

ïðèâåäåò ê íåðàâíîìåðíîé âû÷èñëèòåëüíîé íàãðóçêå ìåæäó ïîòîêàìè✿ ïî ìåðå èñêëþ÷åíèÿ ✭íà
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ïðÿìîì õîäå✮ èëè îïðåäåëåíèÿ ✭íà îáðàòíîì õîäå✮ íåèçâåñòíûõ â ìåòîäå ▲✉ ôàêòîðèçàöèè äëÿ

áîëüøåé ÷àñòè ïîòîêîâ âñå íåîáõîäèìûå âû÷èñëåíèÿ áóäóò çàâåðøåíû è îíè îêàæóòñÿ ïðîñòàè✲

âàþùèìè✳ ➶îçìîæíîå ðåøåíèå ïðîáëåìû áàëàíñèðîâêè âû÷èñëåíèé ìîæåò ñîñòîÿòü â èñïîëüçî✲

âàíèè ëåíòî÷íîé öèêëè÷åñêîé ñõåìû äëÿ ðàñïðåäåëåíèÿ äàííûõ ìåæäó óêðóïíåííûìè ïîäçàäà✲

÷àìè✳ ➶ ýòîì ñëó÷àå ìàòðèöà ❆ äåëèòñÿ íà íàáîðû ✭ïîëîñû✮ ñòðîê✳

Ðèñóíîê ✹ Ñõåìà ïàðàëëåëüíîãî àëãîðèòìà ▲❯ ôàêòîðèçàöèè

Ðåçóëüòàòû

➶ ðåçóëüòàòå èñïîëüçîâàíèÿ ïàðàëëåëüíîãî àëãîðèòìà ÷èñëåííîãî ðåøåíèÿ ñèñòåìû óðàâíå✲

íèè ❮àâüå✲Ñòîêñà ïîëó÷åíû äèíàìèêà ïîëÿ ñêîðîñòè ïðè ÷èñëå Ðåéíîëüäñà ðàâíîì ✺✵✵ ✭ðèñ✳ ✺✮✳

Ðèñóíîê ✺ ❒îäóëü ñêîðîñòè â ïëîñêîñòè ❳♦❨ â ìîìåíò âðåìåíè t❂✶✳✵✷✾

Ðèñóíîê ✻ Ñêîðîñòü âû÷èñëåíèè â çàâèñèìîñòè îò èñïîëüçóåìûõ ïðîöåññîðîâ äëÿ ðàçëè÷íûõ
ðàçìåðíîñòåé

✃àê âèäíî èç ðèñ✳ ✻ ñêîðîñòè âû÷èñëåíèè✱ ñ óâåëè÷åíèåì ðàñ÷åòíûõ òî÷åê✱ âðåìÿ ðàñ÷å✲

òà çíà÷èòåëüíî óâåëè÷èâàåòñÿ✳ ❮î ñ óâåëè÷åíèåì êîëè÷åñòâà èñïîëüçóåìûõ ïðîöåññîðîâ✱ âðåìÿ
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Òàáëèöà ✶ Ñêîðîñòü âû÷èñëåíèè â çàâèñèìîñòè îò èñïîëüçóåìûõ ïðîöåññîðîâ äëÿ ðàçëè÷íûõ
ðàçìåðíîñòåé

◆ ✴ ◆♣r♦❝ ◆♣❂✹ ◆♣❂✼ ◆♣❂✶✵ ◆♣❂✶✸ ◆♣❂✶✻ ◆P❂✶✾ ◆♣❂✷✷ ◆♣❂✷✺
◆❂✺✵ ✷✸✱✽✷ ✷✵✱✶✵ ✶✻✱✼✻ ✶✻✱✾✺ ✶✺✱✺✸ ✶✼✱✶✺ ✶✻✱✽✷ ✶✺✱✸✾
◆❂✻✵ ✻✽✱✻✸ ✺✹✱✾✹ ✺✶✱✽✼ ✸✾✱✼✷ ✸✹✱✵✾ ✸✼✱✾✽ ✹✷✱✽✼ ✸✾✱✻✶
◆❂✼✵ ✶✼✼✱✽✵ ✶✷✵✱✹✸ ✶✷✶✱✹✸ ✽✼✱✹✻ ✼✾✱✻✻ ✽✵✱✼✽ ✼✼✱✶✽ ✼✾✱✸✾

çàòðà÷èâàåìîå íà âû÷èñëåíèÿ ñîêðîùàåòñÿ✳ ➘ëÿ ðàçìåðíîñòè ✼✵õ✼✵õ✼✵ äîñòàòî÷íî èñïîëüçîâà✲

íèÿ ✶✻ ïðîöåññîðîâ✳ ➶ äàëüíåéùåì ñ óâåëè÷åíèåì èñïîëüçóåìûõ ïðîöåññîðîâ âðåìÿ ðàñ÷åòà íå

óìåíüøàåòñÿ✳ Ýòî ñâÿçàíî óâåëè÷åíèåì íàãðóçêè íà ñåòü✱ è áîëüøóþ ÷àñòü âðåìåíè ïðîöåññîðû

îæèäàþò✳

Ñïèñîê ëèòåðàòóðû

❬✶❪ Ïàðàëëåëèçì â àëãîðèòìàõ è ïðîãðàììàõ✳ ➶✳➶✳ ➶îåâîäèí ✴✴ ➶û÷èñëèòåëüíûå ïðîöåññû è

ñèñòåìû✳ ➶ûïóñê ✶✵✳ ✴ Ïîä ðåä✳ ➹✳➮✳ ❒àð÷óêà✳ ❒✳✿ Ôèçìàòëèò✳✱ ✶✾✾✸✳

❬✷❪ Ïðîãðàììèðîâàíèå íà ïàðàëëåëüíûõ âû÷èñëèòåëüíûõ ñèñòåìàõ✿ Ïåð✳ ñ àíãë✳ ➚êñåëðîä Ò✳✱

➪åêêåðìàí ❒✳ è äð✳✴ Ïîä ðåä✳ Ð✳ ➪ýááà ■■✳ ❒✳✿ ❒èð✱ ✶✾✾✶✳

❬✸❪ Ïðîáëåìû ýôôåêòèâíîãî èñïîëüçîâàíèÿ ìíîãîïðîöåññîðíûõ âû÷èñëèòåëüíûõ ñèñòåì✳ ➪✳❮✳

×åòâåðóøêèí ✴✴ ➮íôîðìàöèîííûå òåõíîëîãèè è âû÷èñëèòåëüíûå ñèñòåìû✳ ✲ ➑✷ ñ✳ ✷✷✕✸✹✱

✷✵✵✵✳

❬✹❪ ▼❡s❤ P❛rt✐t✐♦♥✐♥❣ ❛♥❞ ▲♦❛❞ ❇❛❧❛♥❝✐♥❣ ❢♦r ❉✐str✐❜✉t❡❞ ▼❡♠♦r② P❛r❛❧❧❡❧ ❙②st❡♠s✳ ✴ ❈✳ ❲❛❧s❤❛✇✱

▼✳ ❈r♦ss✱ ▼✳●✳ ❊✈❡r❡tt✳ ■♥ ❇✳❍✳❱✳ ❚♦♣♣✐♥❣✱ ❡❞✐t♦r✱ ❆❞✈❛♥❝❡s ✐♥ ❈♦♠♣✉t❛t✐♦♥❛❧ ▼❡❝❤❛♥✐❝s ❢♦r

P❛r❛❧❧❡❧ ❛♥❞ ❉✐str✐❜✉t❡❞ Pr♦❝❡ss✐♥❣✱ ♣♣✳✾✼✲✶✵✹✳ ❙❛①❡✲❈♦❜✉r❣ P✉❜❧✐❝❛t✐♦♥s✱ ❊❞✐♥❜✉r❣❤✱ ✶✾✾✼✳

❬✺❪ ❒åòîä äðîáíûõ øàãîâ ðåøåíèÿ ìíîãîìåðíûõ çàäà÷ ìàòåìàòè÷åñêîé ôèçèêè✳✴❮✳❮✳ ßíåíêî✳

❮îâîñèáèðñê✿ ❮àóêà✱ ✶✾✻✼✳ ✕ ✶✾✻ ñ✳

Ó➘✃ ✻✷✶✳✵✶

❑■◆❊▼❆❚■❈ ❆◆❉ ❑■◆❊❚❖❙❚❆❚■❈ ❘❊❙❊❆❘❈❍ ❚❍❊ ▼❊❈❍❆◆■❙▼ ❖❋

❚❍❊ ✹th ❈▲❆❙❙ ■◆ ❚❍❊ ▼❆P▲❊

❆✳ ❊✳ ❆❜❞✉r❛✐♠♦✈✱ ❨✳ ▼✳ ❉r❛❦✉♥♦✈✱ ❚✳ ❆✳ ❩♠❡✐❦♦✈❛

❆❧✲❋❛r❛❜✐ ❑❛③❛❦❤ ◆❛t✐♦♥❛❧ ✉♥✐✈❡rs✐t②

❆❜str❛❝t✳ ■♥ t❤✐s ♣❛♣❡r ✇❡ ❝♦♥s✐❞❡r t❤❡ ✈❡❝t♦r ♠❡t❤♦❞ ♦❢ s♦❧✈✐♥❣ ♦♥❡ ♦❢ t❤❡ ♠♦st ✐♠♣♦rt❛♥t t❛s❦s

♦❢ t❤❡ ❞②♥❛♠✐❝ ❛♥❛❧②s✐s ♦❢ t❤❡ ♠❡❝❤❛♥✐s♠ ✹th ❝❧❛ss ✲ ❦✐♥❡t♦st❛t✐❝ ❛♥❛❧②s✐s✱ ✇❤✐❝❤ ✐s t♦ ❞❡t❡r♠✐♥❡ t❤❡

r❡❛❝t✐♦♥s ✐♥ t❤❡ ❦✐♥❡♠❛t✐❝ ♣❛✐rs ❛♥❞ t❤❡ ❜❛❧❛♥❝✐♥❣ ♣♦✐♥t✳ ❲❡ ❛❧s♦ ❝♦♥s✐❞❡r t❤❡ ❦✐♥❡♠❛t✐❝ ❛♥❛❧②s✐s

♦❢ t❤❡ ❣✐✈❡♥ ♠❡❝❤❛♥✐s♠ ❜② ✈❡❝t♦r ♠❡t❤♦❞✳ ❚❤❡ s♦❧✉t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❣✐✈❡♥ ♣r♦❜❧❡♠ ✐♥ t❤❡ s②st❡♠ ✐s ❢✉❧❧②

❛✉t♦♠❛t❡❞ ❜② ❛♥❛❧②t✐❝❛❧ ❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥s ▼❛♣❧❡✳

❑❡②✇♦r❞s✿ ❦✐♥❡♠❛t✐❝✱ ❦✐♥❡t♦st❛t✐❝✱ ♠❡❝❤❛♥✐s♠✱ ▼❛♣❧❡✳



➶û÷èñëèòåëüíûå òåõíîëîãèè ✷✸ ðÒ➴Õ❮➮×➴Ñ✃➮➴ ❮➚Ó✃➮

➚ííîòàöèÿ✳ ➶ äàííîé ðàáîòå ðàññìîòðåí âåêòîðíûé ìåòîä ðåøåíèÿ îäíîé èç âàæíûõ çàäà÷

äèíàìè÷åñêîãî àíàëèçà ìåõàíèçìà ✹✲ãî êëàññà ✕ êèíåòîñòàòè÷åñêîãî àíàëèçà✱ êîòîðûé çàêëþ✲

÷àåòñÿ â îïðåäåëåíèè ðåàêöèé â êèíåìàòè÷åñêèõ ïàðàõ è óðàâíîâåøèâàþùåãî ìîìåíòà✳ Òàêæå

ðàññìàòðèâàåòñÿ êèíåìàòè÷åñêèé àíàëèçìåõàíèçìà ✹✲ãî êëàññà âåêòîðíûì ìåòîäîì✳ Ðåøåíèå

äàííîé çàäà÷è ïîëíîñòüþ àâòîìàòèçèðîâàíî â ñèñòåìå àíàëèòè÷åñêèõ âû÷èñëåíèé ▼❛♣❧❡✳

✃ëþ÷åâûå ñëîâà✿ êèíåìàòèêà✱ êèíåòîñòàòèêà✱ ìåõàíèçì✱ ▼❛♣❧❡✳

❚❤❡ ❦✐♥❡♠❛t✐❝ r❡s❡❛r❝❤ ♦❢ t❤❡ ♠❡❝❤❛♥✐s♠ ❛❧❧♦✇s ②♦✉ t♦ ✜♥❞ t❤❡ ❦✐♥❡♠❛t✐❝ ♣❛r❛♠❡t❡rs ♦❢ t❤❡ ❞❡s✐r❡❞

♠❡❝❤❛♥✐s♠✱ ✐♥ t❤✐s ❝❛s❡ ✇❡ ❝♦♥s✐❞❡r t❤❡ ♠❡❝❤❛♥✐s♠ ♦❢ ❤✐❣❤ ❝❧❛ss✱ t❤❡ ♠❡❝❤❛♥✐s♠ ♦❢ t❤❡ ✹t❤ ❝❧❛ss ❬✶❪✳

❋✐❣✉r❡ ✶ ❚❤❡ ♠❡❝❤❛♥✐s♠ ♦❢ ✹th ❝❧❛ss

Pr♦❥❡❝t✐♥❣ t❤❡ t✇♦ ✈❡❝t♦r ❡q✉❛t✐♦♥s ♦❢ t❤❡ ❝❧♦s❡❞ ❝♦♥t♦✉rs✿

{

−→a0 +
−→a1 +

−→a2 = −→rD +
−→
b3

−→a0 +
−→
b1 +−→a4 = −→rD +−→a3

✭✶✮

♦♥ ❛①✐s x❛♥❞ y✱ ♦❜t❛✐♥ ❢♦✉r s❝❛❧❛r ❡q✉❛t✐♦♥s✿






















a0 cos q + a1 cos γ1 + a4 cos γ4 = XB + a2 cos γ2

a0 sin q + a1 sin γ1 + a4 sin γ4 = YB + a2 sin γ2

a0 cos q + a1 cos γ1 + b4 cos(γ4 + α4) = XC + a3 cos γ3

a0 sin q + a1 sin γ1 + b4 sin(γ4 + α4) = YC + a3 sin γ3

✭✷✮

▼❛♣❧❡ s♦❢t✇❛r❡ ♣❛❝❦❛❣❡ ❛❧❧♦✇s ②♦✉ t♦ ❛✉t♦♠❛t✐❝❛❧❧② ♦❜t❛✐♥ ❛ s②st❡♠ ♦❢ ❡q✉❛t✐♦♥s ❢♦r t❤❡ ❛♥❛❧♦❣s

♦❢ ✈❡❧♦❝✐t✐❡s✱ t❤✉s ✉s✐♥❣ t❤❡ ❞✐✛ ✭✮✱ ✇❡ ♦❜t❛✐♥✿























−a0 sin q − a1 sin γ1 · γ
′

1 − a4 sin γ4 · γ
′

4 = −a2 sin γ2 · γ
′

2

a0 cos q + a1 cos γ1 · γ
′

1 + a4 cos γ4 · γ
′

4 = a2 cos γ2 · γ
′

2

−a0 sin q − a1 sin γ1 · γ
′

1 − b4 sin(γ4 + α4) · γ
′

4 = −a3 sin γ3 · γ
′

3

a0 cos q + a1 cos γ1 · γ
′

1 + b4 cos(γ4 + α4) · γ
′

4 = a3 cos γ3 · γ
′

3

✭✸✮

❲❡ ❞✐✛❡r❡♥t✐❛t❡ ❛❣❛✐♥ t❤❡ ♣r❡✈✐♦✉s s②st❡♠ ✉s✐♥❣ ❜② r❡s♦✉r❝❡s ♦❢ ▼❛♣❧❡✱ ✇❡ ♦❜t❛✐♥ ❛ ❧✐♥❡❛r ❛ s②st❡♠

✐s r❡❧❛t✐✈❡❧② ❛♥❛❧♦❣s ♦❢ ❛❝❝❡❧❡r❛t✐♦♥ ✭✹✮✿
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





















































−a0 cos q − a1(sin γ1 · γ
′′

1 + cos γ1 · γ
′2
1 )− a4(sin γ4 · γ

′′

4 + cos γ4 · γ
′2
4 ) = −a2(sin γ2 · γ

′′

2 + cos γ2 · γ
′2
2 )

−a0 sin q + a1(cos γ1 · γ
′′

1 − sin γ1 · γ
′2
1 ) + a4(cos γ4 · γ

′′

4 − sin γ4 · γ
′2
4 ) = a2(cos γ2 · γ

′′

2 − sin γ2 · γ
′2
2 )

−a0 cos q − a1(sin γ1 · γ
′′

1 + cos γ1 · γ
′2
1 )− b4(sin(γ4 + α4) · γ

′′

4 + cos(γ4 + α4) · γ
′2
4 ) =

= −a3(sin γ3 · γ
′′

3 + cos(γ3 · γ
′2
3 )

−a0 sin q + a1(cos γ1 · γ
′′

1 − sin γ1 · γ
′2
1 ) + b4(cos(γ4 + α4) · γ

′′

4 − sin(γ4 + α4) · γ
′2
4 ) =

= a3(cos γ3 · γ
′′

3 − sin(γ3 · γ
′2
3 )

✭✹✮

❚❤❡ s♦❧✉t✐♦♥ ♦❢ s②st❡♠s ✭✷✮✱ ✭✸✮ ❛♥❞ ✭✹✮ ✐♥ t❤❡ ♣r♦❣r❛♠ ▼❛♣❧❡ ❛❧❧♦✇s t♦ ❞❡✜♥❡ ❦✐♥❡♠❛t✐❝ ♣❛r❛♠❡t❡rs

❛♥❞ ❜✉✐❧❞ t❤❡✐r ❣r❛♣❤s✳

❋✐❣✉r❡ ✷ ●r❛♣❤s ♦❢ t❤❡ ❛♥❣✉❧❛r ❞✐s♣❧❛❝❡♠❡♥ts✱ ✈❡❧♦❝✐t✐❡s ❛♥❞ ❛❝❝❡❧❡r❛t✐♦♥s ❛♥❛❧♦❣s ♦❢ t❤❡ ♠❡❝❤❛♥✐s♠
❧✐♥❦s

❈♦♥s✐❞❡r t❤❡ ✈❡❝t♦r ♠❡t❤♦❞ ♦❢ s♦❧✈✐♥❣ ♦♥❡ ♦❢ t❤❡ ♠♦st ✐♠♣♦rt❛♥t t❛s❦s ♦❢ t❤❡ ❞②♥❛♠✐❝ ❛♥❛❧②s✐s ♦❢

♠❡❝❤❛♥✐s♠s ✲ ❦✐♥❡t♦st❛t✐❝ ❛♥❛❧②s✐s✱ ✇❤✐❝❤ ✐s t♦ ❞❡t❡r♠✐♥❡ t❤❡ r❡❛❝t✐♦♥s ✐♥ t❤❡ ❦✐♥❡♠❛t✐❝ ♣❛✐rs ❛♥❞ t❤❡

❜❛❧❛♥❝✐♥❣ t♦rq✉❡ ✭♣♦✇❡r✮ ♦♥ t❤❡ ❞r✐✈❡ ❧✐♥❦ ♦❢ ❛ ❣✐✈❡♥ ❧❛✇ ♦❢ ♠♦✈❡♠❡♥t t❤❡ ♠❡❝❤❛♥✐s♠✳

❉❡♥♦t❡ ❜② ~Rij = −~Rjii, j = 0, 1, ..., 7 ✭r❡❛❝t✐♦♥ ❢r♦♠ i t♦ j t❤❡ ❧✐♥❦✮ t❤❡ ❞❡s✐r❡❞ r❡❛❝t✐♦♥ ✐♥ t❤❡

❦✐♥❡♠❛t✐❝ ♣❛✐rs ❛♥❞ M ❛♥ ✉♥❦♥♦✇♥ ❜❛❧❛♥❝✐♥❣ ♠♦♠❡♥t ♦♥ t❤❡ ❧❡❛❞✐♥❣ ❧✐♥❦ ✶✳ ❙✉♣♣♦s❡ ❣✐✈❡♥ t❤❡ ♠❛ss

♦❢ ❧✐♥❦s mi✱ t❤❡ ♠♦♠❡♥ts ♦❢ ✐♥❡rt✐❛ ♦❢ ❧✐♥❦s r❡❧❛t✐✈❡ t♦ t❤❡ ❝❡♥t❡rs ♦❢ ♠❛ss JSi
❛♥❞ t❤❡ ❢♦r❝❡ ♦❢ ❣r❛✈✐t②

♦❢ ❧✐♥❦s ~Gi ✭♥♦t s❤♦✇♥ ✐♥ ❋✐❣✳ ✶✮ ❛♥❞ t❤❡ ♠♦♠❡♥t ♦❢ r❡s✐st❛♥❝❡ ♦♥ ♦✉t♣✉t ❧✐♥❦ ✺ ~M5✳ ❙✉♣♣♦s❡ t❤❛t ✐s

❦♥♦✇♥ ❧❛✇ ♦❢ ♠♦t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❞r✐✈✐♥❣ ❧✐♥❦ ϕ1 = ϕ1(t)✳ ❋r♦♠ t❤❡ s♦❧✉t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❦✐♥❡♠❛t✐❝ ❛♥❛❧②s✐s ❝❛♥

❞❡t❡r♠✐♥❡ t❤❡ ❧❛✇s ♦❢ ♠♦t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ♦t❤❡r ❧✐♥❦s ♦❢ t❤❡ ♠❡❝❤❛♥✐s♠ ❬✷❪✳ ❚❤❡♥ ✐t ✐s ♣♦ss✐❜❧❡ t♦ ✜♥❞ t❤❡

✐♥❡rt✐❛ ❢♦r❝❡s ♦❢ t❤❡ ❝❡♥t❡rs ♦❢ ♠❛ss−mi
~WSi

❛♥❞ ♠♦♠❡♥ts ♦❢ ✐♥❡rt✐❛ ❢♦r❝❡s ♦❢ t❤❡ ❧✐♥❦s −JSi
εi✳

❚❤❡ ❡q✉✐❧✐❜r✐✉♠ ❡q✉❛t✐♦♥s ❢♦r t❤❡ ✜✈❡ ♠♦✈❛❜❧❡ ❧✐♥❦s ♦❢ t❤❡ ♠❡❝❤❛♥✐s♠ ❜② t❤❡ ♣r✐♥❝✐♣❧❡ ♦❢ ❞✬❆❧❡♠❜❡rt

❝❛♥ ❜❡ ✇r✐tt❡♥ ✐♥ t❤❡ ❢♦r♠

∑

j

~Fj,i −mi
~WSi

= 0,
∑

j

MSi
(~Fj,i)− JSi

εi~k = 0, i = 1, ..., 6 ✭✺✮

❤❡r❡ ~Fj,i✲ ❛❝t✐✈❡ ❛♥❞ r❡❛❝t✐✈❡ ❢♦r❝❡s✱ ❛❝t✐♥❣ ♦♥ t❤❡ i ❧✐♥❦✳ ❲❡ ✇r✐t❡ ✭✶✮ ❢♦r ❡❛❝❤ ❧✐♥❦✱ ❝♦♥s✐❞❡r✐♥❣ st❛t✐❝❛❧❧②

❜❛❧❛♥❝❡❞ ❧❡❛❞✐♥❣ ❧✐♥❦ ✶✳
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