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I тарау.  КІРІСПЕ 

 

§1. Дифференциалдық теңдеулер үшін қойылған есептер 

 

1º. Математикалық физиканың корректілі  

жəне корректілі емес есептері 

 

Жай дифференциалдық жəне математикалық физика теңдеулері 

үшін қойылған есептерді зерттегенімізде осы есептердің корректілігі 

туралы ұғым өте маңызды роль атқарады. Математикалық физика 

есебінің корректілігі туралы ұғымды 1902 жылы Жак Адамар (1865-

1963) тұжырымдады [130].  

Егер дифференциалдық теңдеу үшін қойылған есептің шешуі 

1) бар, 

2) жалғыз, 

3) есептің берілгендеріне үздіксіз тəуелді  

болса, онда бұл есепті классикалық мағынада немесе Ж.Адамар бой-

ынша дұрыс қойылған (корректілі) есеп деп атайды. Егер 1)-3) шарт-

тарының кемінде біреуі орындалмаса, онда дифференциалдық теңдеу 

үшін қойылған есепті классикалық мағынада немесе Ж.Адамар бой-

ынша дұрыс қойылмаған (корректілі емес) есеп деп атайды 

Бұл шарттар кейінірек дəлірек анықталды. Математикалық физи-

ка есептерінің шешулері мен қосымша шарттары белгілі бір функцио-

налдық кеңістіктердің элементтері деп қарастырылады.  

Адамар мысалы. Лаплас теңдеуі үшін қойылған Коши есебі 

классикалық мағынада корректілі емес [84]. Осы есепті қарайық:  
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теңдеуі үшін алғашқы  
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шарттар берілсін, мұнда α  - белгілі бір сан. 

Осы (1)-(3) есебінің шешуі мына 
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теңсіздіктері орындалатындай етіп α  мен n  сандарын таңдап алуға 

болады. Ал (5) теңсіздіктер есептің шешуі есептің берілгендеріне үз-

діксіз тəуелді болмайтынын көрсетеді, яғни есептің берілгендерінің 

өте аз өзгерісі шешудің өте үлкен өзгерістеріне əкеледі. 

Ж.Адамар мұндай корректілі емес есептер ешқандай нақтылы та-

биғи процесті суреттемейді деп ойлады. Сондықтан көп уақыт бойы 

математикалық физиканың белгілі бір функционалдық кеңістіктер 

жұбында корректілі болмайтын есептерінің ешқандай физикалық құ-

былыстармен байланысы жоқ деп есептеліп, математиктер корректілі 

емес есептерді зерттемеді.  
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Классикалық мағынада корректілі емес есепті ең алғаш рет 1943 

жылы А.Н.Тихонов қарастырды [117].  

Егер дифференциалдық теңдеу үшін қойылған есептің шешуі 

функционалдық кеңістіктің белгілі бір M  жиынында 

1) бар, 

2) жалғыз, 

3) есептің берілгендеріне үздіксіз тəуелді (яғни есептің шешуін 

M  жиынынан шығармайтын есептің берілгендерінің шексіз аз өзгері-

сіне шешудің шексіз аз өзгерісі сəйкес келетін) 

болса, онда бұл есепті Тихонов бойынша (немесе шартты) корректілі 

есеп деп атайды. 

Бұл ұғымды 1962 жылы М.М.Лаврентьев тұжырымдады [81].  

Осы M  жиынын есептің корректілік жиыны деп атайды, ол көбі-

несе жинақы жиын болады. Егер есептің корректілік жиыны жинақы 

жиын болса, онда есептің шешуінің жалғыздығынан сол шешудің ор-

нықтылығы шығатынын А.Н.Тихонов дəлелдеген [117]. Енді C Банах 

кеңістігінде А.Н.Тихонов теоремасын тұжырымдайық. 

Теорема. X  пен Y  - Банах кеңістіктері болсын. A  - анықталу об-

лысы X , ал мəндер облысы Y  кеңістігінде жататын əбден үздіксіз 

оператор, XM ⊂  - жинақы жиын. Егер fAx = , Xx∈ , Yf ∈  теңдеуі-

нің шешуі жалғыз болса, онда шешу M  жиынында теңдеудің оң жа-

ғына бірқалыпты үздіксіз тəуелді, яғни кез келген 0�ε  үшін 0�δ  

табылып, кез келген Mxx ∈21 ,  үшін δ≤− 21 AxAx  болғанда 

ε≤− 21 xx  теңсіздігі орындалады [84]. 

Функционалдық кеңістіктердің бір жұбында корректілі емес есеп 

кеңістіктердің екінші жұбында корректілі болуы мүмкін.  



 6 

Корректілі емес есептерді зерттеудегі негізгі бағыттардың бірі – 

дифференциалдық теңдеу үшін қойылған есеп шешуінің жалғыздығы 

туралы теореманы дəлелдеу. Жай дифференциалдық теңдеулер мен 

математикалық физиканың тура есептері негізінен Ж.Адамар бойын-

ша корректілі есептер болады. Осы кітапта қарастырылатын кері 

есептердің барлығы дерлік Ж.Адамар бойынша корректілі болмайды. 

Классикалық мағынада корректілі болмайтын есептер теориясы-

ның негізін Андрей Николаевич Тихонов (1906-1993), Михаил Ми-

хайлович Лаврентьев (1932-2010) пен Валентин Константинович Ива-

нов (1908-1992) жасады.  

Бұл теорияның негіздері А.Н.Тихонов пен В.Я.Арсенин [120], 

М.М.Лаврентьев [81], М.М.Лаврентьев, В.Г.Романов, В.Г.Васильев 

[89], М.М.Лаврентьев, В.Г.Романов, С.П.Шишатский [90], М.М.Лав-

рентьев, К.Г.Резницкая, В.Г.Яхно [91], В.Г.Романов [108],  Ю.Е.Ани-

конов [5], А.Л.Бухгейм [15], В.К.Иванов, В.В.Васин, В.П.Танана [64], 

Ғ.Б.Баканов [137] монографияларында, М.М.Лаврентьев [84],  В.Г.Ро-

манов [110], В.Я.Арсенин [6], С.Е.Темірболатов [116], С.Е.Елубаев 

[59], С.Е.Елубаев, Т.Б.Ділманов [138] арнаулы курстарында жəне та-

ғы басқа еңбектерде баяндалған. 

 

2º. Дифференциалдық теңдеулер үшін  

қойылған тура жəне кері есептер 

 

Дифференциалдық теңдеулер мен математикалық физика теңдеу-

лері теориясында жай жəне дербес туындылы дифференциалдық тең-

деулер үшін тура жəне кері есептер қарастырылады. Дифференциал-

дық теңдеу үшін қойылған тура есепте алдын ала берілген қосымша 
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(алғашқы жəне шекаралық) шарттар бойынша дифференциалдық тең-

деудің жалғыз орнықты шешуі ізделінеді [17, 78, 103, 121, 123].  

Дифференциалдық теңдеу үшін қойылған кері есеп деп келесі 

типтегі есепті айтады [82, 83, 109]. Дифференциалдық теңдеулер кла-

сы жəне осы класқа жататын бір дифференциалдық теңдеу үшін қой-

ылған тура есептің шешуі немесе шешулері жөнінде информация бе-

рілсін. Сол белгілі информация бойынша берілген кластан дифферен-

циалдық теңдеуді тауып алу керек. Дифференциалдық теңдеулер кла-

сы саны шекті параметрлердің немесе функциялардың жиыны арқы-

лы беріледі. Сызықтық дифференциалдық теңдеулер үшін белгісіз 

функциялар ретінде осы теңдеулердің коэффициенттері немесе оң 

жақтары қарастырылады. Сондықтан дифференциалдық теңдеу үшін 

қойылған кері есепте дифференциалдық теңдеуді анықтайтын функ-

циялар жиынын табу керек. Ал, дербес жағдайда, сызықтық диффе-

ренциалдық теңдеу үшін қойылған кері есепте теңдеудің барлық (не 

кейбір) коэффициенттері немесе теңдеудің оң жағы ізделінеді. 

Тура есептердің шешулері жөніндегі информациялардың əр түрлі 

болуы мүмкін. Дербес жағдайда, тəуелсіз айнымалылардың кейбір 

көпбейнелерінде берілген шешудің өзі информация ретінде қарасты-

рылады. Тура есептердің шешулері туралы информацияларды кейде 

сол есеп шешулерінің функционалдары деп атайды. Егер ізделінетін 

функциялардың ең болмаса біреуі 1≥n  айнымалыдан тəуелді болса, 

онда мұндай кері есепті n  өлшемді кері есеп деп атайды. Кері есептер 

басқаша да қойылады, мысалы, теңдеудің коэффициенттерінің не оң 

жағының орнына алғашқы немесе шекаралық шарттар ізделінеді [90, 

гл. 7, §6]. 
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Дифференциалдық теңдеулер үшін қойылған кері есептер көбіне 

Ж.Адамар бойынша корректілі болмайды. Осыған байланысты кері 

есептер теориясында шешудің бар болуы жəне жалғыздығы туралы 

теоремалардың маңызы ерекше. 

Дифференциалдық теңдеу үшін қойылған есепке мысал келті-

реміз. Бірінші ретті дербес туындылы дифференциалдық теңдеу үшін 

қойылған Коши есебін қарастырайық: 

2),(,0)( Ryxuxq
y

u

x

u
∈=+

∂

∂
−

∂

∂
,                          (1) 

Rxxxu ∈= ),()0,( ϕ ,                                     (2) 

мұндағы )(xq  бүкіл R  сан осінде анықталған үздіксіз функция бол-

сын. Берілген )(xϕ  функциясы нақты сандар осінде үздіксіз диффе-

ренциалданады дейік. Сонда (1)-(2) есебі Ж.Адамар бойынша коррек-

тілі қойылған есеп болады. Енді (1)-(2) тура есебінің шешуі туралы 

келесі информация  

Ryyyu ∈= ),(),0( ψ                                      (3) 

берілсін. Егер берілген )(yψ  функция бойынша )(xq  коэффициенті 

ізделінсе, онда мұндай есеп кері есеп болады. 

Шынында, (1)-(2) тура есептің шешуі төмендегі  

2),(,))(exp()(),( Ryxdttqyxyxu
x

yx

∈∫⋅+=
+

ϕ  

формуламен анықталатыны белгілі [108]. Бұған (3) шартты қолданға-

нымызда 

∫ ∈⋅=
0

),)(exp()()(
y

Rydttqyy ϕψ                             (4) 

өрнекке келеміз. Егер 
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1) )(yψ  функциясы үздіксіз дифференциалданса,  

2) )0()0(,,0
)(

)(
ψϕ

ϕ

ψ
=∈ Ry

y

y
�  болса,  

онда (1)-(3) кері есептің шешуі бар болады жəне ол  

    Rx
x

x

dx

d
xq ∈−= ,

)(

)(
ln)(

ϕ

ψ
  

формуласымен анықталады. Егер Rxx ∈≠ ,0)(ϕ болса, онда (4) 

формуладан кері есептің шешуі жалғыз екенін көреміз.  

Дифференциалдық теңдеулер үшін қойылған кері есептер теория-

сы бастапқыда тарихи үш бағытта дамыды. 

Бірінші бағыт – көпшілікке кеңінен таныс Штурм-Лиувилль кері 

есебі. Мұнда дифференциалдық оператордың спектрі немесе спектр-

лік функциясы бойынша сол дифференциалдық оператордың өзін 

анықтау керек. Бұл есептің шешуінің жалғыздығы жөніндегі алғашқы 

теореманы 1929 жылы Виктор Амазаспович Амбарцумян (1908-1996) 

дəлелдеді [128].  

Əрі қарай Штурм-Лиувилль кері есебінің теориясын Г.Борг [129], 

В.А.Марченко [95, 96], И.М.Гельфанд, Б.М.Левитан [21], М.Г.Крейн 

[76, 77], Б.М.Левитан [94], М.Г.Гасымов, Б.М.Левитан [18], Ю.М.Бе-

резанский [8, 9], Л.П.Нижник [101], М.А.Наймарк [100], Л.Д.Фаддеев 

[125], Л.А.Чудов [127], З.С.Агранович, В.А.Марченко [1], А.С.Алек-

сеев [4] жəне тағы басқалар дамытты. Штурм-Лиувилль есептеріне, 

спектрлік функция ұғымына төменде толығырақ тоқтаймыз ( I тарау, 

§3). 

Екінші бағыт – сейсмиканың кері кинематикалық есебі. Осы 

есептің физикалық мазмұнын тұжырымдайық. Белгілі бір S  бетімен 
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қоршалған 3
RD ⊂  облысындағы кейбір SDx ∪∈0  нүктелеріндегі ау-

ытқу көздерінде туған толқындық процесті қарайық. Облыстың шека-

ралық Sx∈  нүктелеріндегі қабылдағыштар арқылы толқынның 
0

x  

нүктесінен x  нүктесіне дейінгі ),( 0
xxτ  таралу уақыттары белгіленіп 

алынды. Міне, осы информация бойынша ауытқудың D  облысының 

ішіндегі Dxxv ∈),(  таралу жылдамдығын табу керек.  

Енді сейсмиканың кері кинематикалық есебінің математикалық 

мазмұнымен танысайық. Изотроптық ортада ),( 0
xxτ  функциясы 

дербес туындылы бірінші ретті эйконал  

)(

1
),( 0

xv
xxx =∇ τ                                         (5) 

теңдеуін қанағаттандырады [111], мұндағы x∇  - Гамильтон операто-

ры. Есептің физикалық мазмұнынан мынадай  

0),( 00 =xxτ                                              (6) 

шартқа келеміз. Сейсмиканың тура кинематикалық есебінде (6) шарт-

ты қанағаттандыратын (5) теңдеудің ),( 0
xxτ  шешуі ізделінеді. Ал 

кері есепте (5) теңдеудің шешуі болатын  

SDxSxxx ∪∈∈ 00 ,),,(τ  

бойынша (5) теңдеудің оң жағындағы Dxxv ∈),(  функциясын табу 

керек.  

Алғаш рет кері кинематикалық есепті 1905-1907 жылдары Густав 

Герглотц (1881-1953) [131], Эмиль Вихерт (1861-1928) пен Карл Зо-

фриц (1881-1908) [134] зерттеді. Олар Жердің сфералық симметрия-

лық моделі бар деп болжап, (5) теңдеу үшін бір өлшемді кері кинема-

тикалық есептің шешуін, атап айтсақ, монотонды өспелі )(rv  функ-
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циясын іздеді, мұндағы r  - белгілі бір x  нүктесінен Жердің центріне 

дейінгі ара қашықтық. Егер 

0
)(

�
′










r
rv

r
 

болса, онда )(rv  жылдамдығы ),( 0
xxτ  функциясы бойынша бір мəнді 

анықталатынын дəлелдеді, сонымен бірге )(rv  жылдамдығын есептеу-

ге арналған формулалар табылды.  

Жоғарыда аталған еңбектер Жер қыртысы мен мантиясының құ-

рылымы туралы алғашқы өте маңызды нəтижелерді алуға мүмкіндік 

берді [13].  

Сейсмиканың кері кинематикалық есебінің теориясын дамытуға 

М.М.Лаврентьев [89, 90], А.С.Алексеев [4], А.В.Белоносова, А.С.Ал- 

ексеев [7], В.Г.Романов [110], М.А.Гервер, В.М.Маркушевич [23], 

Р.Г.Мухометов [99], В.Б.Гласко [24], Ю.Е.Аниконов [5] жəне тағы 

басқалар елеулі үлес қосты. Бұл еңбектерде көп өлшемді кері есептер 

шешулерінің жалғыздығы жөніндегі теоремалар дəлелденді жəне кері 

есептер мен интегралдық геометрия есептері арасында байланыс бар 

екендігі анықталды. 

Үшінші бағыт – Ньютон потенциалы теориясының кері есебі. 

Бұл есептің физикалық мазмұны мынадай: S  бетімен шектелген об-

лыстың сыртында беттің ішіндегі белгілі бір тығыздығы бар дененің 

(магниттік немесе тағы басқа) потенциалы берілген. Осы информация 

бойынша əлгі дененің формасын, тығыздығын жəне кеңістіктегі ор-

нын анықтау керек. Гравитациялық өрістің потенциалы бойынша 

пайдалы қазбаны іздеу есебі осындай кері есепке əкеледі. 

Ньютон потенциалы теориясының кері есебіне байланысты қойы-
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латын бір математикалық есепті қарастырайық. Егер тығыздығы 

3,0)( Rxx ∈≠ρ  болатын денені D  деп белгілесек, онда осы дененің 

тудыратын )(xu  потенциалы Пуассон 

)()(4 Dxu µπρ−=∆  

теңдеуін қанағаттандырады [123], мұндағы )(Dµ  - дененің характе-

ристикалық функциясы. Пуассон теңдеуінің S  бетінен тыс жердегі 

)(xu  шешуі бойынша )(),( Dx µρ  функцияларын табу есебі – Нью-

тон потенциалы теориясының кері есебі болып табылады. Жалпы айт-

қанда, потенциал теориясының кері есептерінде эллипстік теңдеулер-

дің (дербес жағдайда, Пуассон теңдеуінің) оң жақтары ізделінеді. 

Ньютон потенциалы теориясының кері есебі шешуінің жалғызды-

ғы туралы алғашқы теореманы 1938 жылы Петр Сергеевич Новиков 

(1901-1975) дəлелдеді [102].  

Мұндай есептерді зерттеумен А.Н.Тихонов [117, 120], В.К.Ива-

нов [62], М.М.Лаврентьев [80, 81], Л.Н.Сретенский [114], И.М.Рапо-

порт [107], А.И.Прилепко [105, 106], В.Н.Страхов [115] жəне тағы 

басқалар айналысып, көптеген маңызды нəтижелерге қол жеткізді. 

Бұл бағыттағы біраз кері есептердің шешулерінің жалғыздығы жəне 

орнықтылығы туралы теоремалар дəлелденді. 

Қазіргі кезде жай дифференциалдық теңдеулер мен математика-

лық физика теңдеулері үшін қойылған кері есептер теориясы кеңінен 

даму үстінде. 

Көп өлшемді кері есептер теориясындағы алғашқы нəтижені 1953 

жылы Юрий Макарович Березанский (1925) алды [8, 9]. Ол Шредин-

гер теңдеуінің коэффициентін бір мəнді анықтау туралы теореманы 

дəлелдеді. 
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Əрі қарай сызықтық дифференциалдық теңдеудің коэффициентін 

анықтауға байланысты көп өлшемді кері есептерді зерттеуге М.М. 

Лаврентьев [82], Г.И.Марчук [97], В.Г.Романов [108-111], А.С.Алек-

сеев [4], А.В.Белоносова, А.С.Алексеев [7], Б.М.Будак, А.Д.Искендер-

ов [14], А.Д.Искендеров [67-69], С.Е.Елубаев [39-61], А.С.Благове-

щенский [11, 12] жəне тағы басқалар ат салысып, маңызды нəтижелер 

алды. 

Дифференциалдық теңдеулер үшін қойылған кері есептер теория-

сының дамуы М.М.Лаврентьев, В.Г.Романов, С.П.Шишатский [90], 

В.Г.Романов [108], Ю.Е.Аниконов [5], В.Я.Арсенин [6], М.И.Имана-

лиев [65], С.Е.Елубаев, О.Ш.Тұрсынбеков [51, 52], С.Е.Елубаев [53-

57], М.В.Клибанов [72-74], В.Н.Страхов [115], С.Е.Темірболатов 

[116], С.Ж.Азаматов [2], Е.Ы.Бидайбеков [10], С.И.Кабанихин [71] 

жəне тағы басқалардың еңбектеріне байланысты болды.  

Бұл еңбектерде кері есептер дəл жəне сызықтандырылған қойы-

лымдарда қарастырылады, дербес туындылы дифференциалдық тең-

деулер системасы коэффициенттерінің матрицалары ізделініп, кері 

есептердің шартты корректілігі көрсетілді. 

Израиль Моисеевич Гельфанд (1913-2009) 1960 жылы енгізген 

терминологияға сəйкес, интегралдық геометрия есептері деп келесі 

типтегі есептерді айтамыз [19]: көпбейнелер жиыны бойынша алын-

ған интегралдар арқылы интеграл астындағы функция ізделінеді (“ин-

тегралдық геометрия” термині басқа мағынада да түсініледі [112]). 

Интегралдық геометрияның классикалық есептері ретінде Иоганн Ра-

дон (1887-1956) [133] мен Рихард Курант (1888-1972) [78] есептерін 

атауға болады. И.Радон есебінде көпбейнелер жиыны ретінде гипер-
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жазықтықтар, ал Р.Курант есебінде – радиусы кез келген, центрі бел-

гілі бір гипержазықтықта жататын сфералар жиыны қарастырылады. 

И.Радон есебінің əр түрлі мəселелерімен Ф.Йон [70], И.М.Гель-

фанд, М.И.Граев, Н.Я.Виленкин [20], Ю.Г.Решетняк, В.И.Семянис-

тый жəне тағы басқалар айналысты. Сфералар мен эллипсоидтар 

жиыны үшін интегралдық геометрия есептерін Р.Куранттан басқа 

Ф.Йон [70], Г.И.Плаксин [104], В.Г.Романов [108-111], С.В.Успен-

ский, С.Б.Садыкова [126], М.В.Клибанов [72, 73] жəне тағы басқалар 

зерттеді. 

Көптеген практикалық маңызы бар мəселелер интегралдық гео-

метрия есептеріне келтіреді. Атап айтсақ, сейсмикалық толқындар-

дың тарау уақыттары бойынша Жердің ішкі құрылымын анықтау есе-

бі; сəуле түсіру арқылы тірі организмнің құрылысын анықтауға ар-

налған томография есебі; белгілі бір объектімен байланысты оптика-

лық өрісті өлшеу арқылы əлгі объектінің оптикалық сипаттамаларын 

анықтауға арналған оптиканың дистанциялық есебі. 

 

3º. Жалпыланған функция жəне  

жалпыланған шешу туралы ұғымдар 

 

n
R  кеңістігінде анықталған барлық нақты )(xϕ  функцияларының 

D  жиынын қарастырайық. Əрбір )(xϕ  функциясы кез келген ретті үз-

діксіз туындысы бар жəне финитті функция болсын, яғни белгілі бір 

шектелген облыстың (əрбір )(xϕ  функциясы үшін өз облысы қарала-

ды) сыртында нөлге тең болады. Осындай функцияны негізгі функ-

ция, ал D  жиынын негізгі кеңістік деп атаймыз.  
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Негізгі функцияларды өзара қосуға жəне нақты (немесе ком-

плекс) сандарға көбейтуге болады, бұлай алынған функциялар да не-

гізгі функциялар болады. Бұдан D  жиынының сызықтық кеңістік бо-

латынын көреміз.  

Егер негізгі функциялардың ...,3,2,1)},({ =kxkϕ  тізбегінің мү-

шелері белгілі бір шектелген облыстың сыртында нөлге айналса жəне 

тізбек кез келген ретті туындыларымен бірге нөлге бірқалыпты (жай 

мағынада) ұмтылса, онда негізгі функциялардың тізбегі D  кеңісті-

гінде нөлге ұмтылады дейді. 

Егер белгілі бір ереже бойынша негізгі )(xϕ  функциясына ),( ϕf  

нақты саны сəйкес қойылып,  

1º) кез келген 21, αα  нақты сандар жəне кез келген )(),( 21 xx ϕϕ  

негізгі функциялар үшін  

),(),(),( 22112211 ϕαϕαϕαϕα fff +=+  

теңдігі орындалса ( f  функционалының сызықтық қасиеті), 

2º) негізгі функциялардың  

...,,...,, 21 kϕϕϕ  

тізбегі D  жиынында нөлге ұмтылғанда сандардың  

...),,(,...),,(),,( 21 kfff ϕϕϕ  

тізбегі нөлге ұмтылса ( f  функционалының үздіксіздік  қасиеті),  

онда D  кеңістігінде сызықтық үздіксіз f  функционалы берілген дей-

ді. 

Мысалы, n
R  кеңістігінің əрбір шектелген облысында абсолютті 

интегралданатын бір )(xf  функциясы берілсін. Осы функцияның 

көмегімен əрбір негізгі )(xϕ  функциясы үшін 
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∫=
n

R

dxxxff )()(),( ϕϕ                                       (1) 

нақты санын сəйкес қоюға болады. Мұндағы интеграл шектелген об-

лыс бойынша алдынады, себебі осы облыстың сыртында )(xϕ  функ-

циясы негізгі функцияның анықтамасы бойынша нөлге тең. Осылай 

анықталған f  функционалы үшін 1) жəне 2) шарттардың орынды 

екенін көрсетуге болады. 

Негізгі D  кеңістігінде анықталған əрбір сызықтық үздіксіз функ-

ционалды жалпыланған функция деп атайды. Жоғарыдағы (1) фор-

муламен берілген жалпыланған функцияларды регулярлық, ал қал-

ғандарын – сингулярлық функциялар деп атайды.  

Əрбір функцияға оның 0=x  мəнін сəйкес қоятын функционал 

сызықтық жəне үздіксіз болады. Бұл функционалды Дирактың дель-

та-функциясы деп атап, оны )(xδ  арқылы белгілейді, яғни  

)0())(),(( ϕϕδ =xx .                                      (2) 

“Жылжытылған” дельта-функция, яғни мынадай 

)())(),(( 00 xxxx ϕϕδ =−                                           (3) 

теңдікпен анықталатын функционалдар жиі кездеседі. Егер ],[ ba  сег-

ментінде үздіксіз )(xψ  функциясын қарастырсақ, онда бұл функция-

ның негізгі қасиеті  

∫




∉

∈
=−

b

a bax

baxx
dxxxx

],[,0

],,[),(
)()(

0

0

ψ
δψ                              (4) 

мына формуламен беріледі. 

Соңғы (4) теңдікпен берілген дельта-функцияның қасиетін кейде 

осы функцияның анықтамасы ретінде де береді. Бұл функция жалпы-

ланған сингулярлық функцияның мысалы бола алады. Жалпыланған 
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функцияларды өзара қосып немесе жалпыланған функцияларды санға 

жəне шексіз ретті дифференциалданатын функцияға көбейтіп жалпы-

ланған функцияны аламыз.  

Барлық жалпыланған функциялардың жиынын )( n
RDD ′=′  деп 

белгілейік. Осы D′  жиыны сызықтық жиын құрайды. 

Сызықтық D′  жиынында жалпыланған  

...,,...,, 21 kfff                                           (5) 

функциялар тізбегі берілсін жəне кез келген D∈ϕ  үшін  

  ∞→→ kffk ),,(),( ϕϕ  

болса, онда (5) тізбекті D′  жиынында жалпыланған f  функциясына 

əлсіз жинақталады дейді. Бұл жағдайда D′  жиынында  

  ∞→→ kffk ,   

деп жазамыз.  

Əлгі енгізілген жинақтылық ұғымымен бірге қаралған D′  сызық-

тық жиынын жалпыланған функциялардың D′  кеңістігі деп атаймыз. 

Функциялардың барлығы өздерінің анықталу облыстарында диф-

ференциалдана бермейтіні белгілі. Бұған керісінше, барлық жалпы-

ланған функциялардың кез келген ретті туындысы бар жəне олардың 

өздері де жалпыланған функциялар болады.  

Функцияның туындысын анықтау үшін дифференциалданатын 

бір  айнымалыдан тəуелді )(xf  функциясын қарайық. Бұл жағдайда  

∫ ′=′
+∞

∞−

dxxxff )()(),( ϕϕ                                      (6) 

функционалды құруға болады. Енді (6) интегралды бөлшектеп инте-

гралдағанда )(xϕ  функциясының ],[ ba  кесіндісінің сыртында нөлге 

тең екенін ескерсек, онда мынадай  
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),(),( ϕϕ ′−=′ ff                                         (7) 

теңдікке келеміз.  

Егер f  - негізгі D  кеңістігінде анықталған сызықтық үздіксіз 

функционал болса, онда  

),(),( ϕϕµ ′−= f                                          (8) 

формула арқылы берілген µ  функционалын f  функционалының ту-

ындысы дейміз де f ′  немесе 
dx

df
 деп белгілейміз.  

Осылай алынған µ  функционалы да негізгі D  кеңістігінде сы-

зықтық үздіксіз функционал болады.  

Мысалы, бізге мынадай функция 



 ≥

=
0,0

,0,1
)(

�x

x
xg                                          (9) 

берілсін. Бұл функцияны Оливер Хевисайд (1850-1925) есімімен ат-

айды. Осыған сəйкес функционалды g  деп белгілейміз. Енді (9) 

функция үшін (6) формуладан мынаны  

∫ ∫ =′−=′−=−=′
+∞

∞−

+∞

0

)0()()()(),(),( ϕϕϕϕϕ dxxdxxxggg           (10) 

аламыз. Ал (10) теңдіктен (2) формула бойынша 

)()( xxg δ=′                                            (11) 

екенін көреміз. О.Хевисайд функциясының жалпыланған туындысы 

Дирактың дельта-функциясы болатынын (11) өрнектен байқауға бо-

лады.  

Осыған ұқсас етіп көп айнымалыдан тəуелді жалпыланған функ-

цияның жалпыланған туындысын анықтауға болады. 

Жай дифференциалдық теңдеулер теориясы мен математикалық 
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физиканың шеттік есептерін жалпыланған түрде қойып шығарғанда 

жалпыланған функциялар теориясы пайдаланылады [16, 22]. Бұлай 

қойылған есептердің шешулері жалпыланған шешулер болады. 

Компоненттері теріс емес бүтін санды ),...,,( 21 nαααα =  векторын 

қарайық. )(xfD
α

 арқылы )(xf  функциясының ∑=
=

n

i
i

1

αα  ретті туын-

дысын белгілейік: 

),()(,
...

),...,(
)( 0

1

1

1
xfxfD

xx

xxf
xfD

n

n

n =
∂∂

∂
=

αα

α
α

 

.,...,2,1,),,...,( 1 nj
x

DDDD
j

jn =
∂

∂
==  

Өзінің ∞≤≤ �ppfD 0,, αα
 туындыларымен бірге G  облы-

сында үздіксіз болатын f  (нақты не комплекс) функциялар жиыны 

)(GC
p

 функциялар класын құрайды. Кез келген p  үшін )(GC
p

 кла-

сына жататын функциялар жиынын )(GC
∞

 деп белгілейміз.  

Мына  

DfxfuDxa
m

′∈=∑
=

),()(
0α

α
α                               (12) 

теңдеу m  ретті сызықтық дифференциалдық теңдеу болсын, мұндағы 

коэффициенттер )()( GCxa
∞∈α .  

Кез келген жалпыланған Du ′∈  функциясы G  облысында (12) 

теңдеуді жалпыланған мағынада қанағаттандырса, онда кез келген 

)(GD∈ϕ  үшін мына  

∑ =
=

m

fuDxa
0

),(),)((
α

α
α ϕϕ  

теңдік орынды болады. Бұл жағдайда Du ′∈  функциясын (12) теңдеу-
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дің G  облысындағы жалпыланған шешуі деп атаймыз. 

Төменде қарастырылатын барлық кері есептердің шешулері жал-

пыланған шешулер болады. Сондықтан əрі қарай осы есептердің жал-

пыланған шешулерін “жалпыланған” терминінсіз қысқаша түрде ше-

шулер деп атаймыз.  

 

§2. Функционалдық анализдің кейбір негізгі ұғымдары 

 

1º. Кеңістіктер мен операторлар 

 

Функционалдық анализ курсында [75] табиғаты əр түрлі жиындар 

қаралады. Мұндай жиынның элементі, дербес жағдайда, бір не бірне-

ше айнымалыдан тəуелді функция болуы мүмкін. Егер осындай жиын 

үшін элементтер тізбегінің жинақтылық ұғымын белгілі бір жолмен 

енгізсек, онда бұл жиынды функционалдық кеңістік деп атаймыз.  

Жиынның элементтері үшін екі элементтің ара қашықтығы ұғы-

мын енгізейік. Сосын осы ара қашықтықтың көмегімен шекке көшу 

ұғымын енгізіп, жиынды кеңістікке айналдырамыз.  

Егер ...},,{ yxR =  жиынынан алынған реттелген ),( yx  жұптар 

жиыны үшін метрика (ара қашықтық) деп аталатын теріс емес нақты 

),( yxρ  функциясы анықталса жəне келесі шарттар орындалса: 

1º. 0),( =yxρ  болуы үшін yx =  теңдігі қажетті жəне жеткілікті; 

2º. Ryxxyyx ∈= ,),,(),( ρρ ; 

3º. Rzyxyzzxyx ∈+≤ ,,),,(),(),( ρρρ , 

онда R  жиынын метрикалық кеңістік деп атаймыз.  

Мұндағы 1º-3º шарттар ара қашықтық аксиомалары деп аталады. 
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Метрикалық кеңістіктің элементтерін нүктелер деп атауға болады.  

R - метрикалық кеңістік болсын. Егер 0),(lim =
∞→

n
n

xxρ  болса, онда 

}{ nx  нүктелер тізбегі x  нүктесіне жинақталады дейміз. Бұл жағдайда 

xxn
n

=
∞→

lim  деп жазамыз жəне x  нүктесін берілген тізбектің шегі деп 

атаймыз. Ал егер }{ nx  тізбегі RM ⊂  жиынынан алынса жəне Rx ∈  

болса, онда M  жиынының }{ nx  тізбегі Rx ∈  нүктесіне жинақталады 

дейді. 

Егер кез келген 0�ε  саны үшін εn  табылып, барлық εnn ≥ , 

εnm ≥  нөмірлері үшін ερ �),( mn xx  теңсіздігі орындалса, онда R  ме-

трикалық кеңістігінің }{ nx  нүктелер тізбегі фундаменталдық тізбек 

деп аталады.  

Егер RM ⊂  жиынының элементтерінен құралған кез келген жи-

нақталатын тізбектердің шектік нүктелері M  жиынында жатса, онда 

M  жиынын тұйық жиын дейміз. Егер M  жиынының R  кеңістігіне 

дейінгі MR \  толықтауыш жиыны тұйық жиын болса, онда M  жиы-

нын ашық жиын деп атайды. 

Егер R  метрикалық кеңістігіндегі M  жиыны элементтерінің кез 

келген шексіз тізбегі жинақталатын тізбекшені өзінде ұстаса, онда R  

метрикалық кеңістігінің M  жиынын жинақы жиын деп атаймыз. 

Егер тізбекшелердің шектері M  жиынында жатса, онда бұл жиынды 

өзінде жинақы жиын дейді. Егер бұл шектер M  жиынында жатпай, R  

кеңістігінде жатса, онда M  жиынын R  кеңістігінде жинақы жиын 

деп атаймыз. 

Егер R  метрикалық кеңістіктен алынған кез келген фундаментал-

дық тізбек сол кеңістікте жинақты болса, онда бұл кеңістікті толық 
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кеңістік деп атайды. 

Метрикалық кеңістіктің мысалдары: 

1. Ара қашықтығы 

yxyx −=),(ρ  

болатын нақты сандар жиыны 1
R  метрикалық кеңістігін құрайды. 

2. Ара қашықтығы 

2

1

1

2
)(),( 




∑ −=
=

n

i
ii xyyxρ  

болатын n  нақты саннан тұратын реттелген ),...,,( 21 nxxxx =  вектор-

лар жиыны n  - өлшемді арифметикалық евклидтік n
R  кеңістігі деп 

аталады. Бұл кеңістік метрикалық кеңістік болды. 

3. Ара қашықтығы 

)()(max),( tytxyx
bta

−=
≤≤

ρ  

болатын ],[ ba  кесіндісінде анықталған үздіксіз нақты функциялар 

жиыны метрикалық кеңістік болады. Оны ],[ baС  деп белгілейді.  

4. Енді ],[ ba  кесіндісінде үздіксіз )(,...),(),(
)(

txtxtx
n′′′  туындыла-

ры бар кез келген )(tx  функцияларының жиынын қарастырайық. Осы 

жиынның элементтерінің ара қашықтығы  

∑ −=
= ≤≤

n

k

kk

bta

tytxyx
0

)()( )()(max),(ρ  

формуласымен берілсін. Енгізілген метриканы қанағаттандыратын 

],[ ba  сегментінде үздіксіз n  рет дифференциалданатын функциялар 

жиыны метрикалық ],[ baC
n

 кеңістігін құрайды. 

5. R  - ],[ ba  сегментінде p  дəрежесімен интегралданатын барлық 

)(tx  функцияларының жиыны. Мұнда ара қашықтық 
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pb

a

dttytxyx

1

)()(),(











∫ −=ρ  

формуласымен енгізілген. Осылай анықталған метрикалық кеңістікті 

],[ baLp  деп белгілейміз. 

Метрикалары əр түрлі тағы басқа көптеген метрикалық кеңістік-

терді құруға болады. Жоғарыда қарастырылған кеңістіктерде метри-

каның 1º-3º аксиомаларының орындалуы əр түрлі оқулықтарда көрсе-

тілген. Егер функционалдық кеңістіктің элементтері үшін қосу мен λ  

(нақты не комплекс) санына көбейтуге қарағанда сызықтық (вектор-

лық) аксиомалары қанағаттандырылса, онда функционалдық кеңістік 

сызықтық кеңістік деп аталады. Жоғарыда қарастырылған барлық 

метрикалық кеңістіктер сызықтық кеңістіктер болып табылады.  

Егер сызықтық кеңістік сонымен бірге метрикалық кеңістік бол-

са, онда ол кеңістікті сызықтық метрикалық кеңістік деп атаймыз.  

Егер R  (нақты не комплекс) сызықтық кеңістіктің Rx ∈  нүктеле-

рінің жиынында норма деп аталатын жəне x  деп белгіленетін нақты 

функция анықталса жəне сонымен қоса мынадай шарттарды қанағат-

тандырса: 

1º. Rxx ∈≥ ,0  жəне 0=x  болғанда ғана 0=x ; 

2º. λλλ ,, Rxxx ∈⋅=⋅  - нақты сан; 

3º. Ryxyxyx ∈+≤+ ,, , 

онда R  кеңістігін нормаланған кеңістік деп атайды. 

Сызықтық нормаланған R  кеңістіктегі кез келген элементтер ара-

сындағы ара қашықтық (метрика) 

yxyx −=),(ρ                                           (1) 



 24 

формуласымен енгізіледі. Енді (1) теңдікті пайдаланып, сызықтық 

нормаланған кеңістіктің элементінің нормасын 

),( θρ xx =  

формуласымен анықтауға болады, мұнда θ  арқылы осы кеңістіктің 

нөлдік элементін белгілейміз. Метриканы осылай енгізгендіктен сы-

зықтық нормаланған R  кеңістігі сызықтық метрикалық кеңістікке ай-

налады. Бұл кеңістікте норма бойынша жинақтылық орын алған.  

Егер ∞→n  ұмтылғанда 0→− nxx  болса, онда R  сызықтық 

нормаланған кеңістіктің элементтерінен құрылған ...,,...,, 21 nxxx  тіз-

бегі Rx∈  нүктесіне жинақталады дейміз жəне оны символдық түрде 

xxn →  немесе xxn
n

=
∞→

lim  деп белгілейді. 

Егер сызықтық нормаланған кеңістік осы кеңістіктің нормасы 

бойынша құрылған метрикаға қарағанда толық метрикалық кеңістік 

болса, онда бұл кеңістікті толық сызықтық нормаланған кеңістік 

деп атайды. Толық сызықтық нормаланған кеңістікті əдетте Банах ке-

ңістігі деп атаймыз.  

Енді оператор ұғымы мен оның кейбір қасиеттеріне тоқтап кетей-

ік. X  пен Y  табиғаты кез келген жиындар делік. Əрі қарай X  жиын-

ында G  ішкі жиынын қарайық )( XG ⊆ . Егер əрбір Gx ∈  элементіне 

Yy ∈  элементі сəйкес қойылса, онда xFy =  немесе )(xFy =  опера-

торы берілген дейміз. Бұл жағдайда G  жиынын F  операторының 

анықталу облысы деп атаймыз, əрі )(FG  деп белгілейміз. Сол сияқты 

}),(:{)( GxxFyYyFEE ∈=∈==  жиынын F  операторының мəндер 

облысы дейміз. F  операторының амалын схема түрінде YXF →:  

деп жазуға болады. “Оператор” терминінің орнына “функция”, “бей-


