
КАЗАХСТАН РЕСПУБЛИКАСЫ Б1Л1М Ж 0НЕ БЫЛЫМ МИНИСТРЛ1Г1 
КОРЕШИ АТА АТЫНДАТЫ КЫЗЫЛОРДА МЕМЛЕКЕТТ1К УНИВЕРСИТЕТ1

Педагогикальщ факультет 
Физика жэне математика кафедрасы

Турбаев Боранбай Есмаханбаевич 
Физика-математика гылымдарыныц кандидаты, доцент

Алгебра жэне анализ бастамалары пэш бойынша есептер
шешудщ тшмд1 жолдары

(электрондъщ оку-лдicmел/е. //к к) рал)
6М010900-Математика, 6В010900-Математика мамандыцтарына арналеан

Кызылорда, 2018жыл



П т р  беруштер: Мецлщожаева С.К,, п.2 .к, доцент 
Цайыцбаева Л.С. п.г.к

3



МАЗМ¥НЫ

К1Р1СПЕ 5
1. А Л ГЕБРА  Ж Э Н Е АНАЛИЗ БАСТАМ АЛАРЫ  ПЭН1 7

БО Й Ы Н Ш А  ЕСЕПТЕРД1 ШЕШУД1 ОЦТАЙЛАНДЫ РУ 
Ж О ЛДА РЫ
1.1. Алгебраныц ecenTepiH геометрияныц кемепмен шешу 14

1.2. Алгебраныц ecenTepiH тригонометрияныц кемепмен 24
шешу
1.3. Алгебраныц ecenTepiH векторлардыц KeMeriMeH шешу 32
1.4. Алгебралыц eceптepдi квадрат YшмYшeлepдiц цасиетш 38 
пайдаланып шешу
1.5. Алгебралыц eceптepдi функцияныц цасиетш 43
пайдаланып шешу
1.6. П э ш ш т к  байланыста туындыныц кемепмен 49
шешшетш eceптepдiц тацы ры птары  мен мысалдары

2. А Л ГЕБРА  Ж Э Н Е АНАЛИЗ БАСТАМ АЛАРЫ  ПЭН1 52
БО Й Ы Н Ш А  ЕСЕПТЕРД1 Ш ЕШ УДЕ КО М П ЬЮ ТЕРЛ1К 
ТЕХ Н О Л О ГИ Я Н Ы  ПАЙДАЛАНУ

Ц О РЫ ТЫ Н Д Ы  67

ПАЙДАЛАНЫ ЛГАН Э Д ЕБИ ЕТТЕР Т1З1М1 68

4



Kipicne

Елбасымыз Н.Э.Назарбаевтыц «Казакстан-2050» Казахстан халкына 
жолдауында бш м  беру саласындагы басымдыктардыц шщде: «...Есюрген 
немесе сураныс жок гылыми жэне бш м  пэндершен арылу, сонымен б1рге 
сураныс кеп жэне болашагы бар багыттарды кYшейту кажет. Орта жэне жогары 
бш м  берудщ оку жоспарларыныц багыттылыгы мен басымдыктарын оларга 
тэж1рибел1к машыктарга уйрету бойынша жэне тэж1рибел1к бш ктш кке ие болу 
багдарламаларын косып, езгерту...»[1] деп атап керсеткен болатын.

Б ш м  -  YДемелi индустриальд1 жаца технологияга багытталган 
мемлекет1м1здщ дамуы мен бэсекелестш мумкш дтнщ  аныктауыш керсеткш 1 
болып табылады.

Сондыктан ел1м1здщ жаца даму багытында бш м  беру жуйесшщ алдында:
1. Б ш м  беру мекемелерш оцтайландыру;
2. Оку-тэрбие YДерiсiн тYбегейлi жацгырту;
3. Б ш м  беру кызметтершщ тш мдш гш  арттыру сиякты Yш басты багыт 

айкын койылды. Соныц ш ш де жалпы бш м  беретш мектептердщ алдында 
турган шугыл мшдет -  окуды ем1рге, жаца технологияга жакындату. Осыган 
байланысты мектептеп 1ргел1 жаратылыстану-математика багытындагы 
пэндерд1 окытудагы эдютемелш мэселелердщ мэш ерекше артады.

Казакстан Республикасыныц «Б ш м  туралы» зацында (2007ж.) б ш м  
беру жYЙесiнiц жеке адамды калыптастыруга, дамытуга жэне кэс1би 
шыцдауга багытталган рел1 атап керсетшсе, осы зацныц 41-бабында: 
«Педагог кызметкерлер окушылардыц мемлекеттж бш м  беру стандартында 
кезделген децгейден темен емес бш м , б ш к , дагды алуын камтамасыз етуге, 
жеке шыгармашылык кабшеттершщ кершш дамуы Yшiн жагдай жасауга 
мш детл» делш ген.

Сондыктан орта мектептщ алдында турган н еп зп  мшдеттердщ б1р1 -  
окушылардыц шыгармашылык кабшетш барынша ашып, когамды курып 
дамытуга бар мYмкiндiгiн жумсайтын кабш етл жеке тулганы
калыптастыру. Эрб1р окушыныц тулга ретшде калыптасып дамуына 
математикалык бш м нщ  Yлкен Yлесi бар.

Себебц бгргншгден, математика баска гылымдар саласыныц дамуыныц 
лрегц  кызметш ш , ешншгден, математика коршаган ортаны бшудщ басты 
кезц ушгншгден, математика дедуктивлк курылган гылым болгандыктан, 
окушыныц зацга CYЙенiп, ой корытындылауын, зацды сыйлау
психологиясын калыптастырады, твртгншгден, математика адамныц рухани 
дамуына, гылыми кезкарастарыныц калыптасуына, логикалык ойлау 
кабшетшщ дамуына кемектеседг

Мектеп математикасын ем1рмен байланыстыру, бул пэнд1 адамдардыц 
практикалык жэне техникалык ю-эрекетше колдану Yшiн мектеп 
математикасы мен математика гылымын жаца технологияларга Yйлесiмдi 
жэне барынша тYсiнiктi тYPде окыту кажет.

Бул мэселеш шешу мYмкiншiлiгi -  алгебра жэне анализ бастамаларын 
орта мектеп математика курсында бYгiнгi кYн талабына сай окытуды

5



уйымдастыру. Алгебра жэне анализ бастамаларыныц н еп зп  кYPделi 
тарауларын мектеп курсында окыту мэселесi узак сатыдан eTTi, оны 
мектепте окыту тэжiрибесiне енгiзу мэселесi Х1Х гасырдыц екiншi 
жартысында-ак кептеген елдердi толгандырды.

XX гасырдыц 50 жылдарында Кецестер Одагында математиканы орта 
мектепте окыту реформасы жYзеге асырыла бастады. Алгебра жэне анализ 
бастамаларын мектеп курсына енгiзу идеяларын академик Н.Н.Лузин, 
Д.М.Синцов, профессор Н.А.Глаголев, Б.Н.Делоне, Я.С.Дубнов жэне озат 
мугал1мдер колдады.

Осы кезецде ipi галым-математиктер А.Д.Александров, А.И.Бега, 
Б.В.Гнеденко, Я.Б.Зельдович, А.Н.Колмогоров, М.А .Лаврентьев,
А.И.Маркушевич, И.Г.Петровский жэне баскалардыц мектепте
математикалык бiлiмдi модернизациялау туралы мацызды макалалары 
баспасезде жарияланды.

XX гасырдыц 70 жылдарыныц соцында орта мектепке жаца курс 
«Алгебра жэне анализ бастамалары» енпзшдц бул курстыц енгiзiлуiне 
байланысты осы пэндi окыту эдютемесш дайындаудыц кажеттiлiгi туды.

Алгашкы кезецде кептеген математик жэне эдюкерлер
(А.Н.Колмогоров, А.И.Маркушевич, С.И.Шварцбурд, Н.Я.Виленкин,
О.С.Ивашев-Мусатов жэне тагы баскалар) курстыц жетекшi идеясы мен 
мазмунын аныктау багытында жумыс жасады. Сол сиякты бул сурактарга 
М.Ахметов, В.В.Ветров, Е.В.Галкин, Д.М.Соловьева, А.С.Шумов тагы 
баскалардыц диссертациялык зерттеулерi арналды.

Орта мектепте математикалык б ш м  мазмунын жетiлдiру, бiлiм 
стандартын жобалау, оку-эдiстемелiк кешенмен камтамасыз ету, 
математикалык бш м нщ  сабактастыгы мен болашагы, жаца технологиялар 
мэселелерi казакстандык галымдар А.Е.Эбшкасымова, М.Есмухан, 
Б.Баймуханов, Е.в.М едеуов. С.Е.Шэкiлiкова, Д.Рахымбек, О.Сатыбалдиев 
тагы баскалардыц ецбектерiнде карастырылды.

Ресейлiк галымдардыц зерттеулерiнiц басым к еп ш ш п  алгебра жэне 
анализ бастамаларын мектепте окыту мазмунын аныктау жэне олардыц 
алгебра, геометрия курсымен езара байланысы багытында жYргiзiлген. 
Кешендi тYPде карастырылган жумыстар аздау. Ал казакстандык 
галымдардыц (А.М.Мубараков, О.Сатыбалдиев, т.с.с.) ецбектерi 
математиканы окытудагы сабактастык жэне болашак муFалiмдердi жогары 
оку орнында кэсiби дайындау жYЙесiне арналган.

Каз1рп уакытта Республикамыздагы мектептер бурынгы бiржYЙелi орта 
бiлiм беретiн мектеп емес, пэндердi терецдетiп окытатын сыныптар мен 
мектептердщ бар болуы, акпараттык технологияныц каркындап eсуi заман 
агымына сай б ш м  берудi жетiлдiруге багытталган мэселелердi айкындау, 
ягни окыту эдiстемесiн жетiлдiру, алдымыздагы тэжiрибенi жинактап 
негiздеу, математиканыц болашак дамуын болжауды койып отыр.

Сонымен катар Казакстан Республикасы мектептершдеп алгебра жэне 
анализ бастамаларын окыту практикасында шешiлмеген мацызды мэселелер 
элi де аз емес. Оган: орта мектепте алгебра жэне анализ бастамаларын
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окытуды жетiлдiрудi теориялык-эдютемелш тургыдан негiздеу,
математиканыц колданбалык багытын терец ашу, пэш ш ш к жэне пэнаралык 
байланыстарды жYзеге асыру, сабактастыкты дамыту, Ka3ipri заманга сай 
технологияларга негiзделген эдiстемелiк жабдыктармен математика 
мугаимдерш  камтамасыз ету жэне бYгiнгi кYнн талабына сай бiлiм децгешн 
Yнемi кeтерiп отыру мэселелерi жатады.
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1. А лгебра жэне анализ бастам алары  пэнш  окытудаFы сабактасты к 
жэне п э ш ш т к  байланы старды ц р ел 1

Болашак маманныц Yздiксiз шыгармашылыкпен дамуын камтамасыз ету 
жэне онын, бiлiм алу траекториясын ез мYДдесiне, бейiмдiлiгi мен 
кажеттшктерше сэйкес калыптастыру Yздiксiз кепдецгейлi кэсiби бiлiм беру 
багдарламаларыныц сабактастыкка негiзделуiне тiкелей байланысты.

ХХ гасырдыц 90-шы жылдарындагы бш м  беру жагдайыныц езгерiстерi 
сабактастыгы ец езектi мэселелердiц катарына кетердi. Оныц темендегiдей 
себептерi болды:

-  бш м  берудщ казiрri жYЙесiндегi бiлiм беру мекемелершщ эр типтiлiгi;
-  оку-тэрбие YДерiсiнiц нысандары мен субъектiлерiнiц тYрлiше 

сипаттылыгы;
-  педагогикалык iс-эрекеттiц ею жYЙесiнiц (пэндiк-баFдарлы жэне 

тулгалык-багдарлы) карама-кайшылыгы.
Эдетте сабактастык угымы табигаттагы, когамдагы жэне танымдагы даму 

Yдерiсiнде кубылыстардыц арасындагы байланыстарда жацаныц ескiнi 
ауыстыра отырып, оныц кейбiр элементтерiн езшде сактап калу жагдайы 
ретiнде тYсiндiрiледi. Бул аныктама педагогикалык YДерiстiц ерекшелштерше 
байланысты езгешелiгi бар педагогикалык сабактастыктыц мэн-магынасын 
тYсiнуге негiз болып саналады.

Сабактастык:
-  ол бiрiншi кезекте гылымилык, жYЙелiк, бiрiздiлiк, тYсiнiктiлiк сиякты 

устанымдардыц жузеге асырылуын камтамасыз ететш бiлiм берудiц кагидасы 
болып табылады;

-  бiртутас жYЙенiц элементтерi ретшде жаца жэне ескi бiлiмдердiц 
арасында байланыстар орнатады;

-  эрбiр сабакта жэне курстардыц эртYрлi такырыптарында берiлетiн 
бiлiмдердiц арасындагы байланыстарды аныктайды;

-  бiлiм берудiц эрбiр келесi кезецiнде бiлiм алушыларды еткеннщ 
децгейiнде кiдiртудiц кажетi жоктыгын керсетедг жаца материалмен 
сабактастыкта жумыс ютеу Yдерiсiнде ескiнi еске тYсiру пайдалырак болады;

-  багдарламалар мен окулыктарды сэйкестендiрудi, материалды кайталау- 
корытындылау сабактарын еткiзу сиякты тэсiлдердi колдану жолымен бiрiздi 
байланысты жузеге асырады.

«Сабактастык» уы м ы н педагогика саласындагы зерттеушiлер эр тYрлi 
туургыда карастырады. Мысалы, С.Смаилов сабактастыкты даму YДерiсiнiц 
сатыларыныц, кезецдершщ арасын байланыстырушы буын ретiнде тYсiндiрсе, 
К.Т.Устемировтiц пайымдауынша, сабактастык -  кэсштш бiлiм берудiц 
тиiмдiлiгiн камтамасыз ететш бш м  беру мазмуныныц, эдiстерiнiц, куралдары 
мен дидактикалык материалдарыныц оцтайлы бiрiздшri, бiлiм берудiц бiр 
децгейiнен екiншi децгейiне етудi камтамасыз ететiн олардыц арасын 
байланыстырушы буындар. С.ЗДоканбаев сабактастыкты бш м  берудщ 
кешеншщ эрбiр сатысыныц оку жоспарларындагы игерiлетiн элеуметтш- 
iзгiлендiру, базалык жэне арнайы кэсiби пэндер циклындагы оку пэндерi 
мазмуныныц езара эртYрлi байланыстарыныц негiзiндегi бiлiм алушылардыц
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кэс1би бш м, бш ктш к, дагдыларыныц дамуы деп тYсiндiредi.
Нысан мен кубылыстыц дамуынын, тYрлiше сатыларыныц арасындагы 

байланыс пен карым-катынастарды белгшейтш сабактастык категориясы эл1 
болса да лайыкты дэрежеде зерттелмеген. Сабактастык оку-тэрбие YДерiсiнiц 
зацдылыгы болып табылады, себеб1 кешнгшщ алдыцгымен байланысы белгш  
б1р YДерiстiц барысында пайда болатын жэне кершю табатын ец берш, мэнду 
жалпы, кажетту кайталамалы, объективтш байланыстар мен карым- 
катынастардыц керш ш  болып табылады.

Ел1м1здщ жаца даму багытында бш м  беру жуйесш жалпыулттык кушнде 
калдыра отырып, оку-тэрбие YДерiсiн жаца инновациялык технологияларга сай 
жацгырту кажет. Осыган орай жалпы бш м  беретш мектептщ алдында турган 
басты мшдет -  окуды ем1рге жакындату. Осыган байланысты мектептеп 
сыбайлас пэндердщ байланысын, пэш ш ш к байланысты орныктыратын 
эдютемелш сурактардыц мэш ерекше артады. Мектептеп оку процесшде 
математика мен баска пэндерд1 уштастыра окыту, сонымен катар алгебра жэне 
анализ бастамалары мен геометрияныц ш ю  байланыстарын пайдалана окыту 
эдютерш колдану математикадан тшмд1 жэне терец бш м  берудщ непзп 
шарттарыныц б1р1 болып табылады.

Пэннщ ш ю  байланысын жузеге асыру окушылармен есеп шыгару 
процесшде тшмд1 нэтижеге кол жетюзедг Мундай жаттыгуларды тацдаганда 
олардыц эркайсысыныц шыгармашылык мазмунына, окушылардыц кажетл 
теориялык бш м  непздерш тYсiнуiне жэне карастырылып отырган мэселенщ 
непзп математикалык идеяны аныктауына басты талап койылуы керек.

Пэш ш ш к мазмунды жаттыгуларды шыгару математиканы окыту 
процесшщ тш мдш гш  арттырады. Бул сонымен б1рге математика курсындагы 
барлык тарауларды окып-уйренудщ табиги б1р л т н  камтамасыз етедг

¥сынылып отырган баяндамада, б1з алгебра жэне анализ бастамалары 
курсындагы эр тYрлi такырыптардыц езара тыгыз байланысын керсетпекшз. 
Осы байланыстар непзщде етшетш такырыпты кешенд1 тYPде игеруге 
мумкщдш туады. Себеб1 б1р уакытта жаца такырыпты тYсiндiру барысында 
еткен материалдар кайталанып, алдагы такырыптарга дайындык журпзшедг

Математикадан жуйел1 талапка сай бш м  алуда пэнаралык жэне пэш ш ш к 
байланыстарды, колданбалы багыттагы есептерд1 камтып отырудыц мацызы 
зор.

Окушыларга сапалы бш м  беруде, дуниеге дурыс гылыми кезкарасын 
калыптастыруда пэндерд1 байланыстырып окытудыц мацызы зор.Оку пэндер1 
езара байланыскан гылымдардыц непзшде курылгандыктан, олардыц арасында 
да гылымдар арасындагы сиякты байланыс орнату кажет.

Пэнаралык байланыс дегешм1з -  сабакта етшетш материалдарга косымша 
угымдарды, тYсiнiктердi Yстемелеп енпзу деген сез.Мугал1м пэнаралык 
байланысты ойластырганда, неш немен, кай мелшерде, кай сэтте 
байланыстыратынын дэл аныктап, непзп материал мазмунына зиян келмеуш 
катац ескеру1 кажет.

Пэнаралык байланыстылык жеке пэндердщ езшдш ерекш елтне карай 
жумыс журпзу тэсшдерш белгшейдгМундай методикалык тэсщдердщ жалпы

9



пэндерге ортак тYрлерi бар.Олардыц катарына мыналар жатады:
1. Эр тYрлi сипаттагы пэндердщ мазмунын игеру барысындагы оларга 

тэн ортак кандай да б1р зацдылыктарын тауып,теориялык корытынды шыгарып 
отыру.

2. Б1р пэннщ материалын екшш1 б1р пэннщ мазмунын ашуда 
иллюстрация ретшде пайдалану.

3. Эткен материалдарды кайталау аркылы жеке пэннщ ш ю  мазмун 
б1р л т н , сабактастыгын сактау, сейтш ортак жалпы зацдылыктарын таныта 
отырып жеке мэселелерд1 тYсiндiру.

4. Мазмуны уксас материалдарды байланыстырып жэне такырыптас 
жеке материалдарды салыстыру тYрiнде угындыру.

5. Эр тYрлi пэндерде физика, химия, биология т.б. сабактарда окып 
уйретшетш кубылыстардыц байланысын ашу, материалдык дуниенщ б1р л т н  
керсету.

Гылым дамуыныц каз1рп кезещ гылымдар арасындагы барган сайын 
улгайып отырган байланыспен жэне гылымдардыц езара сабактасуымен, 
эс1ресе математика мен физика бш мш щ  баска салалармен байланысымен 
сипатталады. Сондыктан физика мен математиканы пэнаралык непзде окытуга 
ерекше токталайык.

Физика мен математиканы байланыстыра окыту окушылардыц танымдык 
бш мш е кызыгушылыгын дамытуга, ойлау кабшетш, гылыми кезкарасын 
калыптастыруга кемектеседг

Математика мен физика байланысыныц мацызды формасы физикалык 
мазмунды математикалык есептер шыгару болып табылады. Бул математика 
ушш теорияныц практикамен байланысын кушейтетш куралдардыц б1р1 болса, 
ал физика ушш физикалык угымдарды пысыктап, оны терещрек угынудыц 
кажетп шарты болып табылады. Галымдар математика мен физиканы 
байланыстыра окытудыц мынадай жолдарын ашты:

1. Математикалык угымдарды енд1руде, тYсiндiруде физикалык 
процесстердц

идеялар мен есептерд1 колдану.
2. Физиканы окытуда математиканы пайдалану.
3. Математика мен физика пэндер1 бойынша комплексы экскурсиялар.
4. Абстракты математикалык ернект физикалык зацныц математикалык
ернепмен салыстыру.
5. Физикалык формулалардыц математикалык анализ1 жэне физикалык
тYсiндiрмесi.
6. Математика мен физика сабактарында физикалык мазмунды 

есептердщ шыгарылуына байланысты математика мен физика пэндерш б1р 
уакытта кайталау.

Жалпы, математика мен физиканыц езара байланысы олардыц эр тYрлi 
кезкараста зерделенетш пэндш аймактарыныц жэне идеяларын мен эдютершщ 
ортактыгымен аныкталады. Оларды уш тYрге белуге болады.

1. Физикалык мэселелерд1 шешу Yшiн кажетт идеялар мен эдютер 
математиканыц теориялык дамуына непз болады.
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2. Дамыган математикалык теория 0зшщ идеяларымен, аппаратымен 
физикалык теорияны тудырады, ал ол дуниенщ физикалык б0лiнiсiн дамытып, 
жаца физикалык мэселелердщ туындауына экеледг

3. Физикалык теорияныц дамуы белгш  математикалык аппаратка 
CYЙенедi, ал соцгысы физикада колдану децгейiне байланысты дамып, жетiледi.

Математика мен физиканыц идеялары мен теорияларыныц 0зара 
байланысыныц осы уш тYрлi шартты сипатта, себебi олар «таза турде» 
болмайды, олар бiр-бiрiне 0тiп отырады жэне диалектикалык бiрлiкте болады.

Ендi алгебра жэне анализ бастамалары пэнiндегi такырыптарга сэйкес 
жогарыдагы устанымдарга сэйкес келетiн жаттыгуларды карастырайык.

1.1-мысал. х = V3 + саныныц иррационал екенiн дэлелде.
Шешуг Керi жориык. Айталык, х  -  рационал сан болсын. Онда кыскаша 

к0бейту формуласын пайдалансак,

х2 8 + 2л/15 жэне VT5
х2 -  8 

2
аламыз. Будан л/15 - рационал сан болды. Бiз карама-кайшылыкка келдiк. 

Ендеше бiздщ жоруымыз дурыс емес, ягни х = V3 + s  - иррационал сан. 
1.2-мысал. х = 4 2  + 45  саныныц иррационал сан екенш дэлелде.
Шешуi. Жогарыдагыдай, х -  рационал сан деп алайык. Онда

= 2 + з + 3V6 ( 4 2  + 4 3 )х

х 5 = 3aU6 жэне 4 5  = —  (х3 -  8)
З х v

х
Будан Ue - рационал сан. Тагы да кайшылыкка келдiк, олай болса 

= V3 + V5 - иррационал сан.

1.3-мысал. lim
-5 Л

х + 6х +15 х +18
х̂ -3 х3 + 5х2 + 5х -  3

шешiмiн табайык.

Шешуг Айталык, f  (х) = х3 + 6х2 +15х +18; f  ( -  3) = 0
3 2х + 6х +15 х +18 к0пм уш елтн х + 3-ке б0лемiз.

О 'У
х + 6 х +15 х +18 х + 3
х + 3х х + 3х + 6

3х +15 х +18
3х2 + 9 х

6х +18 
6х +18 
0

f  (х) = (х + 3)(х + 3х + 6)

Айталык g (х) = х3 + 5х2 + 5х -  3, g (-  3) = 0 жогарыдагыдай тэсшмен 

g  (х) = (х + 3)(х2 + 2 х -1 )  екенше к0з жетюзуге болады. Ендеше
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lim
x +  6 x + 1 5 x +  8  ]||yi ( x  +  3 )(x  +  3x +  6 )

3 x +  5 x  +  5 x — 3 x̂  3 ( x  +  3 )(x  +  2 x — 1

t . x  +  3 x  +  6  9  — 9  +  6  _
lim  --------------- = ---------------- =  3

x ̂ —3 x  +  2  x  — 1 

1.4-мысал. y--

9  — 6  — 1

x + 4 x + 10  x + 1 2  x + 10 функциясынын, ец Kimi мэнш
x + 2 x + 3

табыцыз.
Шешу^ Туынды аруылы зерттеуге болар еду 6ipay ол техникалыу тургыда 

уиындык; тугызады. Есептi mеmудi жещлдету YmiH кeпмYmелiктi кeпмYmелiкке 
бeлудi пайдаланып, сонан соц туындыны уолданамыз.

x  +  3x 4 + 4 x 3 + 1 0  x 2 + 1 2  x + 1 0

x 4 + 2 x 3 + 3x2 x + 3x +  6
2 x 3 + 7 x 2 + 12x + 1 0

2 x + 4 x + 6 x

3x + 6 x + 1 0  

3x2 + 6 x + 9

1

1Сонымен y = x2 + 2 x + 3 + -
x z + 2 x + 3

Белгшеу енгiземiз. x 2 + 2 x + 3 = t
t = (x + 1)2 + 2 жэне x 2 + 2 x + 3 = t

онда
t2 — 1

y = ' + 1 ; y = 1+ [ - 7 J= t*

(0,1) -1 (-1,0) (0,1) 1 (1;+ю)
y + 0 - - 0 +

Бiрак бiзде t > 2 жэне y (t) eспелi, ендеше y  = y mn 2 + 1  = 2,5 
2

Алуымыз бойынша x 2 + 2 x + 3 = 2 тек x  =  —1 болганда y ^  = 2,5 мэн алады. 
y (x ) функциясыныц Yздiксiздiгiнен y rin - функцияныц ец Kimi мэнше сэйкес 
келедi. Сонымен бершген функцияныц ец Kimi мэнi 2,5-ке x  =  —1 нYктесiнде тец 
болады екен.

1.5-мысал. y  =
x + 4 x +1 

x + 2x + 2
функциясыныц келбеу ассимптотасын табыцыз.

Шеmуi. КепмYmелiктердi белудi орындап, мынаны аламыз.
2 x — 3

x + 4 x +1 — x — 2 + ■
x + 2 x + 2

lim —7-2^— 3—  = 0 болгандьщтан келбеу ассимптота y  = x — 2 тYзуi болады.
x̂ “ x + 2 x + 2
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1.6-мысал. 2x2 + 41x -  91 -dx интегралын есептещз.
(x -  l)(x + 3)(x -  4)

Шешу1. Интеграл тацбасы астындагы рационал белшекл жай белшектерге 
ж1ктейм1з.

2x2 + 41x -  91 A B C+ ■
(x -  l)(x + 3)(x -  4) x -1 x + 3 x -  4
Соцгы тецджтщ оц жагын ортак бел1мге келт1рш, бел1мдершщ тецдтнен  

олардын, алымдарыныц т е ц д т  шыгатынын жэне кепмYшелiктердiц тецдтнен  
олардыц сэйкес дэрежелер1н1ц коэфициенттершщ тецд1г1 орындалатынын 
ескере отырып А,В,С-ларды табамыз.

Сонда A = 4, B = -7, C = 5 екен дтн  табамыз.
Будан

2x2 + 41x-91 л _ rf_4____7 5 ^  _
(x -  1)(x + 3)(x -  4) x - 1 x + 3 x -  4 )

= 4 In |x -1  -  7 In |x + 3 + 51n |x -  4 + C

7 x + 6x + x —136 x + 6
x2 + 4

1.7-мысал. J

Шешу1.
r 7 x 5 -  6x 3 + x 2 - 136x + 6 ,  rf _ 3 . .J --------------------------------dx = J I 7x3 -  34x + 1 + -

dx интегралын есептещз.

x 2 + 4 

J (7x 3 -  34x + 1)dx + 2J

2 Idx =

dx
x2 + 4 4

x2 + 4
7 x= — x -17x + x + arctg— + C

2
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1.1. Алгебраныц есептерш геометрияныц кемепмен шешу
1.1.1-мысал
а-ныц кандай мэндершде тендеу тYбiрлерiнiц айырымыныц модулi ец 

Yлкен мэн кабылдайды:
x 2 -  6x +12 + a2 -  4a = 0

Шешуi: Берiлген тецдеудi толык квадратын бeлiп алу аркылы мына тYPде 
жазамыз: (х -  3)2 + (а -  2)2 = 1 жэне xa координата жYЙесiнде графигiн саламыз.

Айырым модулiнiц ец Yлкен мэнi шецбердiц центрiне келетiнi белгш. 
Олай болса, жауабы а = 2.

1.1.2-мысал.
л/1 + X  — х + ^  1 + X  — хл/3 eрнегiнiц ец кiшi мэнiн табыцыз.

Шешуi: f (х) = л/Т + х 2 -  х  + -\/1 + х2 -  хл/3 функциясы деп карастырып,
аргументке мэндер беремiз. Барлык х < 0 Yшiн f  (х)>  f  (о) кабылдайтынын
байкауга болады. Демек функцияныц ец кiшi мэш болатын iзделiндi нYктенi 
айнымалыныц терю емес мэндерiнен iздеу керек.

х > 0 жагдайын карастырайык. Геометриялык тYрлендiру жасауга болады. 
ОА=ОВ=1 болатындай ОА жэне ОВ перпендикуляр кесшдшерш, жэне 
ZM OB = 30°, ZMOA = 60° болатын ОМ=х кесiндiсiн тургызайьщ.

ОМВ жэне ОМА Yшбyрыштарынан косинустар теоремасы бойынша

MB  = V1 + х2 -  хл/3 жэне MA = л/1 + х 2 -  х тецдiктерiн алуга болады.
1.1.3-мысал
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VT +  x 2 + -J 1 +  x 2 — x V 3  =  л/3 тецдеуiн шешу керек.
Шешуi: Алдыцгы есептщ шешу идеясын пайдаланамыз.

f  (x)= 4 \ + x  + VT + x2 — xV3 функциясында x < 0 y™ h f  (x) > f  (0)=  2
тецсiздiгi орындалатыны белгiлi. Демек, f  (0) = 2 сияк;ты тецдеудiц шешiмдерiн 
айнымалыныц оц мэндершщ iшiнен iздеймiз.
OA = OB = 1, O M  = x , ZAOB = 120°, ZA O M  = 90°, ZM OB = 30° болатындай

Будан x = OM  = OK = S
3

. Жауабы: s
3

1.1.4-мысал.
a, b, c оц сандары Yшiн мына тецсiздiктiц

yla2 — ab + b2 +л/b2 — bc + c2 > Va2 + ac + c2 
орындалатынын дэлелеудеу керек.
Шешуi. OA = a, OB = b, OC = c жэне ZAOB = 60°, ZBO C = 60° болатындай 

OA, OB жэне OC кесшдшерш карастырамыз.
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Мунда
a " -  ab + b"AB = л/

BC = л1 b2 -  bc + c7

AC  = V 2 2 a + ac + c
болатынын керуге болады. Онда кез келген ушбурыш ушш AC < AB + BC  

орындалатынын ескерсек, онда берiлген
“2 2  2л/a 2 -  ab + Ъ2 + л/ b2 -  bc + c2 > л/ a2 + ac + 

тецш здтнщ  орындалатынын ацгару киын емес.

1.1.5-мысал.
.х2 + ху + у 2 = 4

х2 + xz + z2 = 9 тецдеулер жYЙесiнiц оц шешiмдерi бар ма?

у 2 + yz + z 2 = 36

Ш ешуь Бастапкы терт есеп сияк;ты, утбуры п тар тецсiздiгiн 
пайдаланамыз.

ЖYЙенi канагаттандыратын оц х, у, z табылады деп болжайьщ.
OA = х, OB = у, OC = z, ZAOB = ZBO C  = Z.COA = 120° 

болатындай ОА,ОВ,ОС кесiндiлерiн тургызайык;.
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Онда АВ, АС жэне ВС KedHArnepi Yшiн мына тецсiздiк орындалады: 
AB + BC  > B C . Б1рак, тецдеулер жYЙeсiнeн AB = 2, AC  = 3, BC = 6 тецджтерш
ecKepeMi3.

Жауабы: оц шeшiмдepi жок.

1.1. 6-мысал.

( Х  -  Х 1 ) 2 +  ( У 2 -  У  ) 2 W ( X 3 -  Х 2 ) 2 + ( У 3  -  У 2  ) 2 > л1( х 3 -  Х 1 ) 2 + ( У 3  -  У  ) 2 

тeцсiздiгiн дэлелдеу керек.
Шешуi. xy координата жазьщтыгында A(x1, y 1), B(x2, y 2), C (x3, y 3)

нYктeлepiн карастырайык. Онда

AB = л1(х 2 -  Х1 )2 + (У 2 -  У1 )2

BC  = (х3 -  Х2 )2 + (У3 -  У2 )2

AC  = V(x3 -  Х1)2 + (У3 -  У1)2
тeцдiктepi орындалады. Кез келген утбуры т  Yшiн AB + BC  > AC  

тецш здт орындалатынын ескерсек, онда бepiлгeн тецшздштщ орындалатынын 
ацгару киын емес.

1.1.7-мысал.
Кез келген х, у , z Yшiн

у[Х + xy + у  + д/Х + xz + z > -̂ ~y + yz  + z 

тeцiздiгiн дэлелдеу керек.

Ш ешуь Координаталык жазьщтьщта A(x,0), B y  _____
2 , 2

^  1 J

нуктелерш карастырамыз. Онда

z W 3 л
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AB = т] x 2 + xy + y 2,

AC  = л/x + xz + z ,

b c = V ^ ~ + yz+ z "̂
Олай болса, бурынгыша YшбYрыштар тецсiздiгiн пайдаланамыз.

1.1.8-мысал.

4 x ~+(y - W  W ( x -  1)2 + у 2 ернепнщ ец кiшi мэнш табу керек.
Ш ешуь уу координаталык жазыктыкта A(l;0), B(0;l) жэне кез келген 

M  (x; у ) жYЙесiн карастырайык.

Онда мундай тYрлендiру есептiц шешшш айкын керсетедi. Расында да МВ 
мен МА кесiндiлерi узындыктарыныц косындысы

x 2 + (у  - 1)2 + (x - 1)2 + у 2 .
М нYктесi АВ кесiндiсiнiц бойында жатканда гана, ягни 

MA + MB = AB = V2 болганда гана ец к ^  мэн кабылдайды. АВ кесiндiсiнiц кез 
келген нYктесiнде берiлген ернек ец к ^  мэнге умтылатынын атап еткен жен. 
Жауабы: 2.

1.1.9-мысал.

U (x  -  2)2 + (у  -  4)2 + У *  -  5)2 + (у -  8)2 = 5 „ .< тецдеулер жYйесiн шешу
3xy -1 0  у  = 3

керек.
Ш ешуь Алдыцгы есептегiдей координаталык жазыктыкта A(2;4), B(5;8) 

жэне M  (x, у ) нYктелерiн карастырайык.
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Онда MA + MB > AB  Yшбурыштар тецсiздiгi
(x -  2)2 + (у -  4)2 + (x -  5)2 + (y -  8)2 > 5

TYpiHe келедi. Тецдш тек М HyKTeci АВ-ныц бойында жатканда гана 
орындалатыны белгiлi. АВ TY3yirnH, тецдеуi 4x -  3y  + 4 = 0 тYрiнде болады.
Будан бастапкы жуйеге мэндес жуйе аламыз:

14 x -  3 у + 4 = 0
< 3xy -1 0 у  = 3 

2 < x < 5
ЖYЙешц шешiмдерi, ягни есептiц жауабы: x = 3,5 у  = 6 .

1.1.10-мысал.
x, у  сандары Yшiн 2\x| +

л/-*2 + у ~ + V x  +
Ш ешуь 2| x| + |у| = 2 тецдеушщ графигi ромб болатынын керсету киын

= 2 орындалатын болса,

2 ' " 2 ' д/x 2 + (у + 3)2 ернегiнiц ец Yлкен жэне ец китл мэндерiн табу керек.

емес.

Онда геометриялык тiлмен айтканда МО жэне МК кесiндiлерiнiц
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узындыктары косындысыныц ец Yлкен жэне ец кiшi мэндерш аныктау керек. 
Мундагы O(0;0), K (0;-3) ал М HYKreci ABCD ромбысына тиiстi. МОК
ушбурышын карастырайык. MO + M K > OK = 3(М нуктеш С мен беттескенде 
тана тецшздк тура тецдiкке айналады) 0p i карай MO < AO  жэне M K  < A K  
тецсiздiктерiн дэлелдеу киын емес. Соцгы екi тецсiздiктi ескерш,

MO + M K  < AO + AK  = 7 (M нуктеш А-мен беттескенде тецдiк тура 
тецдшке айналады) тецсiздiгiн аламыз.

Жауабы: ец Yлкен мэнi 7, ец ки т  мэш -3.

1.1.11-мысал.
Егер x -  у  -  3 = 0 шарты орындалса, ^ х 2 + у 2 + ^ (х  -  4)2 + (y -  3)2

©рнегiнiц ец китл мэнш табу керек.
Шешуi. ху координата жазыктыгында у  = х -  3 тYзуiнде жаткан 

O(0;0), A(4;3) жэне M  (х, у ) нYктелерiн карастырамыз.

MA + MO  косындысы ец кiшi мэн кабылдайтындай М нYктесiнiц орнын 
табу керек. А нуктесше осы тYзуге караганда симметриялы болатын B(6;l) 
нYктесiн карастырамыз. Онда М-нщ орны ОВ мен у  = х -  3 тYзулерiнiц 
киылысында жатады. ТYзуге тш сл кез келген М YmiH

OM + AM  = OM + MB > 437 . Т ецшздк М нYктесi D
18 3
5 5

нYктесiмен

беттескенде тецшздш тура тецдiкке айналады. Жауабы: 437 .
v

1.1.12-мысал.

aш c2 + 4 b 1 c 2 < У .(a > 0,b > 0, c > 0) т е ц а зд т н  дэлелдеу керек.
c

Ш ешуь Егер a = c немесе b = c болса, онда тецшздш орындалатыны 
айкын. a > c жэне b > c жатдайларын карастырайык. Мундай a ,b, c -лар Yшiн 
AB = AD = a , CB = CD = b, DB = 2c болатын ABCD дельтоидын куруга болады.
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Онда
c

c

c

a c — Sdab

^  2 -  c 2 — Sbcd

yfa — c + c^Tb — c — Sdab + S BCD — SA b c d  — absin ZABC < ab

1.1.13-мысал.
x > 0, y  > 0, z > 0 ymiH

' x2 + y 2 — 16 

<y2 + z2 — 48 

J 2 — xz
орындалса, S — xy + yz  ернегшщ M9HiH табу керек.
Шешуi. Жарты шецбердщ АВ диаметрi бойынан AB — AC + CB ( мундагы 

AC — z, CB — x ) болатындай С нYктесiн алып, осы жарты шецбердi D

Олай болса, жYЙенiц 3-mi тендеушен CD — y  болатынын керемiз.

' x2 + y 2 — 16 

y 2 + z2 — 48

Тендеулершен BD — 4, AD — W 3  тендiктерi шыгады, олай болса, 

S — xy + yz — 2Sbcd + 2Sacd — 16-J3 
Жауабы: 16л/э.
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1.1.14-мысал.
Егер x > 0, y  > 0, z > 0 Yшiн

y
x + xy + = 25

3

A  + z 2 = 16
3

z 2 + zx + x 2 = 9

Te^,iKTepi орындалса, M  = xy + 2 yz + 3xz ернегшщ мэнш табу керек.

Шешуi. ZBO C = 90°, ZCOA = 120°, ZBOA = 150° болатын OB ■■ 

жэне OA = x  кесшдшерш саламыз.

У_
3

,OC = z

Онда есеп шартынан AB = 5, BC = 4, AC = 3 жэне SABC = 

тецдштерш алуга болады. Онда

BC • AC  
2

= 6

S = s  + s  + s  = - y z + x z A = 6s  ABC SBDC + SCOA + SBOA 2-\[b 4 4-\[b 6 '

Ендi тендштщ екi жагын 4^/3 -ке кебейтш, M  = 24^3  тецдiгiн аламыз.

1.1.15-мысал.
Егер x > 0, у  > 0, z > 0 Yшiн xyz(x + y  + z ) = 1 болса, онда (x + y )(x + z ) > 2

тецш здтн дэлелдеу керек.
Шешуi. x > 0,y  > 0, z > 0 Yшiн АВС утбуры т ында.

AB = c = x + y, BC = a = y  + z, AC = b = x + z 
болатындай Yшбyрыш кабыргалары бойынан K , M , N  нYктелерi

табылатыны белгiлi.
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AB , BC , AC  кабыргаларымен жанасу HYKTeci болады. p  = x + y  + z тецдiгiн 
аламыз. Мундагы p  -  жарты периметр.

Будан баска
AK = AN = p  -  a = x 
BK = B M  = p  -  b = y  
CM  = CN = p - c = z

Бiрак есеп шартына сэйкес
xyz(x + y  + z ) = p (p  -  a )(p -  b)(p -  c) = S 2 = 1 жэне S = 1

Мундагы S -  АВС Yшбурышыныц ауданы. Бiр жагынан алып Караганда
2S = AB • AC • sin ABAC < AB • AC  = (x + y )(x + z )

Олай болса, (x + y  )(x + z  )> 2S = 2

1.1.16-мысал

л/99-101 W 98-102 +... W 2-198  W 1 -199 < 1002ж
4

тецсiздiгiн дэлелдеу керек.

Ш ешуь Радиусы 1-ге тец болатын децгелектщ б1р ширегiн карастырамыз. 

Осы белжтщ iшiне енi ^  -ге тец болатын 99 тштертбурыштан туратын

баспалдакты фигура саламыз. Бiрiншi тiктертбурыштыц ауданы

S  = OB • AB = OB •л/1 -  OB2 = —  1 - 1
1 100 I 100.

Екiншi тiктертбурыш Yшiн

S 2 = — л 
2 100

1 -I
т !

98•102
1002

99•101
1002

т.с.с.

S =J_
100 ]j

1 -I 99 1 • 199

Д 00 J V 1002

Баспалдакты фигураныц ауданы децгелек ширегiнiц ауданынан юшг Олай 
болса:

л/99 ‘101 98 ‘102 2 ‘198 1 ‘199 ж+ +... + + <
1002 1002 1002 1002 4

2

2

2
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Дэлелдеу кереп де осы едi.

1.1.17-мысал
Егер х  > x2 > х  > x4 > х  > 0 болса, онда 

X  -  х22 + х32 -  х42 + х52 > (х -  х2 + х3 -  х4 + х  )2 тецсiздiгiн дэлелдеу керек.
Шешуi. Дэлелдеу керек тецшзджтщ сол жагы -  а суреттеп боялган 

бeлiктердiц аудандарыныц косындысы. Ал оц жагы -  кабыргасы 
х  -  х  + х3 -  х  + х5 -ке тец болатын квадраттыц ауданы. Алынган фигуралардыц
эркайсысы 1 квадраттан жэне терт трапециядан турады, квадраттар тец, сэйкес 
трапециялардыц биiктiктерi тец, бiрак а суретте трапециялардыц орта 
сызыктары б суреттегi трапециялардыц орта сызыктарына Караганда кеп. 
Сондыктан бiрiншi фигураныц ауданы екiншiсiнен кем емес ( х  = х3 жэне х  = х5 
болганда тецсiздiк тецджке айналады).

1.2. Алгебраныц ecenTepiH тригонометрияныц KeMeriMeH шешу

1.2.1- мысал
a, b, c, d сандары a2 + b2 = 1, c2 + d2 = 1 шарттарын канагаттандырса, \ac -  bd\ < 1

тецсiздiгiн дэлелдеу керек.
Шешуь
a2 + b2 = 1, c2 + d2 = 1 орындалатын болса, a = sin a, b = cos a, c = sin f ,  d = cos f  

болатын a, f  бурыштары табылады. Будан
ac - bd = sin asm f -  cosacosf = - cos(a + f )

Будан |ac -  bd\ < 1 ек ен д т  шыгады.
1.2.2- мысал.
m2 + n2 = 1, p 2 + q2 = 1, mp + nq = 0 екендiгi белгш  болса, mn + pq -ды табу керек. 
Шешуi. m = sin a, n = cos a, p = sin f , q = cos f  деп аламыз. Будан 

mp+nq = cos(a- b). Есеп шартынан co s(a -f)  = 0 екендiгi шыгады. Эрi карай 
mn+pq = sin acosa + sin f c o s f  = sin (a + f  )cos(a -  f ) = 0 . Жауабы: 0

1.2.3- мысал
n e N  Yшiн, n > 2 жэне |х| < 1 шарты орындалса, (1 + х)" + (1 -  х)n < 2n тецсiздiгiн

дэлелдеу керек.
Шешуi.
|х| < 1 екенш ескерiп, х = cosa ,ae(0 ;x) деп алуымызга болады. Онда

Т cos2n -  
2

>2n sin2 n a  
2

2n a  ъ --
2

2 n  a  
[ —

2

2 n

: n > 2 a 1 .̂  лжэне — e l  (); —2 l 2
a a • 2 a
— < cos — - sin --  == 1 .
2 2 2

2n a  2 a  . 2n a  . 2  a  ^  2n aн cos2̂  < cos — жэне sin — < s i n— . Будан c o s — - 
2 2 2 2 * 2

1.2.4-мысал
4 1 -х2 = 4х3 - 3х тецдеуiн шешу керек.
Шешуi.
Бул тецдеуде |х| < 1, х = cosa,ae[0;xl деп алып мына

n
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4 1 -  cos2 а  = 4cos3a -  3cosa  немесе Isin а\ =  cos За . Мунда sin а >  0 болгандыцтан,
ж

sin a = cos За  немесе c o s 3 a -  c o s |— - a j  = 0 орындалады. Бул тецдеу мына

жиынтыкцен мэндес 
3жа  = ------+ жп
4

ж mа = — I------
8 2

мандаты n, к -  бYтiн сандар.

Алынган екi тYбiрлер сериясынан 
цанагаттандыратындарын гана тацдап аламыз:

0 <а<ж шартын

ж 
8 ,

5ж 

8 !

3ж

4
•iti' ж 5 ж 3 жЖауабы: x = c o s — x = c o s —  немесе x = c o s —

J 8 8 4

1.2.5-мысал
41 -  x  =  2x 2 - 1 +  2x V 1 -  x 2 тецдеуiн шешу керек. 
Шешуi.
x  =  c o s a ,  а е  [0;ж] болсын. Алмастыру жасау аркылы

42 . а
sm — 

2

а= c o s 2 n  2cos|sin а \ тецдеуiн аламыз. Сол сияцты sin — > 0 жэне sin а > 0

I— адеп V2sin — = cos2a  + sin 2 а  аламыз.
2

. f  3а жЛ f 5а ж Л л Б¥дан sm l -1г +  -8  I cos! - 4- + -8  1 = 0

ж 4жка = -------1--------
6 3

3ж 4жпа  = ------ 1--------
10 5

мундагы п, к -  булн сандар.

[0;ж] аралыгында тек бiр шешiм гана сэйкес келедг а = Щ

Жауабы: x = c o s —
7 10

1.2.6-мысал
x + ■V1 - x2 = 42(2x2 - 1) тецдеуiн шешу керек.

Шешуь
Алдыцгы екi мысалдагыдай, x = ^ а , а е [ 0;ж] алмастыру жасаймыз. Сонда

|cos а  + sin а\ = 42  cos 2 а ,  42  

жуйемен мэндес:

f жc o s l ----- а
l 4

= 4 2 ^ 2 а  тецдеуш аламыз. Бул тецдеу мына
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cos21 —~ a \  = cos2 2 a
1 4 J

cos 2a > 0 

Будан

1 + cosf — -  2a

2
cos 2a >0  

sin 2 a  = -1

• .  1sin 2 a  = — 
2

cos 2 a  > 0

1 + c o s 4 a  
2

a  = ------ v —k
4

—
a  = -----v—n,

12

мундагы n, k -  6YTiH сандар.

a  ушш шектеудi ескере отырып,
3— —a  = — , a 2=— тецдiктерiн аламыз.

~.Tr 3— 42  — 46  + 42Жауабы: s = cos—  = ------ , x = c o s—  = --------------
J 4 2 12 4

1.2.7-мысал
1 +2x41- x + 2 x2 = 1 тендеуш шешу керек.

2

Шешуь
Бул тендеуде де x = c o s a , a e [0;—] деп аламыз. Онда бастапкы тендеу мына

J1 + sin 2 a  „ т- -
-------------= -  c o s 2 a . Буган мэндес мынадаи жуиеге келемiз

[1 + sin 2 a  = 2 -  2 s in 2 2 a  

[cos 2 a  < 0 

Будан 
sin 2a  = -1 

1
sin 2 a  = —

2
cos 2 a  < 0

a  = ------v—k
4

5—
a  = -----v —n,

12
3—

мундагы n , k -  бутш сандар.

5—
a  = — , a 2 = —  шешiмдерi гана сэикес келедi. 

лт/. r  з — 42  5— 46 - 42Жауабы: x = c o s—  = -------немесе x = c o s—  = --------------
J 4 2  12 4

1.2.8-мысал
xl 7  x2 , . . . ,  xn на

кубтарыньщ косындысы 0-ге тен екеш белгiлi болса, мына тенсiздiктi
x ,x2,..., xn накты сандары [ -1;1] аралыгында жатыр. Осы сандардын

<

<

<
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n
X1+ X, + ...+ Xn s 3  дэлелдеу керек

Шешуi.
X = c o s a , x2 = co sa2 xn = co saH, a  e [0;я] i e 1,2,...,n болсын. Онда

cosa, + co sa7 + .. + cosa =1 2  n

4cos3 a  -  co s3 a  4cos3 a 2 -  cos3a2
3

+ ■
3

+... +

+ ■4cos3 a -  cos3a 1 n
=  -  -  (cos3a + cos3a + ...+ c o s3 a )s

( n = 9k , к e Z  жагдайында тецшздш тура тецдiкке айналатынын ескерткен
жен).

1.2.9-мысал
8x(l -  2x2 )(8x4 -  8x2 + i) тецдеуiнiц [0;l] аралыгында жататын канша TY6ipi

бар?
Шешуi.
x = 0, x = 1 нYктелеpi бул тецдеудiц тYбipлеpi бола алмайды, б1рак (0;l) 

ашык аралыгын карастыру жеткшктг
г

x = c o s a ,a  e
я

0;— I болсын. Онда бастапкы тецдеу мына тYpге келедi: 
V 2 У

8c o sa (1 -  2 cos2 a)(8cos4 a  -  8cos2 a  + 1)=1

Бiзге тек
я

0;— I аралыгында канша тYбipi бар екенш аныктау жеткiлiктi.
V 2 У

Соцгы тецдеудi тYpлендipу аркылы
-  8 co saco s2 aco s4 a  = 1 

тецдеуш аламыз. s in a ^  0 болгандыктан,
-  s in a c o sa c o s2 a c o s4 a  = sin a  

9 a  7 a  2
Будан -  sin8a  = s in a ;2 sin — cos—  = 0 ,a  = —як ,k  e Z немесе

2 2 9
я  2яп . .a  = — + —̂ ~ , n e Z . Бфщттл жэне еюнттп шешiмдеp жиынын

тек 2 нуктеден гана сэйкес келедi.
Жауабы: Беpiлген тецдеудщ [0;1] аралыгында 4 тYбipi бар.

я
7 ; 2 ,V 2  У

аралыгында

1.2.10-мысал
W 2 |x| (x2 -  1X2x4 4x2 + 1)= 1 тецдеушщ аралыгында канша

тYбipi бар?
Шешуь
Тецдеудiц сол жагы так функция болгандыктан 

тYбipлеpшщ санын аныктасак жеткшктг
0;V2 аралыгындагы
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( x = 0 жэне x = 4 2  бул тецдеудiц шешiмдерi болаx = V2 c o s a ,a  e  f 0;—
l  2 J

алмайды). Алмастыру жасау аркылы
8cosa(2 cos2 а  -  l)(8cos4 а  -  8cos2 а  + 1) = 1 

тецдеуiне келемiз. Тецдеудщ сол жатын ыкшамдап, 8 co saco s2 aco s4 a  = 1

тецдеуш аламыз. Бул тецдеу
с — з 
0; —

l 2
аралыгында мына тецдеумен мэндес:

2—k — 2—n
sin8а  -  s in a  = 0. Будан а  = ---- ,k e Z  немесе а  = — i------- ,n e Z

7 9 9
Бiрiншi шешiмдер жиынынан тек 6ip TY6ip, ал екiншi шешiмдер жиынынан 

2 TY6ip сэйкес келедг Сонымен 0;42  аралыгында 3 TY6ip бар. Демек, 
[- 4 2 ;4 2  ] аралыгында 6 TY6ip бар.

1.2.11-мысал
a 2 + b2 = 9

< c2 + d 2 = 16 жуйесшщ (a, b, c, d ) барлык шешiмдерi арасынан b + d  ернеп
ad + bc > 12

ец к ^  мэн кабылдайтындай шешiмiн тацдап алу керек.
Шешуi.
Алташкы екi тецдеуге мынадай тYрлендiру жасауга болады: 
a = 3 cosa, b = 3 sin а ,  c = 4 cos Д  d  = 4 sin В, мундагы а  e (0;2—], В e (0;2—]. 

Онда жYЙедегi тецшздш мына тYрге келедi:
12 co sa  sin /  +12 cos В  sin а  > 12, ягни sin (а  + Д)>  1 

а  мен В  -ныц жататын облыстарын ескере отырып

а  + В = — немесе а  + /  = — . Будан 
2 2

b + d  = 3 s in a  + 4 sin В  = 3 c o s /  + 4 sin В  =

5
3 4

c o s /  + - s in  В = 5sin(^ + / )
l 5 5 J

3 4
Мундагы sin (p = —, cos^ =

5 5
Олай болса, b + d  > -5 . Бутан карап, b + d  -ныц ец к ^  мэш -5-ке тец деп 

бiрден корытынды жасаута болмайды. М щдети тYPде b + d  = -5  
орындалатындай b мен d  мэндерi табылатынын керсету керек.

Расында да c o s /
3 4
— жэне sin В = - — болтанда

b + d  = 3 cos В  + 4 sin В  = -5  т ец д тн  аламыз.

Демек, sin а  = cos В
3
5

cosa  = sin В
4
5
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Жауабы: (a, b, c,
9
5 ’

12 
5 ’

16 ̂
5 ,  '

1.2.12-мысал

x, y  кез келген накты сандары Yшlн 1 ^ ( x + уХ1 -  xy К 1
—  < < — тецс1зд1п

2 (1 + x2 j(1 + y 2) 2
орындалатынын дэлелдеу керек.

Шешуi.
Есептщ шартында x пен у  -ке ешкандай шектеу бер1лмеген. Мундай

жагдайда мынадай алмастыру жасаган ти1мд1рек:
„ (  п  п \  п (  п  п \

x = tg a ,y = tg ft, мундагы a  el - - ; -  I,ft el -  —; -  I.

(x + У )(1 -  xy ) = (tgq  + tgfiX1 -  tgq  tgp)
И Г ? )

1
= sin (a + ft) cos(a + ft) = — sin2(a + ft)

Осыдан барып дэлелдеу керек тецс1зд1г1м1зд1ц орынды екеш кер1нед1.

1.2.13-мысал
1 < x 2 + у 2 < 2 екен1 белг1л1 болса, z = x 2 + xy + y 2 ернегшщ ец улкен жэне 

ец кптп мэндерш аньщтау керек.
Шешуi.
Кез келген x e R, y  e R  уш1н x = r cos a , y  = r s in a  т е ц д т  орындалатындай 

r e R ,a e (0 ;2 n ]  сандары табылады. Есепт1ц шартынан

1 < r2 < 2, z = r 211 + 1  sin 2a тецджтерш алуга болады. Б1рак

1 1 3  1
— < 1 + — sin 2 a  < —. Демек, — < z < 3. Егер x = y  = 1 болса, онда z = 3, ал егер

V2 V2 _ 1x = — , y  = ------ болса, онда z = —.
2 2 2

Жауабы: min z = 1 ,  max z = 3.

1.2.14-мысал
3xy -  4x2 . . . . .
—------ — ернепн1ц ец улкен жэне ец китл мэндер1н аньщтау керек.

x + У
Шешуь
x = r cos a ,  y  = r sin a ; r e R, r Ф 0, a  e (0;2п] болсын. Онда
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A =
3xy -  4x 2 3r2 sin a c o s a -  4r2 cos2 a  3 .
x 2 + У2 2 2 2 r (cos a  + sin a

\-----= — sin 2 a  -  4 cos2 a  =
2

3 5 f
= — sin 2a  -  2 cos2a  -  2 = — 

2 2
3 4 \
-s in  2a  —  cos2a  

V 5 5 у
-  2 = 5  sin (2a  -q>)- 2

3 . 4 ^  9 1 , 9
тецдiгiн аламыз, мундагы cos^ = - ,  sin (p = —. Демек —  < A < —. A = —

5 5 2 2 2

жэне A = 1  болатындай a  -нын, мэндерi табылатынын оцай керсетуге болады.

3 5 3 5
Ол y™ h - s i n 2 a - 2 c o s 2 a  = - — жэне —s in 2 a -2 c o s 2 a  = — тецдеулерiнiц

шешiмi болатынын керсету жеткiлiктi.
9 1

Жауабы: min A = -  —, max A = —.

1.2.15-мысал
a -  b b -  c c -  a a -  b b -  c c -  a _ . .

--------- -̂--------- -̂------- = ---------------------------тецбе-тецдтн дэлелдеу керек.
1 + ab 1 + bc 1 + ac 1 + ab 1 + bc 1 + ac
Шешуь

a , (3,y
ж _ жл
~2,12 у

аралыгында жатады деп алып a = tga, b = tgfi, c = tgy

алмастыруын жYргiземiз. Дэлелдеу керек тецбе-тецдiгiмiз мына турге келедi:
tg (a - р )  + tg (Р  -  y) + tg (y - a ) = tg (a -  p )  ■ tg (P -  y) ■ tg (y -  a )  
tg (a - P) + tg (P - y )+ tg (y - a ) = tg (a -  y X1 -  tg ( a -  P)tg (P  -  y ))+
+ tg (y -  a )  = tg (a -  p )tg (p  -  y)tg(y -  a )

V

1.2.16-мысал
f  (t) = л/1 + 12 - 1 болсын. x, y, z оц сандары Yшiн xy + yz + zx = 1 т е ц д т  

орындалса, f  (x)f  (y ) + f  (y )f  (z)+ f  (z)f  (x) ернегшщ мэнш табу керек.
Шешуь
a , p , y  - CYиiр бурыштар деп карастырып мынадай алмастыру жасау керек: 

x = ctga, y  = ctgP, z = c tg y . Есептщ шартынан
ctgactgP  + ctgPctgy + ctgy ctga = 1 немесе tg a  + tgP + tgy = tg a tg p tg y  т ец д тн  
алуга болады.

a , p ,y  -  ушбурыштыц iшкi бурыштары болатынын керсетешк.
Расында да

tga  + tgp + tgy -  tga  tgp tgy = 0, 
tga  + tgp + tg(1 -  tga  tgp) = 0

a , P , y  -  бурыштары CYиiр болгандьщтан
(tga  + tgp)tgy ф 0

Будан
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1 | 1 -  tga tgP  _ Q
tgy tga  + tgP
ctg (a + P ) + ctgy = 0 

sin (a  + P + y) _ 
sin (a  + p)sin  y 
sin (a + P + y) = 0

Олай болса, бурыштардыц сушр екенш ескере отырып a  + P  + y  = n  
т ец д тн  алуга болады.

f  (x) = tJ 1 + ctg2 a  -  ctg a  = -—1—- -  COsa ,sin a  > 0 болгандьщтан
|sin a\ sin a

f  (x) = tg  a . Сол сиякгы f  (y ) = tg  P , f  (z ) = tg  y  

f  (x )f  (y ) + f  (y  )f  (z )+ f  (z ) f  (x )= tg  a  tg  P +tg  P  tg  y + tg  y  tg  a =

a
tg 2

f P  y
tg  P  + tg  y2 2 j

^ y a  a  f P  y2 (  
+ t g - t g  — = tg — ■ tg и  ' r 

2 2 2
----1---

v 2 2 j
P y  

1 -  tg  P  tg  y2 2 j
+

y a  a  a+ t g - t g — = tg ctg 
2 2 2 2

Жауабы: 1.

f P  ^ y \  +„y +„P1 -  t g - t g -  + t g - t g — = 1 
2 2 j  2 2

1.2.17-мысал
a , b, c оц сандары ушш abc = a + b + c т е ц д т  орындалатын болса,

1 1 1  2 1 ,
------2 + ̂ ~T2 + i-----2 + и 9u 9w 9\ = 1 гeЦбe-гeЦДiгiH дэлелдеу керек.
1 + a 2 1 + b2 1 + c2 Д 1 + a 2 )(1 + b2 )(1 + c2)

Шешуь
a , P, y  CYnip бурыштар деп алып a = tg a , b = tgP , c = tgy  алмастыруларын 

енпзешк. Онда tg a  + tgP + tgy = tga tgP  tgy  т ец д тн  аламыз. Алдыцгы 
eсeпгeгiдeй a , P ,y  -  бурыштары ушбурыштыц ш ю  бурыштары болады. Олай 
болса, дэлелдеу керек гeцбe-гeцдiгiмiз мына турге келедг

1 1
+ 2^/cos2 a  cos2 P co s2 y = 1 немесе

1 + tg a  tg P  tg y
2 2 о 2 л 1 + cos2a  1 + cos2 P 2cos a  + cos P + cos y - 1 = -------------- i------------— + cos y - 1 =

2 2
= cos(a + P) cos(a -  P )+ cos2 (a + P ) = cos(a + P)(cos(a + P ) + cos(a -  P)) = 
2 c o s (^ -  y) co saco sP  = -2 c o sa c o sP c o sy

1.2.18-мысал
Кез келген 13 санныц птп'нен
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х -  у  л/2 -л /з  . . .  „
0 < ------- < , тецсiздiгi орындалатындай 2 сан табылатынын

1 + ху V2W3
дэлелдеу керек.

Шешуi.
a , a  ,■■■, ап -  есептщ

п  _ п
к 2 ’ 2 у

шартында берiлген сандар.

аг = tg a ,,a t е , i = 1,2,... ,13 болсын. ^ п
2 2 аралыгын тецдей 12 бeлiкке

пбeлемiз. Онда 13 бурыштыц iшiнен 0 < а т- а п <— орындалатындай а т жэне

а  сандары табылатынын к“  ™ iKri- Будан 0 < - а > tg f  •
tgam = х, tgan = у  деп белгшеп 

^ х -  у п  ^  п
0 < -— - <  ^  — . М¥нда & — = А1 + ху 12 12 V

2 -43
2 + 43'

1.3. Алгебраныц ecenTepiH векторлардыц кемепмен шешу

1.3.1-мысал
а, b, с, d  сандары мына шарттарды а2 + Ь2 = 1, с2 + d 2 = 1

канагаттандыратын болса, |ас -  b d  < 1 тецсiздiгiн дэлелдеу керек.
Шешуь
m = (х1, у , а  ) жэне n = {х2, у2, z2) екi векторды карастырайык. Бул 

векторлар Yшiн |m • Щ < \Щ • Щ немесе координаталык турде

х1 + у1 + zj •у х2 + у2 + z2 тецсiздiктерi орындалатыны 
айкын. m мен n коллинеарлы болганда тецсiздiк тецдiкке айналады.

m = {а, b) жэне n = {с- d ) болсын. Онда есептщ шартына сэйкес

m  = 4 а2 + b2 = 1, Щ = V с2 + d 2 = 1
Будан баска m • n = ас -  b . Олай болса,

|ас -  b d = m  • щ < mi • щ =1
1.3.2-мысал
а, b, с оц сандары Yшiн
1 1 1 1  1 1 . . .
— + — + -  > —;=  + —j=  + —j=  тецсiздiгiн дэлелдеу керек. 
а b с ■̂ Jab ыЬс ыас
Шешуь

М  1 П М  1 _ ± Jm =
к4 а ’ 4 ь ’ 4с  у

жэне n =
к4 Ь ’ 4 с ’ 4 а  у

~  1 1 1 -  -  1 1 1  .Онда л —+ + — жэне m ■ n = ,—  + —j=  + —j =  екенiн керу киын емес.
\ а  b с dab л!Ьс л/ас

32



^  1 1 1 1 1 1  
Соцгы тецд1кт1 ескере отырып, ,—  + —; =  +—;=  + —;=  + —j=  < — + -  + -  тецс1зд1пн  алуга 

-Jab -Jbc -Jac a b c
болады.

1.3.3-мысал
1 1 1

>(a + b + c )2 тецс1зд1г1нa, b, c оц сандары Yшiн (a3 + b3 + c3) — +---- + ■
^ a b c J

дэлелдеу керек.
Шешуi.
Бершген есепте m мен n векторлары Yшiн координаталык орын 

тагайындау киынга тусед1.

m = a(a4a , b4b , c4c  ) n
1 1 1

-̂v a 4b y c j
болсын.

Онда Iml = 4 a 3+ b3+ c , \n\ = — + — + — жэне m • n = a + b + c
V a b c

1  1 1
Енд1 тецшздшт жазайык: a + b + c < 4 a 3+b3+ c2 • J  — +---- + -  . Тецс1зд1кт1ц

V a b c
ек1 жагын квадраттасак дэлелдеу керек тецс1зд1г1м1з шыгады.

1.3.4-мысал
Кез келген x, y , z уш1н sin x  sin y  sin z + cosx cosy cosz < 1 тецш здтн

дэлелдеу керек.
Шешуi.
n = (sin x ,cosx) m = (sin y  sin z,cosy  cosz) векторларын алайык. Онда 

тецшздштщ сол жагы m мен n -нiц кeбейтiндiсiн бередi.
sin xsin y  sin z + cosxcosy  cosz < л/sin2 x + cos2 x Js in 2 y  sin2 z + cos2 y  cos2 z

• 2 • 2 , 2 2 sin y  sin z + cos y  cos z
t —1 * * 2 * 2 ^ * 2  2 2 ^  2 . . .Енд1 sin y  sin z < sin z жэне cos y  cos z < cos z тецсгздт орындалатыны

белгш  болды. Осы тецшзджтердщ сэйкес жактарын коссак, дэлелдеу керек 
тецсiздiгiмiз шыгады.

1.3.5-мысал
2Vx -1  + 5x = -\](x2 + 4)(x + 24) тецдеуiн шешу керек.
Шешуг
m = (2, x) жэне n = (л/x - 1, 5) векторларын енгiземiз. Сонда тецдiктiц сол

жэне оц жактары m • n = 2л/x - 1 + 5x < |m| • |n| = ^ (x 2 + 4)(x + 24) тYрiне келедi. 
m мен n векторлары коллинеарлы болганда гана тецсiздiк тецдiкке

л/x -1  5айналатынын ескере отырып, тецдеудщ тYбiрлерiн
2 x

тецдеу1н1ц
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тYбiрлершщ ш ш ен i3Aey керек. Бул тецдеудщ TY6ipi x  = 5. Берiлген тецдеуге 
койып тексегенде тецдж орындалады. Демек, жауабы: x = 5.

1.3.6-мысал
x, у , z сандары ymiH мына шарт x 2 + 3у 2 + z2 = 2 орындалса, 2x  + y  -  z

eрнегiнiц ец Yлкен жэне ец rnmi мэндерш аньщтау керек.
Шешуi.
2x + у  -  z eрнегi Ymiн вектордыц координаталарыныц модyлi 

yjx2 + 3у 2 + z2 = 4 2  болатындай нYктелермен берiлyi тиiс.

m = lx,(x, у  43, z ) жэне n =
1

2V 3 ; 1
векторларын карастырайьщ. Онда 

|2x + у  -  z\ < tJx 2 + 3у2 + z2

22 +
V 3 у

+ ( - 1)2 = 4

2 2 Демек, 2x + у  -  z < 4 J — жэне 2x + у  -  z > - 4 J — .

0 рнектiц ец Yлкен жэне ец кimi мэнге умтылдыратын айнымалыларыныц 
мэндерiн табу Ymiн m мен n векторларыныц коллинеарлыгын жэне 
x2 + 3 у 2 + z2 = 2 шартын пайдалану керек, ягни мына жуйеш теш у керек:

x— = 3 у = -  z 
2

[x2 + 3 у 2 + z2 = 2

Жауабы: min(2x + у  -  z ) = - ^ j 2 , max(2x + у  -  z ) = 4^j2 .

2

1.3.7-мысал
4 x  -  2 + 4 4 -  x = x2 -  6x +11 тецдеуш теш у керек.
Шешуi.
Тецдеудщ сол жагы мен оц жагын багалайык: 
x2 -  6x +11 = (x -  3)2 + 2 > 2

4 x  — 2 + 4 4 — x = U fx - 2  + 1>/4 — x <41 +1 4 x  — 2 + 4 — x = 2 
Мунда: n = (y), m = (4x -  2 ,V4 -  x ) векторларын карастыру керек. Сонда 

бастапкы тецдеу
x 2 -  6x +11 = 2

4  x -  2 + 4  4 -  x = 2
тецдеулер жуйешмен мэндес болады.
Жауабы: x  = 3.
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1.3.8-мысал
a, b, c, d , e, / , g, h сепз накты сан бершген. Мына 

ac + bd, ae + b /, ag + bh, ce + d /, cg + dh, cg + /h  алты санныц кемiнде 6ipeyi Tepic
емес болатынын дэлелдеу керек.

IHeinyi.

Бастары ортак болатын x  = (a, b) y  = (c, d )  p = (e, / ) жэне t = (g, h) 
векторларын карастырайык. Бepiлгeн алты санныц да тepic болуы дегендг мына 
алты бурыштыц да Z(xy), Z (x z ), z ( x t ), Z (y z ), z ( y t ), z ( z t ) догал болуымен 
тYciндipyгe болады. Ондай болуы мумкш емес.

1.3.9-мысал
Кез келген ax,a2, . . . , a ,b ,В ,...,bn Yшiн

V af + b\ + 4  a2 + b2 + ... + 4  al + bl  - 4 (a! + a2 + ... + an f  + (b1 + b2 + ... + bn )z ° 2  n n̂ 1 L z

тeцciздiгi орындалатынын дэлелдеу керек. 
Шешуi.
.  = ( a ,b ) •p2 =(a2,b2),...,xn = (an,bn) болатындай x1,x2,...,xn векторлары 

табылсын. Онда дэлелдеу керек тeцciздiктi мына тYPдe жазуга болады:

Ё |xl ^i=1 i =1
. Ягни n векторлардыц модульдершщ косындысы осы

векторлардыц косындыларыныц модуимен кем болмайды. Тeцciздiк векторлар 
карама-карсы орналаскан жагдайда тeцдiккe айналатынын айта кеткен жен.

1.3.10-мысал
ABC ушбурышыныц сыртына кабыргалары ортак болатын 

AAXBXB, BB2CXC, C C ^ A  параллелограмдары салынган. A  A , B B , CXC2
кeciндiлepi бip Yшбy:pыштыц кабыргалары болуы мYмкiн бе?

Шешуi.
A A  + B B  + C £ 2 = 0 болатынын керсетешк.
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Расында да A A  + A B  + B B  + B 2 C  + C C  + C A  = 0. Будан баска

~Afix + ~в£х + C A  = AB + BC + CA = 0 
Демек, бершген кесiндiлер Ymбурыmтын кабыргалары бола алмайды. 

Есептщ memiMi осымен бiттi деуге болмайды, егер A  A  , B B , C C  векторлары 
коллинеарлы болуы мумкш:

Бул жагдайда карастырылып отырган eкi кeсiндiнiц узындыктарынын 
косындысы y m ^ m i^ ^  тен болады. Ал ондай утбуры т  болуы мYмкiн емес.

1.3.11-мысал
3

А,В,С -  Ymбурыmтын imKi бурыштары болса, cos A + cos B + cosC <

т е н ^ зд т н  дэлелдеу керек.
Шешуi.
e , e , e3 -  АВ,ВС жэне СА кабыргаларына коллинеарлы бiрлiк векторлар 

болсын.
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e 2 + e 2 + e 2 + 2(e1e2 + e e  + e e ) -  0
3 -  2(cos B + cosC + cos A) — 0 

Будан дэлелдеу керек тецшздш шыгады.

1.3.12-мысал
А,В,С -  Yшбурыштыц iшкi бурыштары болса,

3
cos2 A + cos2B + cos2C — -  тецсiздiгiн дэлелдеу керек.

Шешуь
О -  АВС Yшбурышына сырттай сызылган шецбердiц центрi болсын. Онда 

ZAOB = 2 Z C , ZBO C = 2ZA , ZAOC = 2ZB  ( егер АВС -догал бурышты, мысалы
А бурышы догал болса, онда ZBO C  = 360 -  2ZA . Мына тецшздшт

карастырайык: (o A  + OB + O c )  — 0. Будан 2R2 (cos2 A + cos2B + cos2C) — 0, 
мундагы R - сырттай сызылган шецбердщ радиусы. 0р i карай

3
cos2 A + cos2B + cos2C — -  тецш здтн аламыз.

1.3.13-мысал
a , f i , y -  кандайда б1р ушжакты бурыштыц бурыштары болсын. Онда

3
co sa  + cosP + cosy — -  тецсiздiгiн дэлелдеу керек.

Шешуь
Yшжакты бурыштыц кырларынан вх, в2, въ векторларын аламыз.

Мынадай айкын терт тецдiктi жазайык: 2 co sa  = 2exe2, 2 co s^  = 2e2e3 , 

2cosy = 2 e e  , 3 = e 2 + e 2 + e 2. Соцгы тецдiктердi бiрiктiре отырып
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3 + 2(cos a  + cos fi  + cos y) = (e + e2 + e3 )2 > 0. ex, e2, e3 векторлары компланар
3

емес болгандыктан co sa  + cos В + cosy  > -  .
2

1.3.14-мысал
Yшжакты бурыштын еюжакты бурыштарыныц биссектрисаларыныц 

арасындагы бурыштар не бiрыцFай CYиiр,не бiрыцFай тiк, не бiрыцFай доFал 
болатынын дэлелдеу керек.

Шешуi.
Yшжакты бурыштын кырларына e , e , e  векторларын енгiзейiк

Онда e  + e , e2 + e , e  + e  векторлары a ,f i ,y  еюжакты бурыштарыныц 
биссектрисаларына сэйкесшше коллинеарлы болады.

АталFан векторлардыц кос-костан кeбейтiндiсiн карастырайык:
(ei + e2 )(e2 + e3 ) = eie2 + e2e3 + eie3 + 1
(e + e2 )(e + e ) = e e  + e e  + e e  + 1,

(e2 + e3 )(ei + e3 ) = eie2 + e2e3 + e3ei + 1
Yш скаляр кeбейтiндiнiц де тацбалары бiрдей болFандыктан,

^ ((ei + e2 )(e2 + e3 )),

^ ((ei + e2 )(e3 + ei))’

^ ((e2 + e3 Xei + e3 ))
бурыштары бiрыцFай CYиiр, не бiрыцFай тiк, не бiрыцFай доFал бола алады.

1.4. Алгебралык есептердi квадрат YшмYшелердiц касиетш
пайдаланып шешу

1.4.1-мысал

4cos4 — = cos— + 2cos2 —cos2x  тецдеуiн шешу керек.
4 2 4

Шешуь
Бершген тецдеудi мына турге келтiремiз:

4 X 2 — 2 —4cos = 2cos - 1 + 2cos cos2x, 
4 4 4

4 cos4 — -  2 cos2 — (i + cos2 x) + 1 = 0 
4 4
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Енд1 бершген тецдеу cos2 Х -ге тэуелд1 екеш белгш  болды,

1 D  = (l + cos2x)2 -  4. Демек, (l + cos2x)2 < 4 болгандыцтан cos2x = 1 болганда

гана тецдеудщ шеш1м1 бар. Сондыцтан бершген тецдеу мына тецдеулер 
жYйесiмен мэндес:

cos2x =1

4cos4 Х -  4cos2 X +1 = 0 
4 4

cos2x =1

2cos2 X = 1 
4

cos2x =1

cosX = 0.
2

Жауабы: x = n  + 2m , n e Z .

1.4.2- мысал
z > 0 шартын цанагаттандыратындай тецдеулер жYЙесiнiц барлыц шеш1м1н 

табу керек:
(x + 3)3 = 3 -  2 у 

< z 2 + 4 у 2 = 8 у  
(2z -  x)(x + 3) = 5x +16

Шешуь
Егер жYЙенiц ек1нш1 тецдеу1н у  айнымалысына тэуелд1 деп царастырсац,

онда оныц дискриминанты 64 -1 6 z2 болады. 64 -1 6 z2 > 0 болсын деп Z < 2
тецш здтн аламыз. z > 0 екенш ескер1п, 0 < z < 2 деп жазайыц.

Жуйен1ц ушшш1 тецдеу1н х-тен тэуелд1 деп алайыц. Сонда

x2 -  2x(z -  4 ) -  6z -1 6  = 0 ,1 D  = (z -  4)2 + 6z -1 6  > 0

Будан z > 0 екенш ескерш, z = 0 немесе z > 0 аламыз. Нэтижелерд1 
салыстыра отырып, мынадай цорытынды жасаймыз: z = 0 немесе z = 0. 
Табылган мэндерд1 жYЙеге цоя отырып, жауабын оцай табуга болады.

Жауабы: ( -  4;2;0), ( -  2;1;2).

1.4.3- мысал
xy жазыцтыгында у  = x2 -  4p x  + 2p 2 -  3 цисыцтар шогырынан етпейтш 

барлыц нуктелерд1 керсету керек, мундагы p  -  параметр.
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Шешуь
Егер (х0, y 0) - берiлген кисыктар шогырынан етпейтш HYKTe болса, онда

оныц координатасы берiлген тецдеудi канагаттандырмауы керек. Олай болса, 
тецдеудщ шешiмi болмайтындай x пен у  -тiц мэндерш аныктау керек. Бул 
тецдеудi x пен у  -тен емес, р  -дан тэуелдi деп алу керек. Сонда бершген тецдеу 
мына турге келедг 2р 2 -  4p x  + x2 -  у  -  3 = 0. Дискриминант D  = 8х2 + 8у  + 24 
терiс болу керек. Будан у  < - х2 -  3 аламыз. Демек, бершген кисыктар 
шогырынан етпейтш нуктелер у  = - х 2 -  3 параболасыныц теменгi жагында 
жатады.

1.4.4-мысал.
Координаталык жазыктыктыц кандай белiгi (х -  а )2 + (у -  Ь )2 < 2 + a2

туршдеп барлык мYмкiн болатын шецберлермен жабылган?
Шешуi.

о  о  о  о  ох -  2ха + а + у  -  2ау + а < 2 + а ,

а2 -  2а(х + у ) + х2 + у 2 -  2 < 0
а -га тэуелдi соцгы тецшздштщ ец болмаганда бiр шешiмi болу керек. 

Мундай шарт дискриминант терiс болаганда орындалады.

1 D = (х + у У - ( х 2 + у 2 - 2) > 0 деп жазайык. Будан ху > -1 . Демек, шецберлер

1
шогыры у  = —

х
гиперболасы тармагыныц бойын толтырады.

1.4.5- мысал.
х12 -  аЬх + а2 = 0 тецдеуi тYбiрлерiнiц бiреуi 2-ден улкен. \b\ > 64 екенш

дэлелдеу керек.
Шешуi.
х0 - есеп шартында айтылган тYбiр болсын, ягни х0 > 2.

а2 -  аЬх + х 12 = 0,

D (а) = Ь2х02 -  4х;2 > 0 
Будан Ь2 > 4х;0,\Ь\ > 2х  ̂ > 64.

1.4.6- мысал.
V5 -  х = х2 -  5 тецдеуш шешу керек.
Шешуь
Берiлген тецдеу мына жYЙемен мэндес:

5 -  х = (х2 -  5 ) 

х 2 > 5
Бершген тецдеущ 5-тен тэуелдi квадрат YшмYшелiк тYрiнде керсетейiк:
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Будан
52 -  5(l + 2x2)+ x + x4 = 0

~ (l + 2 x2 )+ (l -  2 x)
= 2

(l + 2 x2 ) - ( l  -  2 x)’
_ = 2
x2 -  x -  4 = 0 

x2 + x -  5 = 0
Барлык тYбiрлердщ ш ш ен жауабын канагаттандыратындары мыналар:
- 1 -V 2T l W l7

x = ------------жэне x = ----------- .
2 2

1.4.7-мысал
x3 -(V 5  + l)x2 + 2 = 0 тецдеуш шешу керек.
Шешуi.
Берiлген тецдеудi 4 2  -ден тэуелдi теп карастырамыз. Сонда

(42) -  x 2 4 2 + x3 -  x2 = 0
^  x2 + (x2 -  2 x)

= 2
x2 -  (x2 -  2 x)

_ = 2
x2 -  x - 4 2  = 0

x = 4 2

Жауабы: x = 4 2 l ± 4 1 + 442немесе x = ----------------
2

1.4.8-мысал
x4 -  2V3x2 + x + 3 - 4 3  = 0 тецдеуш шешу керек.

Шешуь
Бершген тецдеудi 43  -тен тэуелдi деп карастырамыз. Сонда

-  (2x2 + 1 ^ 3  + x4 + x = 0.
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^  _ 2x2 +1 + (2x - 1) 
— 2

д _ 2 x2 +1 -  (2 x -1)

x + x — л/3 — 0 

x — x +1 — V2 — о

™ * -1  ±V 1 + 4л/3 1 ±yl4л/3 -  3Жауабы: x —-------------------немесе x —------------------ .
J 2 2

1.4.9-мысал.
(a + b + c)c < 0 болатындай a, b, c сандары берiлген. b2 > 4ac тецш здтн 

дэлелдеу керек.
Шешуi.
a мен b 6ip уакытта нелге тец бола алмайды. Егер a — 0 болса, онда 

тецшздш орындалатыны айкын. a ф 0 жагдайына токталып етейiк. Ол Yшiн 
f  (x) — ax2 + bx + c функциясын карастырайык. Есептщ шартынан f  (1)f  (0) < 0 
екеш шыгады. Ол Yшiн f  параболасы абцисса осш екi нYктеде киып етуi 
жеткшктг Олай болса, берiлген YшмYшенiц дискриминанты нелден улкен 
болуы керек, ягни b2 > 4 ac .

1.4.10-мысал
a1, b1, c1, a2, b2, c2 оц сандары b2 < 4axcx, b22 < 4a2c2 тецсiздiктерiн

канагаттандыратын болса, 4(al + a2 + 7)(c1 + c2 + 2) > (b1 + b2 + 1)2 тецсiздiгiн
дэлелдеу керек.

Шешуi.
axx 2 + bxx  + cx жэне a2x 2 + b2x  + c2 YшмYшелерiн карастырамыз. Бул 

YшмYшелiктердiц дискриминанттары терю, ал коэффициенттерi оц, олай болса, 
кез келген x Yшiн axx 2 + b x  + cx > 0 , a2x 2 + b x  + c2 > 0. Сол сиякты барлык х- 
тер Yшiн 7x2 + x + 2 > 0. Соцгы Yш тецсiздiктi бiрiктiре отырып,
( a + a + 7)x2 + (b1 + b2 + 1)x + cx + c2 + 2 > 0 тецш здтн аламыз. Бул тецсiздiк кез 
келген х ушш квадрат YшмYшенiц дискриминанты терю болганда орындалады,
ягни 4 (a  + a  + 7)(c + c2 + 2) > (b  + b  + 1)2.
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1.5. Алгебралык есептердi функцияныц касиетш  пайдаланып шешу
1.5.1-мысал
5х -  3 х = 16 тецдеуiн шешуi керек.
Шешуi.
х = 2 - тендеудщ TY6ipi екенш бiрден ацгаруга болады. Бул тYбiрдiц жалгыз

болатынын кeрсeтeйiк. Бeрiлгeн тeцдeудi мына тYPдe жазамыз:
f  5 } х = 16
V3 J = 3х

Тeцдeудiц сол жаты eспeлi функцияны, ал он, жагы кeмiмeлi функцияны бeрeдi. 
Мундай тeндeулeрдiн бiрдeн артын TY6ipi болмайды. A 
Жауабы: х = 2.

1.5.2-мысал
4 • 33х+1 + 4 = 5 • 29 х тeндeуiн шешу керек.
Шешуь
Тeндeудi тYрлeндiрe отырып, осыган мэндес тендеуге кeлeмiз:

12 • 33х + 4 = 5 • 83х 12 •f  3' 
V 8 у

. 3х
+ 4 •

61V х

V 8 у
5. х = 1 -  тендеудщ тYбiрi eкeнi

айнын. Сонгы тендеудщ сол жагы кeмiмeлi функция, ал сол жагы константа, 
олай болса, тендеудщ жалгыз тана тYбiрi бар.

Жауабы: х = 1.

тендеуш шешу керек.
1.5.3-мысал
( Л )  -  2 х-1 = 1
Шешуь
f  (х) = (л/3 ̂ -  2х1 -1  функциясын нарастырамыз. Онын туындысы 

f '( х )=(л/3)х lnV3 - 2 х-1 ln 2. f  функциясынын кризистiк нYктeлeрiн

анынтаймыз: f  '(х) = 0, ягни (V3)* ln 3 = 2х ln 2, х = log ̂  (log3 2).

хА= log ̂ (log3 2) болганда(-да; х0] аралыгында eсeдi, [х0; да) аралыгында кeмидi’Тэ
2

, Демек, бершген тeндeудiн eкiдeн артын тYбiрлeрi жон, х = 2 жэне х = 4 екенш 
бiрдeн айтуга болады. Ж ауабы: х = 2 жэне х = 4.

1.5.4-мысал
|  х + 64 х  = у  + 6J y , 

[ х 2 + ху + у 2 = 27.
жуйесш шешу керек.

Шешуь
f  (t) = t + 6t  -  функциясы еспелг Онда бiрiншi тендеуден х = у  ек ен д т  шыгады. 
Будан 3х2 = 27. х > 0 болгандынтан х = 3 аламыз.. Ж ауабы: (3; 3).
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1.5.5-мысал

4 х  - J y  = log3
У
x ’ жYЙесiн шешу керек.

2x+2 + 8x = 5 • 4 y.
Шешуi.
ЖYЙенiц б1'р1'нш1 тецдеуiн мына турде жазайык: Vx + log3 x = y[y + log3 y.

f  { t)= 4 t + log3t -  функциясы eспелi, сондыктан x = y  тецдiгi орындалады. Ал 
екiншi тецдеудi мына турде жазайык: 2х+2 + 23х = 5 • 22х. Будан 22х -  5 • 2х + 4 = 0, 
2х = 1 немесе 2х = 4, х = 0 немесе х = 2. x  > 0 болгандыктан x  = 2 тYбiрi гана 
сэйкес келедг 
Жауабы: {2; 2).

1.5.6-мысал
{2х + 1){2 + ^{2 х + 1)2 + 3 ) -  3х{2 W 9X 2 + 3 )= 0 тендеуш шешу керек.
Шешуi.

____ , _____ 2̂
2 + V t2 + 3) функциясын карастырайык. f  ' {t) = 2 + V t 2 + 3 + , > 0
' Vt2 + 3

функция еспелг Берiлген тендеудi мына турде жазайык:
{2х + i f  2 + yl{2 х +1)2 + 3') = 3x{z W  9 х2 + 3) Онда тендеудщ сол жагы - t  = 2x  + 1

нYктесiндегi, ал он жагы t  = 3x  нYктесiндегi f  -  функциясынын мэндерг 
f  -  монотонды функция болгандыктан 2x +1 = 3x тендiгi орындалады. Будан 
x  = 1. Жауабы: x  = 1.

1.5.7-мысал
sin y  -  sin x  = x -  y,

< sin y  -  sin z  = z  -  y, жYЙесiн шешу керек.
x -  y  + z  = 7.

Шешуь
f  {t )=  t + sin t функциясы еспелу себебi t = 7  + 2як, к e Z -ден баска t -лар Yшiн 
еспелi, себебг f  '{t) = 1 + cos t > 0 . Онда осы нуктелердщ ш ш ен туындысы он 
болатындарын сызып тастасак, жYЙенщ  бiрiншi тендеуiнен x  = y  =  z  тендiгi 
шыгады. Ал Yшiншi тендеуден -  х = y = z = 7.
Жауабы: х = y = z = 7.

1.5.8-мысал

log, {5 + 3cos4 x) = sin2
f 7

x  +----
V 4  у

тендеуш шешу керек.

Шешуь
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5 + 3cos4x > 2 болгандыктан log2 (5 + 3cos4x)>  1. б1рак тендеудщ он, жагы 1- 
ден ауыткымайды.. Олай болса, бершген тендеу мына жYйемен мэндес: 

log, (5 + 3cos4 x )=  1,

sin
л^

x +—
4 уV

cos4x =-
(  л |

cos x +—  
\  4 у

= 1,

1,

0,

л  лкx = — \---- ,
4 2 i4 2 мундагы n жэне к -  накты сандар.

x = — + лп,
4

л
Жауабы: x = — + лп, п е Z .

2

1.5.9-мысал
2 x -  cosy + lg(1 + x2 + |y|)= 0 тендеуш шешу керек.
Шешуi.
Мына турде жазайык: 2 x + lg (1 + x2 + |y| )=  cos y. x2 + |y| > 0 екеш айкын. Демек,

ig (1 + x2 + |y|)> 0 , б1рак 2 x > 1. Олай болса, тендеудщ сол жагы 1-ден кем емес, 
ал он жагы 1-ден артык емес. Сондыктан тенд1к мына жагдайда орындалады:

cos у = 1,

< |х| = 0, .
х2 + |у | = 0.

Жауабы: х = у = 0.

(х + у ) ig
1 л

1.5.10-мысал
(
х + у + ■

V V х + УУ у
х пен у  -тщ мэндерш табу керек. 
Шешуь

lg 2 | + (х2 + у 2 - 1)2 = 0. тенд1гш канагаттандыратын барлык

1 г 1
> lg 2.x + y  > 0 екеш анык. Онда x + y  \-------- > 2, демек lg x + y  +

x + y  V x + y  у
Тендеудщ сол жагы ею терю емес сандардын косындысынан турады, осыны 
ескерш, бершген тендеу мына жуйемен мэндес деп айта аламыз:

x + y  +— 1— = 2, [ x + y  = 1,

[ x 2 + y 2 = 1, l x + y = 1.
Жауабы: (0; 1)  (l; 0).

1.5.11-мысал
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(sin x + V3cos x ) = 5 + cos 

Шешуi.

(sin x + V3cos x) =

f n   ̂— + 4 x
3

тецдеу1н шешу керек.

2
V

i . 43
— sin x +----- cos x
2 2

3V f
= 4sin2

JJ

n
x +—

3
< 4. Б1рак,

( n  ^
5 + cos — + 4x 

\  3 J
шеш1мдер1мен 61рдей:

> 4. Демек, бершген тецдеуд1ц тYбiрлерi мына жуйен1ц

cos
f n  ^
— + 4 x

V 3 J
f  n

cos x + — 
\  3 J

= - l ,

= 0,

n  nkx = — +-----,
6 2 '
n

x = — + nn, 
6

мундагы n жэне к -  накты сандар.

Жауабы: х = n  + nn, n е  Z .

1.5.12-мысал
sin x + cos x + sin x = 2 тецдеуш шешу керек.
Шешу1.
cos5 x + sin5 x = 2 -  sin4 x аламыз. cos5 x < cos2 x, sin5 x < sin2 x болгандыщтан
cos5 x + sin5 x < sin2 x + cos2 x = l .Б1р жагынан 2 -  sin4 x > l , сондьщтан бер1лген 
тецдеу мына жуйемен мэндес:

sin5 x + cos5 x = l,
2 -  sin4 x = l,

n
Жауабы: x = — + 2nk, k  е Z .

sin x = - l ,  
sin5 x + cos5 x = l, 

sin x = l,
sin5 x + cos5 x = l,

sin x = - l ,
cos5 x = 2, 
sin x = l,

cos5 x = 0.

1.5.13-мысал
■yj x + y  > 2 + x  ,

< 0 x+y-4 l -  (z -  x)2 жуйесш шешу керек.

. <
Шешуь
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Eipimni тецсiздiктен y]x + y  > 2 eKeHi анык. Ягни, x + y  > 4. Булармен катар 

тецсiздiктiц оц жагы 1-ден асып кетпейдi. Демек, 2x+y"4 < 1. Булан x + у  < 4. 
Демек, x + у  = 4. Онда жYЙенiц б1ршпп тецсiздiгi мына турге келедi: 2 > 2 + x 2. 
Будан x = 0, у  = 4, z = 0 аламыз.
Жауабы: х = 0, у  = 4, z  = 0.

1.5.14-мысал
| з  - ( у  + 1)2 = ^Jx- y , 

[ х + 8у = Vх -  у  -  9.
жYЙесiн шешу керек.

Шешуь
ЖYЙенiц б1'р1'нш1 тецдеуiн мына турде жазган дурыс: - ( у  + 1)2 = у/ x -  у  -  3. 

Будан y/x -  у  -  3 < 0, ягни 0 < x -  у  < 9. Нкшпп тецдеуден x -  у  > 9 ек ен д т  
шыгады. Олай болса, x -  у  = 9. Демек, 9 + у  + 8у  = 0, у  = - 1.
Жауабы: (8; -1).

1.5.15-мысал
2 2~ . nx x  1 а2 x  sm —------ 1-------+1 = 0 тецдеуiн шешу керек.

x 4 + 4 2
Шешуi.
Беpiлген тецдеудi x -тен тэуелдi квадрат тецдеу деп карастырамыз.

V2
> — . Бip жагынан 

2
Дискриминанты D = 4 sin 2 nx 

x 4 + 4
2 > 0. Будан sin

та
x 4 + 4

sin
та

x 4 + 4
sin

а

x 2 +
4

x

. n  V2< sin — = — . Демек, 
4 2

sm
а

х 2 + -
х

= ~z2 . Ал бул тецдiк

х2 = -4 , болганда гана орынды, ягни x = ±V2". x = -V 2".
х

Жауабы: х = -12.

4

1.5.16-мысал
x3 +1 = 2^ 2x -1  тецдеуiн шешу керек. 

Шешуь

Беpiлген тецдеудi мына турге келпрешк:
x3 +1 

2
^ 2 x - 1.

f (x  ) = 1  (x  3 + 1) функциясын карастырайык. Бул D( f ) -те монотонды.

g (x) = ^ 2x -1  функциясы f  -  ке кеpi функци екенiн керсету киын емес. f  
жэне g -  функциялары еспелi болгандьщтан ортак нYктелеpi у  = x  тYзуiнде
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жатады.
Сонымен берiлген тецдеу мына тендеумен мэндес: 

x + 1 -x , x 3 -  2x +1 = 0, (x -  1)(x2 + x - 1) = 0. Ж ауабы
2

-1 -  V5 -1 -  W5x = ---------, немесе x =
2 2

x = 1, немесе

1.5.17- мысал
3 x  + 22 = x3 -  6x2 +12x -  32 тендеуш шешу керек.
Шешуi.
3 x  + 22 = (x -  2)3 -  24, 3 (x -  2) + 24 = (x -  2)3 -  24 аламыз. y = 3 1 + 24 жэне
y  = t3 -  24 функциялары eспелi жэне езара керi функциялар. Онда берiлген
тендеу мына тендеумен мэндес (x -  2)3 -  24 = x  -  2, (x -  5)(x2 -  x + б) = 0.
Жауабы: x = 5.

1.5.18- мысал
3 3x + 9 = 27(x + 1)3 -  6 тендеуш шешу керек.
Шешуь
Жогарыдагы мысалдагыдай тендеудi мына тYPде жазган дурыс: 

+ 3)+ 6 = (3 x  + 3)3 -  6. тендеудiн он жэне сол жактарындагы
функциялардын касиетiн пайдаланып, оган мэндес тендеудi алуга болады: 
(3x + 3)3 - 6  = 3x + 3, (3x + 3 - 2)((3x + 3)2 + 2(3x + 3) + 3)= 0.

Жауабы: x = -1 .

1.5.19- мысал

ex - 1  = In(x + 1) тендеуш шешу керек.
Шешуь
f (x) = In(x + 1) функциясы аныкталган жэне D (f) = (-1 ;да) аралыгында еспелi. 
Бул аралыкта g (x) = ex -1  функциясы f  функциясына керi функция. Олай

болса, берiлген тендеу мына жуйемен мэндес: \ е 1 x
[ x > -1 .

h(x) = ex -  x -1  функциясын карастырайык. Ол аныкталган жэне R  -де 
дифференциалданады: h'(x) = ex -1 . туындысына карап, ^(x) (- да; О]
аралыгында еспелi, [0; да) аралыгында кемiмелi екенш керуге болады, x = 0 -  
минимум нYктесi. Онда кез келген x  уш1н f  (x)> f  (0)= 0. x = 0. Функция бiр
гана нYктеде 0-ге тен болып тур, тендеудщ жалгыз тYбiрi бар.
Жауабы: x  = 0.
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1.6. П э ш ш т к  байланыста туындыныц кемепмен шешшетш 
есептердщ тацы ры птары  мен мысалдары

Орта мектептеп математика пэншщ багдарламасына туынды, интеграл 
угымдары енгiзiлгеннен берi математиктер, эдюкерлер мен тiкелей сабак 
беретш муFалiмдер арасында кец кeлемдi усыныстар, устанымдар Yнемi 
талкыланып келедi. Себебц математикалык анализ элементтерiн тиiмдi 
курылымы мен мазмунын калыптастыру, оны окушыларга Yйретудщ 
эдютемесш айкындау, практикалык жэне колданбалы тустарын жетiлдiру кYн 
тэрпбшен тускен емес. Дифференциалдык жэне интегралдык есептеулердiц 
алгашкы угымы болгандыктан туынды математикалык анализ элементтерiнiц 
негiзгiсi болып табылады. ^азiргi колданыстагы багдарлама бойынша, барлык 
багыттагы орта бiлiм беруде, окушылар 10-сыныпта «Функция шегi жэне 
туынды» тарауында туынды угымымен танысады.

Туынды угымы жогары сыныптардагы математиканын, «Алгебра жэне 
анализ бастамалары» тарауындагы басты такырыптардыц бiрi болгандыктан, 
оныц пэнiшiлiк байланысы, колданбалылыгы мен практикалык мазмуны 
ерекше орын алады.

Теменде туындыныц кeмегiмен шешiлетiн мектеп математика курсындагы 
негiзгi есептердiц такырыптарын келпрешк:

- Функцияныц графигiне жYргiзiлген жанаманыц тецдеуiн куру;
- Крылыскан тузулер арасындагы жэне функциялардыц графиктерi 

арасындагы бурышты табу;
- Функцияны зерттеу жэне графигiн салу;
- Алгебралык ернектердi тYрлендiру;
- КепмYшелiктердi кебейтюштерге жiктеу;
- Тецбе-тецдiктердi дэлелдеу;
- ^осындыны табу;
- Тецдеулердi шешу;
- Жуыктап есептеу жэне кателiктердi багалау;
- Тецсiздiктердi дэлелдеу;
- Тецдеулер жYЙесiн шешу;
- Параметрлi есептердi шешу;
- Тецдеудiц еселi тYбiрлерi мен санын табу;
- Шамаларды салыстыру;
- Функцияныц периодын табу;
- Лопиталь ережесi аркылы функцияныц шегiн табу;
- Функцияныц ец улкен жэне ец к ^  мэнiн табу;
Ендi бiрнеше мысалдарды карастырайык.
1.6.1-мысал. Функцияныц дифференциалы утымын пайдаланып, 

у  = х3 -  7х2 + 80 функциясыныц x = 5 -тен x = 5,01 -ге дейiн езгергендегi
езгерiсiнiц жуык шамасын табыцдар.

Шешуг:
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Ay « dy = y' Ax 
x = 5, Ax = 0,01

Ay « (3x2 -1 4 x)Ax = (3 • 52 -1 4  • 5)- 0,01 = 0,05 
1.6.2-мысал. 4tg 5° • tg 9° жэне 3tg 6°• tg10° шамаларын салыстырыцдар. 
Шешуг:

f  (x )=  tgx  функциясын

f ' (x )

x
x -  sm x cos x

2 2 x cos x

f  7T̂
0; -

v 4 У
аралыгында карастыраиык.

жэне
4 у

аралыгында

x -  sinxcosx = 1  (2x -  sin2x)> 0 

Будан f  (x) функциясыныц
 ̂ 7T̂
0;tv 4 У

аралыгында eспелi екендiгiн KepeMi3. 

tg9° tg10° ̂ tg 5° tg6° tg 9° tg10° . . .
Олаи болса, - ^ - < ^ -  жэне - ^ - <  °  , будан тецсiздiктердi езара

кeбеИтiп, шыккан кeбеИтiндiнi 180° -ка кебейтсек, 4tg5°- tg9°< 3tg6°- tg10° 
екендiгi шыгады.

3
1.6.3-мысал. 2x + -  > Vx (x > 0) тецсiздiгiн дэлелдецдер.

1 3
Шешу1: x  = 0 болганда тецшздш орынды. Ендi f ( x )< 2x -  x 4 + -

функциясын карастыраИык жэне оныц туындысын табайык.
1 3 1 1

f  ’ (x )= 2 x —  x 4 = 2 ----- ^ . f  ’ (x ) = 0 болады егер x = — .
'  4 4Vx> 16

x = — нYктесiнде функция минимум мэн алады, себебi 0 < x < -1 , f  (x)< 0 
16 16

жэне x > — , f  ’ (x) > 0.
16 w

Будан x > 0, f  (x)> 0 корытынды аламыз, ягни 2x -  x 4 + -  > 0 немесе
8
3

3
2x + -  > Vx . Дэлелдеу керегi де осы едi.

1.6.4-мысал. ex -  e х = 2ln(x + V1 + x2) тецдеуiн шешiцдер.

Шешуг: Берiлген тецдеудi  ---- e— = ln (x + V1 + x 2) тYрiне келпрешк:

У = f  (x ) =
ex -  e-x

2

2

функциясы Yздiксiз жэне eспелi функция, сондыктан оныц
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Kepi функциясы бар болады у  =
ех -  е“х

2
; е2х -  2уех -1  = 0; ех = у + ^1 + у2

Будан f  функциясына Kepi функция ln (х + л/1 + х 2 ] екенш KepeMi3.

Ендеше 1  (ех -  е~х )= х . Олай болса бершген тeцдeудiц TY6ipi х = 0 болады.

Тецдеудщ баска тYбipлepi болмайтындыгын кepсeтeйiк.

Шынында да к(х)=  1  (ех -  е~х) -  х болсын. Онда h  (х) = 1  (ех -  е~х) -1  -  ею

оц тацбалы ех жэне е-х функцияларыныц арифметикалык жэне геометриялык 
орталарыныц айырымы ретщде Yнeмi оц тацбалы болады. Будан h - 
функциясыныц бYкiл сан осшде eспeлi eкeндiгiн кepeмiз. f  (х) = 0, онда 
h(%)> 0 егер х > 0 жэне f  (х ) < 0 егер х < 0, ал бул х = 0 бершген тецдеудщ 
жалгыз гана тYбipi eкeндiгiн кepсeтeдi.

1.6.5-мысал. Абциссаныц оц багытында f  (х)=л/2х жэне (р(х) =
х
2

функцияларыныц гpафиктepi арасындагы бурышты табыцдар.
Шешу1: Бiзгe бeлгiлi у  = f  (х) жэне у  = р(х) функцияларыныц арасындагы

бурыш деп олардыц киылысу нYктeсiндe осы функцияларга жYpгiзiлгeн 
жанамалардыц арасындагы бурышты айтамыз.

Алдымен ею функцияныц киылысу нYктeлepiнiц абциссаларын табайык:

42х  = —
2

Будан функциялар eкi нуктеде киылысатынын кepeмiз жэне олардыц 
абциссалары 0 мен 2. ею функцияныц да х = 2 нуктесшдеп жанамасыныц

келбеулш бурышыныц тангeнстepiн табайык. Ол ушш f '(х)= J— , р (х ) = х
V2 х

туындылары бойынша f '(2) = 1 ,р (2 )=  2 екенш табамыз. f (2)= р(2)=  2

болгандыктан (2;2) нYктeсiндeгi у  = f  (х) жэне у  = р(х) функцияларына

журпзшген жанаманыц тeцдeулepi у  = 1  х +1 жэне у  = 2 х -  2 болады.

Ею тYзудiц арасындагы бурыштыц тeнгeнсi бойынша, жанамалардыц 
арасындагы бурыш мына тeцдeудi канагаттандырады.

1

tga 2
2

1 + 1 • 2 
2

= 3 ,  олай болса ею функция (2;2) нYктeсiндe arctg 3

шамасындагы бурышпен киылысады.
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2. А лгебра жэне анализ бастам алары  пэнш  окы туда 
компьютерл1к технологияны  пайдалануды ц тшмд1 ж олдары

Каз1рг1 кездеп республикамыздын б ш м  беру жYЙесiнде жасалынып 
жаткан барлык жаналыктар мен езгерютердщ басты максаты, багыты, 
сипаты ^азакстан Республикасыныц тэуелшз егеменд1 мемлекет болып 
калыптасуы, елде туракты дамыган элеуметтш-экономикалык шарттардын 
орындалуы, елдщ корганыс кабшетш ныгайту, гылым мен техниканын ез 
дэрежесшде дамуы, улттык б ш м  беру 1сшщ элемдш жYЙесiне к1р1гу1 жэне 
т.б. сиякты, мемлекеттш стратегиялык манызы бар кептеген мшдеттердщ 
орындалуына Yлес косу болып табылады. ^огамнын даму керсетмш1 
ретшде акпараттык когамга ету id  алынатын, осы заманда, акпараттык 
когамнын негiзiн акпарат тYсiнiгi аныктайды. Мундай когамда басты 
байлык, стратегиялык кор ретшде акпарат бiрiншi орынга шыгып отыр. 
Kазiргi замангы гылым мен техниканын да басты назарда устап отырганы 
осы акпаратты баскару, жинау, сактау, ендеу жэне тарату тэсiлдерi мен 
куралдарын жетiлдiру болып отыр.

Жогарыда айтылгандай казiргi замандагы акпараттык 
технологиялардын бар болуы мен онын жылдам езгерiстерге ушырап, 
жетiлдiрiп отыруы бiлiм беру саласына да кептеген жаналыктар мен 
езгерiстер экелш отыр. Онын басты багыттары ретшде компьютердщ окыту 
куралы ретiнде колданылуын айтуга болады, муны кейбiр галымдар бiлiм 
беру саласындагы Yшiншi тенкерш деп те айтып жYргенi белгшг Сондай-ак, 
казiргi телекоммуникациялык ж елш к технологиялардын дамуына 
байланысты кашыктыктан окыту бурыннан колданылып келе жаткан, 
дэстYрлi кYндiзгi, кешкi, сырттай, экстернат секгвд окыту тYрлерiмен катар 
колданылып жYр.

Оку процесiнде жана акпараттык технологиялардын колданылуы дербес 
пэндердi окыту эдштемелерше де жаналык экеле бастаганы казiр анык 
байкалып келе жатыр. Эшресе, компьютердi окыту процесiнде
алгашкылардын бiрi бiрi болып колдана бастаган математика пэншщ 
муFалiмдерi, казiр, жана акпараттык технологияларды менгерiп кана 
коймай, оны ез пэндерiнде кенiнен колданатын болды.

Осы мэселеге катысты математиканы окытудагы кеп жылгы 
тэжiрибелерге CYйене отырып келесi тужырымдамаларды жасауга болады:

-  Математиканы окыту эдштемеш -  кеп жылдык тарихы бар, 
калыптаскан педагогикалык гылымдар жYЙесiнiн бiр белiгi болып 
табылады. Пэн ерекшелшше карай математика курсын толыгымен 
компьютерлiк негiзге ауыстыруга болмайды. Мысалы, аксиома, теорема, 
оларды дэлелдеулер жолымен окушылардын абстрактiлiк ойлау кабшетш 
дамыту iстерi бурынгы тэсшдермен жYргiзiлуi тиiс. Тек кейбiр такырыптар 
мен тарауларды окып-Yйренудi гана компьютерлiк технологияга жYктеуге 
болады;

-  Акпараттык технологияларды окыту процесшде колданудын ен
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мацызды дидактикалык ерекшел1ктер1 оныц б ш м  алушыны акпаратпен 
жогары дэрежеде камтамасыз ету мYмкiндiгiнде. Бул ез кезегшде окыту 
Yрдiсiнде уакытты тшмд1 пайдалануга, окыту сапасын арттыруга с е п т т н  
типзедг Акпараттык технологиялар кемепмен окушыларга колледж 
жагдайында керсетшу1 киын немесе мYмкiн емес кубылыстарды керсетуге 
болады, жалпы айтканда оку материалдарын экрандык-дыбыстык куралдар 
кемепмен жогары гылыми-танымдык децгейде беруге болады;

-  Математиканы окытуда акпараттык технологияларды колданудыц 
тагы б1р тшмд1 жагы -  бул компьютерд1 эксперимент куралы ретшде 
пайдалану. Алгебра жэне анализ бастамаларыныц оку багдарламасына 
байланысты карастырылатын колданбалы багыттагы математикалык 
есептерд1 шыгару б1рнеше математикалык модельдерд1 карастырып, 
окушыныц модельдер бойынша есептеу эксперименттерш жасауына 
мYмкiндiк беретш акпараттык технологиялар ете кеп, тш п  болмаса кец 
тараган офистж багдарлама Excel аркылы да эксперименттер жасауга 
болады;

-  Акпараттык технологияларды окыту процесшде колданудагы тагы б1р 
жаксы жагы ол окушыныц б ш м  YPДiсiнде шыгармашылык кабшетш 
дамытуга айкын мYмкiндiк бередг Сондай-ак, окушыныц ез бетшше 
танымдык ю-эрекеттерд1 кYшейтiп, езшдщ жумыстарды тез орындау 
мYмкiндiктерi артады. Окушылармен эр тYрлi децгейдеп жэне жекелеген 
жумыстарды уйымдастыруга мYмкiндiк туады.

Математика пэнш окытудагы акпараттык технологияларды колданудыц 
ез максаты, мазмуны, формасы жэне ерекше етмзу т эс ш  бар екеш белгш , 
осыган байланысты басшылыкка алынатын н еп зп  кагидалар ретшде 
мыналарды алуга болады: такырыпты окыту максаттары мен мшдеттерш 
накты жэне дурыс аныктау; етшетш такырыптыц, бел1мнщ материалдарын 
талдау, керектшерш тацдап алу жэне оныц тш сп  курылымын жасау; 
сценаршн курастыру; сабакты жYргiзудiц багдарламасын жасау 
(программалау); окыту процесшде компьютерлж CYЙемелдеудiц орнын 
аныктау; такырыптыц етшуше талдау жасап, корытынды жасау.

10-11 сыныптарда окытылатын алгебра жэне анализ бастамалары 
пэн1н1ц багдарламасына сэйкес карастырылатын «Тригонометриялык 
функциялардыц графиктер1н тургызу жэне зерттеу», «Логарифмд1к 
функциялардыц графиктерш тургызу жэне зерттеу», «Жанама туралы есеп», 
«Туындыныц кемег1мен функцияны зерттеу» жэне т.б. такырыптарды 
окытуды акпараттык-компьютерлш технологияларды колданудыц жаксы 
нэтиже берш жYргенiн айтуга болады. Мысалы, функцияныц графиг1н 
зерттеуде, окушылардыц кабылдауына киындау согатын функцияныц есу 
эне кему аралыктарын аныктау, функцияныц тацбасы езгеретш аралыкты, 
максимум жэне минимум мэндерш аныктау, паралель кеш1рулерд1 орындау 
жэне т.б. секшд1 нэрселерд1 окушыларга информатика курсынан белг1л1 
ездер1 б1лет1н Excel багдарламасы аркылы керсете отырып тYсiндiру жаксы 
нэтижелер берер ед1. Сол сиякты каз1рп замангы акпараттык технологиялар, 
математиканы окытуда колданылып келген кептеген техникалык
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приборларды да алмастыруга жагдай жасайды.
Жалпы математиканы жэне оныц жекелеген тарауларын окытуда 

акпараттык технологияларды колдану туралы эдютемелж усыныстарга, 
гылыми-эд1стемелш зерттеулерге жэне кеп жылгы тэж1рибеге CYЙене 
отырып, компьютерге непзделген акпараттык технологияларды математика 
пэнш окытудагы, окулыктан кеш нп н еп зп  окыту куралы деп айтуга да 
болады, себебц компьютердщ мYмкiндiктерi:

- окушыларга окылатын такырып туралы дэл акпаратты бере отырып, 
оку сапасын арттырады;

- окытудыц кер н ек ш тн  арттырады, ягни окушыларга киын да ^рдел1  
материалдарды кернею тYPде тYсiндiруге кол жетюзедц

- окытудыц тш м д ш тн  жогарылатады жэне окыту материалын 
тYсiндiру мYмкiндiгiн арттырады;

- окушылардыц бш м ге куштарлыгын, кызыгушылыгын, суранысын 
канагаттандырады;

- мугал1мдерд1 б1рсарынды, техникалык жумыстан босата отырып, 
Yнемделген уакытта олардыц шыгармашылыкпен жумыс ютеуше жагдай 
жасайды жэне т.б.

Сонымен окыту YPДiсiнде окушылардыц оку-танымдык ю-эрекетш 
белсенд1руде дэстYрлi эдютер мен жаца эд1с-тэсшдердц технологияларды 
езара сабактастыкта пайдалану, дэстYрлi сипаттагы жумыс тYрлерiн жацаша 
тургыда езара ыкпалдастыкта пайдалану, математикалык б ш м  беруд1 
акпараттандыруда оц нэтие беред1 деп корытынды жасауга болады.

Осы жагдайда гана бYгiнгi жаца акпараттык технологияныц математикалык 
бшмденд1руге оц ыкпалын типзед1 деп айтуга болады. Енд1 айтылып отырган 
тужырымдар мен сурактар бойынша накты мысалдар карастырайык.

2.1-мысал.

f  (.х)= x 3 -1 4 7 x -  286 формуласымен берiлген функцияны зерттеймiз.
1) Аныкталу облысы: барлык накты сандар жиыны;
2) Б1'р1'нш1 туындысы : f ' (х) = 3х2 -147  ;
^осындыньщ туындысы косылгыштардыц туындыныц косындысына тец:

(х3 -1 4 7 х -  286) = (х3) -  (147х)' -  (286)',
Константаныц туындысы 0-ге тец:

(х3) -(147х)' -(286 )'= (х3) -(147х) -  0 = (х3) -(147х)'
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Туынды дэрежесшщ ережесiн пайдаланамыз 
Константа мен функция туындысынын, кeбейтiндiсi функция 

туындысынын, константа кeбейтiндiсiне тец:

(x3) -(147x)'=3x2 -1 4 7 x =3x2 -  1471=3x2 -147
3) Кк1'нш1 туындысы : f'(x )= 6x
Екiншi туындысы -  бул бiрiншi туындыныц туындысы 
Косындыныц туындысы косылгыштардыц туындысыныц косындысына

тец:

(3x2 -147 ) = (3x2 ) -  (147 )'
Константа мен функция туындысыныц кебейтш д^ функция 

туындысыныц константа кeбейтiндiсiне тец

Константаныц туындысы 0-ге тец: 3(x2 ) -  0= 3(x2 )

Туынды дэрежесшщ ережесш пайдаланамыз: 3(x2 ) =3(2x)
Жакшаларды ашамыз:3(2x) =3 2x
Топтау жYргiземiз: 3 2x =(3 2)x =6x
4) x ошмен киылысу нYктелерi : x = -11; x = -2; x = 13
Абцисса осiмен киылыскан нYктелердi табу Yшiн функцияны нольге

о

тецестiремiз: x -1 4 7 x  -  286 = 0
Тецдеудi кeбейткiштерге жiктеу тэсш мен есептеймiз 
БiрмYшенi бiрнеше косындыларга жiктеймiз 
Бiрдей косылгыштарды косамыз жэне азайтамыз: 

x 3 + 2x 2 -  2x2 -  4x -143x -  286 = 0
Топтау жYргiземiз: (x3 + 2x2 ) -  (2 x2 + 4x ) -  (143x + 286)= 0

2
(x+2)x2-(x+2)(2x)-(x+2)143 =0
Ортак кeбейткiштi жакша сыртына шыгарамыз:
(x + 2)(x2 -  2x -143)=  0
Шыккан шешiмдi бiрнеше жагдайларга бeлемiз: 
1-жагдай: x+2=0
Белгiлi шамаларды тецдiктiц оц жагына ауыстырамыз: x=-2 
Сонымен, бул жагдайдыц жауабы: x=-2
2-жагдай: x 2 -  2x  -143 = 0
Дискриминантты табамыз: D  = b2 -  4ac = ( -  2)2 -  4 1 (-143) = 576 
Дискриминант оц, сондыктан тецдеудщ екi тYбiрi бар 
Квадрат тецдеудщ тYбiрiн табудыц формуласына коямыз:

-  ь ± 4 D
x

,2 2a
2 -  24

x  =
21

-11 ; x2 =
2 + 24 

21
= 13

Сонымен, бул жагдайдыц жауабы: Error!. 
Жауабы: Error!.
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5) у  ошмен киылысу нYктелерi: y=-286 
x=0 деп аламыз
f  (0)= 03 -147  0 -  286 = -286
6) Вертикаль асимптотасы: жок
7) Горизонталь асимптотасы: жок
8) Келбеу асимптотасы: жок

f  (x)
9 ) f x )  шексiздiкке умтылса, x шексiздiкке умтылады, шексiздiкке

x
умтылса, x  шексiздiкке умтылады

10) Кризистi нуктелер: Error!
Кризиса нYктелердi аныктау Yшiн 6ipiHmi туындыны 0-ге тецестiрiп, 

табылган тендеудi mеmемiз: 3x -147  = 0
Белгш  тамаларды тецдiктiц он, жагына ауыстырамыз: 3x2 = 147 
Тендеудщ екi жагын белпшздщ коэффициентiне белемiз: 
x2 = 147:3 x2 = 49 
Жауабы: Error!.
11) Yзiлiстi нуктелер: x=0
12) Ордината осiне катысты симметрия : жок
f(x) функциясы жуп деп аталады, егер f(-x)=f(x) болса.
f  ( -  x ) = ((- x)3 -147 (-  x) -  286)= -  x3 +147x -  286 ф f  (x)

f  ( -  x  ) ф f  (x)
Функция жуп емес
13) Координата бас нYктесiне катысты симметрия: жок 
f(x) функциясы так деп аталады, егер f(-x)=-f(x) болса.
f  ( -  x )= (-  x)3 -1 4 7 (-  x) -  286 = - x3 +147x -  286 = - (x 3 -1 4 7 x + 286) ф -  f  (x)

f  (x ) * - f  (x)
Функция так емес
14) Тесттш интервалдар:

15) Зерттелген функцияньщ нэтижесiн кестеге енгiземiз:

Тестлк
интервалдар:

f(x) f7(x) Графикалык
сипаттамасы

x<-11 - + - 0седi, жогары 
карай денес
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x=-11 0 + -

-11<x<-7 + + - 0седц жогары 
царай децес

x=-7 400 0 - Салыстырмалы
максимум

-7<x<-2 + - - Кемидц жогары 
царай децес

x=-2 0 - -

-2<x<0 - - - Кемидц жогары 
царай децес

x=0 -286 - 0 Ишу нYктесi

0<x<7 - - + Кемидi, темен 
царай децес

x=7 -972 0 + салыстырмалы
минимум

7<x<13 - + + 0седц темен царай 
децес

x=13 0 + +

x>13 + + + 0седц темен царай 
децес

16) Салыстырмалы экстремум:
Минимум нуктеден еткен кезде функцияныц туындысы «-» тацбасынан

«+» тацбасына ауысады.
Салыстырмалы минимум: (7;-972)
Максимум нYктеден еткен кезде функцияныц туындысы «+» тацбасынан «- 

» тацбасына ауысады.
Салыстырмалы максимум ( -  7;400)
17) Кестедеп берiлгендердi координата жазыцтыгына енгiземiз.
Зерттеген нэтижелердi цолдана отырып, оныц графигiн салайыц:
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18) Функциянын, мэндер облысы: барлык накты сандар жиыны.
19) Ец улкен мэнi: жок
20) Ец rnni мэнi: жок.

Келесi мысалды шыгару жолдарынсыз кeрсетейiк. 
2.2-мысал.

f  (х) =
х3 -  11x2 + 35x -  25

2х -  3
1) Аныкталу облысы: х < 1,5; х > 1,5

формуласымен берiлген функцияны зерттеймiз.

2) Б1'р1'нш1 туындысы : f ' (х) = 4х3 -  31х2 + 66х -  55
(2 х -  3)2

8 х — 36 х + 54 х + 223) Еюнпп туындысы : f "(х)=
(2 х -  3)3

4) х осiмен киылысу нYктелерi : х = 1;х = 5
25

5) у  ошмен киылысу нуктелерй у = —

6) Вертикаль асимптотасы: х = 1,5
7) Горизонталь асимптотасы: жок
8) Келбеу асимптотасы: жок

9 )/(х) шексiздiкке умтылса, х шексiздiкке умтылады, /х х ) шекшздшке

умтылса, х шексiздiкке умтылады
10) Кризиса нуктелер: х = 5
11) Y3miCTi нуктелер: х = 1,5
12) Ордината осше катысты симметрия : жок

13) Координата бас нYктесiне катысты симметрия: жок
14) Тесттш интервалдар:
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з,__ , 1 1.5 5
3—|4Э

2
15) Зерттелген функцияныц нэтижесiн кестеге eHri3eMi3:

Тeсттiк
интервалдар:

А х) / ( х) г о Г рафикалык 
сипаттамасы

з -  V49X <
2

+ - + Кемидк темен 
карай децес

з -  V49X = ---------
2

3 -  V4X <
2

19 - 0 Иiлу нYктeсi

з -  V49 < X <
2

+
1

- - Кeмидi, 
жогары карай 

децес

X = 1 0 - -

1 < X < 1,5 - - - Кемидц 
жогары карай 

децес

X = 1,5 Аныкт Анык Анык Вертикаль
алмайды талмайды талмайды ассимптота

1,5 < X < 5 + - + Кемидц темен 
карай децес

X = 5 0 0 + Салыстырмал 
ы минимум

x > 5 + + + 0седц темен 
карай децес

16) Салыстырмалы экстремум:
Салыстырмалы минимум: (5;0)
17) Кeстeдeгi бeрiлгeндeрдi координата жазьщтыгына eнгiзeмiз.
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18) Функциянын, мэндер облысы: барлык накты сандар жиыны.
19) Ец Yлкен мэнi: жок
20) Ец Krni мэнi: жок

2.3-мысал

У
x

x 2 - 1
функцияны туынды кемепмен зерттеудiц жалпы схемасын

карастырамыз.
Шешуi:

1) аныкталу облысы x ^ ±1мэндерiнiц барлыгы, ягни x е (-да;- 1) и  (-1;1) и  (1;да).

2) lim2 V  ч  -4-
x

x ——±1 x 1
да. Ендеше x ф ±1 тж асимптоталар.

3) У'
x2(x2 -  3) 
(x2 -  1)2

4) y' = 0. Осыдан x1 = 0; x2,3 = ±V3. Сонымен x1 -1; x3 = 0; x4 = 44
куджтс нуктелер.
5) Кесте курамыз:
4-кесте. Функцияныц есу, кему аралыктары.

x (-да;-  3) -  3 ( -  3;1) -1 (-1;0) 0 (0;1) 1 (1; 3) 3 ( 3 ;да

У' + 0 - да - 0 - да - 0 +
У еседi max

-2,6
кеми
дi

Yзiлi
с

кеми
дi

У=0 кеми
дi

Yзiлi
с

кеми
дi

min
2,6

есе
дi

6) Осыдан x=0
7) Ендi екiншi туындыны тацбасын аныктап, функция графипнщ кайсы
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аралыкта децес, кайсы аралыкта ойыс жэне иiлу нYктелерiн табу Yшiн тагы да 
кесте курамыз.
5-кесте. Функция графипнщ децес, ойыс жэне шлу нYктелерi.

х (-да;-1) -1 (-1;0) 0 (0;1) 1 (1; да)
У' - да + 0 да +
У децес узш с ойыс Ишу

у=0
децес узш с ойыс

8) к = lim ̂ х̂ да
х~

х( х2
= lim х = 1;

1) х̂ да х -1

b = lim ( Х -  х) = lim Х = 0;х̂ да х 2  1 х̂ да х 2  1
Олай болса y=x келбеу асимптота.
9) Графиктщ осьтерiмен киылысу нYктесi 0(0;0).
10) Функция так. Функция периодсыз. Графип.

Ендi функцияны туынды кемегiмен зерттеудщ жалпы схемасын Maple 
пакетiнде карастырамыз.

1) Maple пакетiнде аныкталу облысын табамыз (25-сурет).

25-сурет

2) Maple пакетшде функцияныц туындысын табамыз (26-сурет).
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26-сурет

3) Maple пакетшде берiлген функциянын, кYдiктi нYктелерiн табамыз (27-сурет).

27-сурет

4) Maple пакетiнде функциясыныц экстремумдарын жэне есу, кему 
аральщтарын табамыз (28-сурет).
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28-сурет

5) Maple пакетшде функцияныц екiншi туындысын жэне оны нелге тец деп 
алып x-тщ  мэнiн табамыз (29-сурет).

29-сурет

6) Maple пакетшде екiншi реттi туындыны пайдаланып функцияныц децес, 
ойыс жэне иiлу нYктелерiн царастырамыз (30-сурет).
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30-сурет

7) Maple пакетшде функцияныц келбеу асимптоталарын карастырамыз (31- 
сурет).

Maple 11 [Untitled (1) [Server 1]]

File Edit View Insert Format eadsheet Window Help

IQI^I^lal# ъ\ё] E ПП [*1 И
x |Ф 1 | W | / | ///

> у:=х—>хА3/(хл2-1);

> a l p h a [1]:=limit(у(х ) / х ,x=+±nf±nity ) ;

> alpha [2] :=limit(у(x)/ х ,x=-infinity) ;

> a : = a l p h a [ l ] ;

> beta[l]:=limit(y(x)-a*x,x=+infinity);

> b e t a [2]:= limit(у (x )— a * x ,x=-infinity ) ;

> b : = b e t a [ l ] ;

r>

у = x
2 1 X — 1

ot.| := 1

oc2 :=1

a := 1 

Pj =0 

p2 =0 

b := 0

31-сурет

8) Maple пакетiнде функцияныц так немесе жуп екенш жэне периодтылыгын 
карастырамыз (32-сурет).
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32-сурет

Функцияны зерттеу нэтижеш бойынша Maple пакетшде функциянын, 
графигiн саламыз (33-сурет).

^  File Edit View Insert Format Spreadsheet Window Help

Maple 11 - [Untitled [1J- [Server 1]J

Maple Plot _▼ ] [Times Mew Roman _▼ ] И2 _▼ ] | В  | /  | У  | =: Й ; I Ш

> plot(y(x),x=-lu..10,y=-10..10,thickness=2)
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Акпараттык технологиялардын, унем1 жылдам езгерютерге у т ырауы, 
жетшу1 бш м  беру саласында тын кезкарастар мен жаналыктар езгерютер алып 
келуде. Б ш м  берудщ жана технологиясыньщ непзп багыты акпараттандыру 
болса, компьютерлш технология математика пэншщ мугал1мдершщ жумыс 
Yрдiсiнде берш орын алды, ягни оны кещнен колданатын болды. Алайда буюл 
ел1м1здеп бш м  ж уйес заман талабына сай жумыс жасауда - деп айтуга эл1 
болмайды. Кептеген орта жэне кэсштш бш м, жогаргы бш м  мекемелершдеп 
инновациялык процестер аныктамалык-акпараттык сипатта калып отыр. 
Осыдан окыту YPДiсiнде окушынын жеке-дара ерекшелштерше багытталган 
кезкарас калыптаспай, бш м  жуйею окушынын ез ем1р жолы мен болашагын 
тандау мYДдесiн толык айкындай алмауда.

Ен колданбалы, ем1рге, ягни окушыны коршаган ортага сэйкес мумюн 
болатын барлык накты сурактардын кершюшщ модельдш жауабы болып 
табылатын математка пэш, ез ерекш елтне карай, толыгымен компьютерлш 
непзге ауыса алмайды. Окушылардын логикалык ой ерюш, ойлау кабшетш 
дамыту, жетшд1ру Yшiн дэстYрлi технологиялар колданылуы керек.

Окыту -  бул бш м  берудщ непзп жолы жэне ол ею жакты Yзiлiссiз б1ртекл 
процесс. Онын б1ршшю1 окушыга кажегл денгейде бш м  берш, юкерлжке, 
дагдыга уйретедг Ал осы максатка жетудщ ен непзп басты шарты мугал1мнщ 
сабакка деген кызыгушылыгын тугызуы болып табылады. Жана 
технологиялардын кай багыты болмасын, ол мугал1мнщ мYмкiндiгiн ашатын, 
кенейтетш, тшт1 кYшейтетiн де курал, б1рак ол еш уакытта оны сабакты 
компютермен суйемелдеу белгш  б1р кажеттшкке жэне такырып мазмунына 
карай уйымдастырылуы керек.

Компьютерлш технологияны окыту процесш колданудын ен манызды 
ерекш елт -  онын бш м  алушыга акпаратты жогары денгейде, тез камтамасыз 
ету мYмкiндiгiнде.

Дорыта айтканда, акпараттык технологияны окыту процесшде колдану, 
бш м  беру жэне окыту куралы ретшде, бш м  беру YPДiсiн жетшд1рш, бш м  
сапасы мен нэтижелшгш кетеруге мумюндш тугызады.
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^орытынды

Каз1рп кезде мектептщ алдына цойып отырган талабы -  жас жетюншек 
урпацтарды непзп пэндермен терец де берш сапалы бшммен царуландыру, 
алган, мецгерген бшмдерш кYнделiктi сабацта ез децгейлершдеп ездершщ 
юкерлштерш шеберлжпен цолдана бшу. Осы жетютштерге ету ушш мугал1м 
алдындагы оцушылардыц мшез-цулцын, сана-сез1мшщ жетшу дэрежелерш 
танып, оцушылардыц цабылдауын, зешнш, циял, ес, ойлауын, дурыс цадагалау 
танымдыц процестерд1 цалыптастыруда непзп тулга болып табылады.

Сондыцтан цогамды ацпараттандыру жагдайында Yздiксiз бш м  беру 
жуйеш мыналарга CYйенедi:

- бш м  берудщ сапасын арттыру, даму царцынын кYшейту жэне 
дербестенд1руесебшен цогам мушелершщ ой-ершнщ даму децгешн кетеру;

- ез бетшше бш м  алу мумюндштерш кецейту жэне мщдети емес бш м  
беру жуйесше цогам мушелершщ ез мамандыцтарын цайта езгерта алатындай 
жагдай тугызу.

Б ш м  беруд1 ацпараттандырудыц непз1 багыттары:
-  методологиясын жетшд1ру мен стратегиялыц мазмунын тацдау;
-  эдютер1 мен формаларын уйымдастыру;
-  цогамды ацпараттандырудыц цаз1рп жагдайында тулганы тэрбиелеу мен 

дамыту;
-  оцытудыц эдютемелш уйесш жасау;
-  бш м  алушыныц интеллектуалдыц потенциалын дамытуга багыттау;
-  ез бепмен бш м  алу б ш к тш п н  цалыптастыру;
-  информациялыц-оцу, экспериментлк-зерттеу цызметшщ ез бепмен 

тYрлi ю-эрекеттерш жузеге асыру;
-  тестшк, диагностикалыц бацылау эд1стер1 мен бш м  алушылардыц 

децгешн багалау.
Бшмд1 ацпараттандыруды ацпараттыц цогам жагдайында жогары 

децгейдеп ем1рге адамды дайындау процес ретшде сипаттауга болады.
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