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ОТЪ РЕДАКТОРА ПЕРВАГО ТОМА.

Принимая на себя редакцпо тон части курса положительной фи
лософы Огюста Конта, которая относится къ наукамъ математиче- 
скнмъ —  анализу, геометры и механикй, —  я имйлъ въ виду снабдить 
переводъ подстрочными примйчашями, чтобы пояснить и гдй нужно 
исправить и дополнить изложеше Конта.

Но за три четверти вйка, протекшихъ со времени появлешя 
труда Конта, математическая науки сильно подвинулись впередъ: нако
пилось много новаго матер1ала, н самые принципы, лежаице въ осно- 
BaHiu высшей математики, получили новое освйщеше и толковаше; даже 
на понятаяхъ, относящихся къ элементарной алгебрй и геометры, ясно 
отразился нрогрессъ математической мысли. При такихъ услов!яхъ ком- 
M enTapin къ Конту должны были бы принять слишкомъ широше раз
меры. Съ другой стороны изложеше Конта, не смотря на его удиви
тельный талантъ популяризацш наиболее отвлеченныхъ математиче- 
скихъ поняты и самыхъ сложныхъ результатовъ, достигнутыхъ наукой, 
едва ли будетъ доступно для лицъ, совершенно незнакомыхъ съ выс
шей математикой: въ такомъ случай дополнешя и нсправлешя тймъ 
менйе могли бы разсчнтывать хотя бы на самый ограниченный кругъ 
читателей не-математиковъ; послйдше яде и сами въ болыиинствй слу- 
чаевъ легко замйтятъ вей существенные пробйлы Конта. По этимъ со- 
ображешямъ я рйшился не дйлать частныхъ замйчанш по отдйль- 
нымъ нунктамъ изложешя Конта и ограничиться лишь краткой ха
рактеристикой воззрйнш Конта на основные вопросы математики; та 
кое рйшеше казалось мнй тймъ болйе правнльнымъ, что прямыя 
ошибки, вкравнпяся въ изложены Конта, были довольно подробно ука
заны знаменитымъ французскимъ математикомъ Ж . Бертраномъ въ 
статьй, помещенной въ Revue de deux Mondes.

Отведя математикй обширное мйсто въ своемъ курей положи
тельной философы, Контъ самую философ1ю математики поннмалъ 
совершенно иначе, чймъ понимается это обыкновенно современными 
учеными. Философское изложеше математики состонтъ нынй глав- 
нымъ образомъ въ критикй основныхъ опредйлешй, положены и ак- 
сюмъ, на которыхъ построена наука, и въ анализй методовъ дедук- 
цы , ею примйняемыхъ. Обобщеше понятия о ч и с л й , начиная съ пйлаго
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положнтельнаго числа и кончая, съ одной стороны, комплексными чи
слами и кватерншнамн, а съ другой —  идеальными числами, строгое 
установлеше понятия о функщй, о предйлй и т. д. составляютъ глав
ные пункты, на которыхъ сосредоточивается въ настоящее время вни- 
маше философы математики. Въ подтверждеше такого взгляда можно 
указать на цйлый рядъ сочинешй, по священ ныхъ именно изложе
ны) самыхъ первоиачальныхъ поняты  анализа, напр., Таннери „В ве
д е т е  въ теорпо функщй отъ одной перемйнной“ (1886  г.), Ш тольцъ 
„Л екцы  по общей ариеметикй“ , Бирманъ „Т еор1я аналитическихъ 
функщй“ и т. д. Съ другой стороны критика геометрическихъ аксшмъ 
н разъяснеш е смысла самыхъ иервоначальныхъ элементовъ геометр! и 
п составляете главный предмета трудовъ знаменитаго соотечествен
ника нашего Лобачевскаго и его многочисленныхъ комментаторовъ и 
толкователей.

Вей эти нзелйдовашя вполнй входили бы въ составъ „положи
тельной“ философы, какъ ее понимали, Контъ, но во времена Конта 
указанные вопросы мало останавливали внимаше математиковъ; от- 
дйльныя же попытки такого характера, сдйланныя до Конта, пли оста
лись ему неизвйстными, или не обратили на себя его внимашя. Контъ 
по этому принималъ вей бывппя въ то время ходяч1я опредйлешя и 
аксюмы и не искалъ строгаго нхъ обосновашя,— яим йю здйсь въ виду 
главными, образомъ разеуждешя Конта но поводу мннмыхъ пли ком- 
плексныхъ чиселъ (леки,¡я У , стр. 88 и сл.).

Ещ е менйе, чймъ догматически строгое излож ите основныхъ 
поняты математики интересовали Конта генезисъ этихъ поняты; въ 
этомъ отношены онъ ограничивается только указаш емъ на нроисхо- 
ждеше понятая о пространствй и основныхъ геометрическихъ представ- 
лешй о различныхъ геометрическихъ протяженностяхъ, т. е. о тйлй, по
верхности, лины и точкй (лекщя X , стр. 144  и сл.); онъ приписывали ими 
исключительно эмпирически! характеръ и совершенно отрицали самую 
возможность представлешя иныхъ протяженностей, кромй тйла; точки, 
лин!и и поверхностей суть для Конта тйла, имйюшдл три, два или одно 
изъ пзмйрены на столько малыхъ, что внимаше лица, мыслшцаго о про
тяженности, не можете сосредоточиться на этнхъ малыхъ измйрешяхъ.

Не останавливаясь здйсь на разборй этихъ взглядовъ Конта, по
зволяю себй указать читателю на замйчашя, сдйланныя по этому пред
мету профессоромъ Каринскимъ въ статьй его „Объ нстннахъ само- 
очевпдныхъ“ .

Оставляя въ сторонй и догматическое установлеше основныхъ мате- 
матическихъ понятий, и тймъ болйе генезисъ нхъ, Конте все свое вни
маше сосредоточиваете на ознакомлены читателя съ главными фактами 
математическихъ наукъ, съ результатами, достигнутыми этими науками къ 
его времени. Болйе всего его интересуете правильное ограничите пре- 
дйловъ различныхъ частей математики, установле1Йе цйлн и мйста каж- 
даго ея отдйла, вообще систематизащя накопнвшагося матер1ала, а за- 

' тймъ— краткое описаше, если моясно такъ сказать, щпемовъ рйшен!я 
главнййшихъ вонросовъ анализа, геометр!и и механики.

Для характеристики объема математическихъ свйдйшй, которыми 
обладалъ Контъ, или, но крайней мйрй, которыми онъ иодйлился съ своими 
читателями, прежде всего слйдуетъ указать, что Контъ, увлеченный своими 
философскими работами, хотя и занимался, преподавашемъ математики 
и, повидимому, останавливался на нйкоторыхъ чисто математическихъ



О'ГЪ РЕДАКТОРА. IX

воиросахъ, по вообще не им'Ьлъ возможности внимательно следить за 
дальнейшими успехами этой науки; такъ, напр., въ его изложенш 
не встречается указаний на труды Гаусса и Абеля, появивииеся въ 
печати до издашя курса положительной философш.

Сравнивая объемъ излагаемыхъ Контомъ сведенш  но анализу и 
геометрш со 2 -мъ издашемъ (1814  года) весьма изв'Ьстнаго курса Лакруа 
„T raité  du calcul différentiel et du calcul in tégral“ , можно легко про
верить, что почти вей вопросы, разсмотренные Контомъ, входили въ 
курсъ Лакруа, который въ свое время составляли почти энциклопедно 
математическнхъ знанш, заключавшихся въ программами вы сш ихъучеб- 
ныхъ заведении Исключеше представляютъ части собственно анали
тической геометрш, касаюицяся системъ координатъ, уравнен1й геоме
трическими м есть, и т д,; надо при этомъ отметить, что теор1я кри
выми и поверхностей втораго порядка, составляющая ныне главный 
предметъ этой геометрш, совсйми не изложены въ курсе Конта. Подоб
ными же образомъ „Аналитическая механика“ Лагранжа послужила 
основашемъ для последней части перваго тома.

Указанш на класснчесше труды по математике, давиае главный 
матер1алъ для философскими размышление Конта, въ достаточной мере 
выяснять читателю съ внешней стороны содерж ите части курса Конта, 
посвященной нзлолгенио оснований математики. Разсмотримъ теперь 
схему, въ которой Контъ расположили весь указанный матер¡алъ.

Контъ всю математику делили сперва на два отдела: на абстракт
ную и на конкретную; къ первой они относили собственно анализъ 
(исчнслеше), а ко второй— геометрш, механику и термолопю; послед
нюю часть они излагали вместе съ физикой только изи о п а се т  я, чтобы 
сильное отступление отъ принятаго порядка не повредило ви общемъ 
мнйнш его курсу.

Предметъ абстрактной математики, по мысли Конта, заключается въ 
измеренш одними величинъ, неизвестными, съ помощью другими, извест
ными. на основанш точными соотношенш,существующими между ними. Эти 
точный соотношешя между величинами измеренными (известными) и под
лежащими измерению (неизвестными) должны быть непременно выражены 
черезъ определенный простыл операцш (слож ете, вы чи тате, умножеше и 
т. д.), число которыми Контъ ограничиваетъ десятью. Установлешё зависи
мостей между неизвестными и известными величинами, или, другими 
словами, составлеше уравненш между ними есть задача конкретной ма
тематики, pemeiiie яге уравнеш й— задача абстракной математики. Теорети
чески, говорить Контъ, конкретная математика распадается на столько 
частей, сколько можно представить себе группи естественными явленш; 
въ действительности, но мийнш Конта, въ его время она состояла 
только изи трехъ частей— геометрш, механики и термологш; моягно 
надеяться, говорить Контъ, что неорганическая физика войдетъ совре-- 
менемъ въ составь конкретной математики, но нети никакого поло- 
жительнаго основан1я расчитывать на ’распространеше прилож етй ана
лиза за означенные пределы.

Реш ить уравнеш е— значить указать явными образомъ, какъ иско
мая величина выражается черезъ данныя. Найти численное значеше 
искомой величины съ помощью явнаго выраясен1я ея черезъ данныя, 
значеше, соответствующее определенными численными значешямъ дан
ными величинъ— составляетъ задачу ариометики; самое же решеше 
уравненш есть дело алгебры въ обширномъ смысле этого слова, пред
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мета алгебры, по определенно Конта, состоять въ обращенйи неявныхъ 
зависимостей неизвйстныхъ величинъ отъ извйстныхъ въ явный.

Ариометика и алгебра исчерпывали бы все содерлсанйе абстрактной 
математики, если бы составлеш е уравненйй для различныхъ классовъ 
естественныхъ явленйй,— такихъ уравнений, которыя заключали бы только 
данный и искомый величины,— не встречало ннкакнхъ затруднение на 
практике.

Но сложность некоторыхъ естественныхъ явленйй и сложность 
тйхъ зависимостей между измеренными и подлежащими измЪренйю ве
личинами, которыя соответствуют!, ЭТИМЪ явлешямъ, СЪ 0ДН011 стороны, 
и ограниченность числа операций съ помощью которыхъ указанныя зави
симости должны выразиться, создаетъ болыпйя затрудненйя для составлен ¡я 
уравненйй нзаставляетъ математнковъ прибегнуть къ введен йю въуравн е- 
нйя, выражающие законы естественныхъ явлений, особыхъ вспомогатель- 
ныхъ величинъ. Абстрактной математике приходится иметь дйло такнмъ 
образомъ съ двумя категорйями уравнение —  въ одннхъ заключаются 
только неизвестныя и данныя, въ другихъ же, сверхъ того, еще и вспо
могательный величины. Реш еш е уравнение ееерваго класса составляете,, 
какъ указано выше, предмета алгебры или прямаго исчисленйя функцйй. 
Рйшенйе лее втораго класса уравненйй распадается на двЬ части— нс- 
ключеше вспомогательныхъ величинъ, т. е. п р и вед ете данныхъ зави
симостей къ другимъ, заключаеощимъ только искомыя и данныя вели- 
чины, ее затЬмъ— решенйе еереобразованееыхъ такимъ образомъ урав
ненйй по обычнымъ прйемамъ алгебры. Первая часть р4 шешя уравненйй, 
заключающихъ вспомогательныя велеечеены, составляета предмета осо
бой отрасли математики— косвеннаго исчисленйя функцйй. Составь ко- 
свеннаго исчисленйя определяется характером!, тЬхъ вспомогательныхъ 
велеечеенъ, которыя вводятся при составленйее уравненййй, т. е. такъ на- 
зываемыхъ безконечно малыхъ приращений и ееределовъ отношенйй 
этихъ прпращенш пли производныхъ.

Вт, современном!, своемъ виде исчнсленйе косвеееное расееадается 
на три части: д и ф ф ер е н цй ал е, ее ос, интегральное и варьяцйонное исчн- 
сленйе; задача перваго есть установленйе зависимости между вспомога- 
тельными величинами; соответственеео сущ ествующ ей зависимости между 
самыми величинами; еентегральное исчисленйе представляете, главную 
часть исчисленйя косвенных!, функцййй; его ноееосредствееенойй задачей и 
является переходъ отъ уравненйй, заключающеехъ вспомогательныя ве
личины, къ уравненйямъ между подлелсащими непосредственному пзслйдо- 
ванйю величинами. Варьяцйонное еесчнсленйе пресл’Ьдуетъ еще болйе 
высокую и бодйе трудную задачу— сдЬлать предметом!, исчисленййй са
мое составленйе уравненйй —  насколько, конечно, эта задача мо- 
жетъ быть решаема независимо отъ изученйя законовъ естественныхъ 
явленйй.

Не останавливаясь на описании дальн’Ьйшихъ нодраздйленйй, ко
торыя Конта вводить при излож’енйи анализа, считаю необходимым!, 
отмйтить, что дв’Ь крупный отрасли математическаго анализа не нашли 
себЪ мйста въ схемй, Конта— теорйя чиселъ и теорйя вероятностей. О 
теорйи чиселъ Конта упоминаетъ мелькомъ, говоря о чиеленномъ рй- 
шенйи алгебраическихъ уравненйй; свойства чиселъ, независящйя отъ 
системы счисленйя составляютъ, по опред’Ьленйю Конта, предмета этой 
науки, являющейся только дополненйемъ къ обыкновенной ариеметикЬ, 
вспомогательным!, орудйемъ для чнсленнаго рйшенйя уравненйй.
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В ъ  численномъ реш енш алгебранческихъуравненш теорш чиселъ,какъ 
известно, не играетъ никакой роли и неим ёетъ съ ними даже внешней 
связи. Незнакомство Конта съ этой Teopiefi, не входившей въ программу 
политехнической школы, и является конечно главной причиной такой 
существенной ошибки. Этимъ же обстоятельствомъ отчасти объясняется 
и то обстоятельство, почему Контъ такъ мало обратилъ внимашя на 
критику ионя'ля о числе вообще.

O rc y T C T B ie  въ общей систем!’, математическаго анализа теорш 
вероятностей Контъ объясняете во второмъ томе своего труда незна
чительностью практических!, примененш теорш; вообще же этотъ 
пропускъ приписывается чисто личнымъ соображениямъ —  именно из
вестному нерасположенно Конта къ Лапласу, автору трактата о теорш 
вероятностей, который но справедливости до настоящаго времени яв
ляется главнымъ сочинешемъ по этому предмету.

Но нельзя не отметить здесь и того обстоятельства, что теория 
вероятностей не находитъ себе места въ схеме, построенной Кон- 
томъ для систематизацш математическаго анализа. Контъ не p i-  - 
шалея отнести теорш  вероятностей ни къ конкретной математике, 
потому что основный понятия теорш вероятностей носятъ чисто спеку
лятивный, а не конкретный, эмпирически! характеръ, ни къ абстракт
ной, ибо теория вероятностей совсемъ не занимается разрешешемъ 
уравнений, составленныхъ прочими отделами конкретной математики, 
т. е. геометр!ей, механикой и териологией.

П ропускъ Teopin вероятностей самъ Контъ во II томе своего курса 
онравдываетъ, какъ я уже сказалъ, главнымъ образомъ малымъчисломъ 
приложенш, которыя эта T eop ia  можетъ иметь. По этому поводу онъ вы
сказывается совершенно скептически о возможности приложения матема
тическаго анализа къ наукамъ сощальнымъ и вообще къ органической фи
зике. Огромное значение, прюбретенное статистическимъ методомъ пзсле- 
довашя, построенномъ на теорш вероятностей, и колоссальное развитие 
операций по страховашю жизни, основанныхъ исключительно на той же 
T eo p in . представдяетъ полное онровержеше чрезмерному въ этомъ от- 
HouieHiii скептицизму Конта и еще более усиливаете значеше пропуска, 
допущеннаго пмъ, можетъ быть, действительно по причинамъ совершенно 
ненаучнаго характера.

Чтобы хотя въ самыхъ общихъ чертахъ характеризовать воззре- 
1пя Конта на основные вопросы математики, я остановлюсь на двухъ
трехъ пунктахъ, пмеющнхъ более общее значеше,

В ъ  этомъ отношенш на первомъ месте слйдуетъ поставить раз- 
суждеше Конта о мнимыхъ н отрнцательныхъ числахъ.— Духъ матема
тическаго анализа заключается, говорить Контъ, именно въ томъ, чтобы 
разсматривать величины исключительно* съ точки зрения ихъ взаимныхъ 
oTHOiueniii и независимо отъ всякой мысли объ определенномъ числен
номъ значенш ихъ (valeur déterminée). На этомъ основании матема
тики, обязанъ допускать безразлично всякий выражения, которыя могутъ 
встретиться при алгебранческнхъ преобразоваипяхъ, иначе, говорить 
Контъ, пострадала бы общность его разсужденш; все затруднен ¡я при 
введении мнимыхъ величннъ возникают!, исключительно отъ смешешя 
понятий о зависимости между величинами съ понятчемъ о ихъ числен
номъ значенш пли алгебраической точки зрйшя съ ариеметическои. Тоже 
разсуждеше, по сяовамъ Конта, вполне разрешаетъ, по крайней м ере, 
съ чисто умозрительной точки з р е т я , и все вопросы, возникающие
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относительно отрицательныхъ чиселъ; вей же сомнйшя въ удовлетвори
тельности посдйдняго объяснен 1Я носятъ метафизически! характеръ.

Такой взглядъ не устранили, однако, сомнйшй математиковъ, 
упорный размышления привели къ иному и бодйе правильному объос- 
нованпо оперший надъ мнимыми числами, н теперь метафизическими 
кажутся ссылки Конта на духъ математического анализа, будто бы тре
бовавший распространена безъ всякихъ дополнительными разсужденш 
операцш надъ обыкновенными числами и на числа комплексный.

Очень занималъ Конта вопросъ объ алгебраическомъ рйшенщ 
уравнейш  любой степени. Указавъ на современное положение этой тео- 
рш, Контъ подробно останавливается на вопросе о томъ, возможно ли 
такое решение для уравнений всякой степени; при этомъ онъ склонялся 
къ отрицательному отвйту, однако, по соображешямъ, носящнмъ отчасти 
метафизнчесшй характеръ, столь ненавистный ему; именно Контъ нахо- 
дилъ, что сложность формы, въ которой должно представиться р'Ьшеше, 
дйлаетъ его недоступнымъ для слабыхъ силъ ума человйческаго. Дока
зательство Абеля невозможности алгебраическаго р е ш е т я  уравнений 
степени выше четвертой, хотя и напечатанное нисколько раньше 
выхода въ свйтъ курса Конта, было ему еще неизвестно.

Контъ очень внимательно останавливался на анализе нонятш объ 
уравнейш и функцш, т. е. о виде или характере зависимости одной вели
чины отъ другой; онъ пытался установить понятие объ аналитической 
функцш— т. е. решить вопросъ, въ настоящее время еще останавливаю
щий внимаше математиковъ. Контъ однако считали этотъ вопросъ гораздо 
проще, чемъ онъ на самомъ деле оказывается, и р й ш ете , которое онъ 
даетъ этому вопросу, неудовлетворительно. Контъ говорить именно, что 
въ выражешяхъ зависимости однихъ величинъ отъ другими могутъ вхо
дить въ любой комбинащи десять определенныхъ операщй ('сложеше, 
в ы ч и тате, ум н ож ете, дйлеше, возвы ш ете въ степень, и звлечете корня, 
логариемировате, показательныя, прямыя и обратныя круговыя функщй), 
но при этомъ не оговаринаетъ, должно ли въ каждое уравнеш е вхо
дить конечное число такнхъ операщй и комбинацш нхъ, или число 
операщй и комбинащи остается неограниченными; изъ дальнейшими 
разуждешй Конта нельзя выяснить, которое изъ этихъ рйшенШ онъ сами 
принимали. Онъ допускаетъ, съ одной стороны, и безконечные ряды и 
говорить о разложенш функцш въ ряды, а въ такими случай некото
рый изъ указанными выше простейшими функщй (напр, хотя бы триго- 
нометрнчесшяу могутъ быть выражены безчисленными иовторешями дру- 
гихъ простейшими операщй. Оъ другой стороны, если ограничить по
нятие о функщй только конечными числомъ операщй, названными Кон- 
томъ основными, то его определите я в и т с я  узкими, такъ какъ поди него 
не нодойдутъ тй разложен ¡я въ ряды, о которыми говорить сами Контъ.

Несмотря на недостатки изложеннаго оп редй л етя н о ш т я  объ 
аналитической функцш, нельзя не признать, что Контъ совершенно 
правильно указали на главное затруднение, возникающее при вы- 
раженш законовъ естественными явленш математическими форму
лами— именно на ограниченность числа вышедшнхъ въобиходъ функщй, 
свойства которыхъ были бы и просты, и хорошо ВСЙМИ извйстны.

Заканчивая свое разсуждеше объ аналитической функцш, Контъ 
останавливается и на вопросе, возможно ли ожидать введешя въ 
анализъ новыхъ функщй, который давали бы возможность расширить 
область аналитическими уравнении И въ этомъ отношенш Контъ скло
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няется къ отрицательному ответу, опровергнутому, однако, дальн'Ьйшимъ 
ходомъ науки,— достаточно въ этомъ отношенш указать хотя бы на то 
полозкеше, которое нынЬ занимаютъ въ анализе эллигггичесшя функцш.

Изложеше трансцендентнаго анализа занимаетъ три главы пер- 
ваго тома, почти Ve часть его. Контъ останавливается отдельно на воз- 
зреш яхъ Лейбница, Ньютона и Лагранжа; онъ счнтаетъ концепцйо по- 
слйдняго наиболее философской, хотя и наименее удобной для нрнло- 
жешя; наоборотъ, система Лейбница, хотя она и нашла себе наибольшее 
нримйнехйе, кажется ему совершенно нефилософской, дазке нелогичной, 
ïe o p in  Ньютона занимаетъ, но мнйнш Конта, среднее место между 
этими двумя системами. Контъ ожидаетъ, что въ дальнгЬйшемъ должна 
первенствующее место занять Teopiu Лагранжа, нрочш же сохранятъ 
только историческое значеше. Такое предпочтете системе Лагранжа 
Контъ основываетъ на томъ, что въ последней трансцендентный ана- 
лизъ приводится къ обыкновенному алгебраическому анализу, и такимъ 
образомъ нзъ абстрактной математики изгоняется самое нонятхе о пре- 
дЬлахъ, которое представляется ему нефилософскимъ. Дальнейшее раз- 
BHTie науки пока не оправдало еще ожиданш Конта; понят1е о пределе 
не изгнано изъ анализа; однако, отличительной чертой современнаго 
научнаго изложешя теорш нред’йловъ именно и является стремлеше 
придать этой Teopin чисто адгебрнческш характеръ.

ДалыгЬйmie успехи косвеннаго исчислен!я —  т. е. анализа тран
сцендентнаго— Контъ ожндалъ отъ ведешя въ это исчислеше новыхъ 
вспомогательныхъ величинъ. Ничто, говоритъ Контъ, не можетъ заста
вить насъ навсегда ограничиться рэзсмотрешемъ только безконечно ма- 
лыхъ величинъ и предДлоБъ; напротивъ, возможность при составлении 
уравнешй, который должны выражать законы естественныхъ явлении, 
пользоваться новыми классами величинъ будетъ способствовать расши- 
ренш  математическаго изслйдовашя законовъ природы; исчислешя, свя- 
занныя съ новыми величинами, могутъ открыть новые горизонты для
всего математическаго анализа.

Воззрйшя Конта на геометрпо можно привести къ слъдующимъ 
положешямъ: конечная задача геометр1п— измереше длинъ, площадей и 
объемовь: главное содерж ите ея— изучеш е свойствъ геометрпческихъ 
иротязкенностей, изучеше, которое является только средствомъ для до- 
стижешя основной ея цели. Геометр1я расцадается на две существенно 
различным части: свойства прямой лиши и прямолпнейныхъ фигуръ и 
тйлъ должны быть изучены непосредственно; здесь геометрш является 
чисто естественной наукой; Teopia прямой лиши н фпгуръ, изъ нея со
ставленных!,, служить основашемъ всей геометрш, такъ какъ она даетъ 
возмозкность установить уравнешя между измеренными и подлежащими 
измеренш  величинами, которым должны послужить предметомъ изсл >до-
ваш я абстрактной части математики.

Вей зке ирочхе вопросы геометрш могутъ быть приведены къ 
чисто аналитическимъ задачамъ: величина, положите и форма геоме- 
трическихъ протяженностей могутъ быть изучаемы совершенно отвле
ченно, съ помощью чиселъ; приводимость вопроса о величине въ 
reoMCTpin къ аналитическомому вопросу о числахъ очевидна, изсл до- 
Banie ноложешя приводится къ тому зке вопросу съ помощью различ- 
ныхъ координатныхъ системъ, форма же геометрпческихъ протяжи- 
мостей является сама по себе лишь следствшмъ взаимнаго располо- 

ж е т я  точекъ фигуры.
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Птакъ, въ геометрш, на основанш эмпнрическихъ данныхъ, изу
чается прямая лин¡я и фигуры, -ею образуемая. Эта -reopin даетъ 
возможность составить уравнении въ которыхъ свойства протяженно
стей— величина, положеше и форма— выражаются алгебраическими соот- 
ношешнми, н вся геометр1я затймъ, такъ сказать, поглощается анализомъ.

Выше я уже указывалъ, что Контъ, признавая геометрш  за есте- 
ственную нахку,  основанную на наблюденш, не останавливается на во
прос!;, кашя именно положен ¡я геометрии носятъ чисто эмпирически! 
характеръ, и кашя являются результатами дедукцш, иоложеШями натки 
чисто спекулятивной. Teopin прямолинейных!» фигуръ и тЬлъ, состав
ляя ту часть геометрш, которая, по м и Ь н т  Конта, должна быть изу
чаема безъ помощи анализа, конечно не вся состоять изъ данныхъ 
полученныхъ эмпирическнмъ путемъ.

Существенною особенностью воззренш  Конта на геометрш  является 
совершенное исклю чите ностроешя, какъ метода и какъ ц-Ьли геометри
ческих!, пзсл'Ьдовашй. Надо признать, что въ этомъ отношенш взглядъ 
Конта до сихъ поръ остается госнодствующимъ въ области чистой ма
тематики, н только въ прикладной математик'!; постронтельные методы 
начинаютъ вновь отвоевывать ту роль, которою они пользовались въ из- 
сльдоваш яхъ геометровъ съ древнихъ временъ до восемнадцатаго века.

Съ точки зр'Ьшя метода геометрш  Контъ делить на две части: 
reoMeipia спещ аяьная или геометрия древнихъ нзучаетъ формы, каж
дую отдй.тьно, стараясь последовательно раскрыть n e t нхъ свойства; гео- 
метр1я же новая или общая разематрнваетъ вопросы, поставленные от
носительно вейхъ формъ вообще. Первый снособъ изслСдоватя дол- 
женъ быть сохраненъ, по мн-Ьиго Конта, только по отнош енш  къ гео
метрш прямой лиши, нрямолинейныхъ фигуръ и тЬлъ; все же остальныя 
изелйдовашя должны быть поставлены по методу новой геометрш. Прн- 
лож-eHie анализа, которое обыкновенно считается отличнтельиымъ нрп- 
знакомъ новой или декартовой! геометр in, не составляешь, но мнД.шю 
Конта, характерной черты отлшпя между геометрйею новой и древней. 
Коны» придавалъ большое з н а ч ете  изложение геометрш но названному 
имъ иовымъ методу и составилъ даже отдельный учебнпкъ „Аналити
ческой геометр!и , где пытался провести полностью свою мысль. Какъ 
вт» указанномъ учебнике, такъ и въ курс!; фплософш онъ останавли
вался последовательно на слйдующнхъ вонросахъ, которые онъ считать 
имеющими общш интересъ для всехъ  формъ, и потому являющимися 
основными вопросами ново!! геометр|'и: на определенш числа точекъ, не- 
обходнмыхъ для построен!!! кривой, на составлен}и уравиешй касатель- 
ныхъ, на определена! центра и ;цаметровъ, на соприкасашн, на вычи- 
сленш площадей и дугъ; подобные вопросы раземотрены нмъ н по 
отношенш но поверхностямъ.

Примерь Конта въ отношенш методологического дЬлеши гео
метрш не нашелъ ирямыхъ иодралсателей, и до сихъ поръ делеш е гео
метрш на три части— собственно геометрш, къ которой кроме элемен
тарной присоединяется и геометрш высшая, на аналитическую гео
метрш  (i. е. на приложеше алгебры къ геометрш) и на прилолсеше транс- 
цендентнаго анализа къ геометрш сохраняется въ математике»; нёрвыя два 
излагался по тому npieny, который Контъ назвалъ спещальнымъ, а 
носледнш по общему; характернымъ же признакомъ, отделяющим!,' 
древнюю геометрш отъ новой, считается именно прилолсеше анализа.

Излсркенйе механики Контъ начинаетъ съ доказательства того со
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вершенно иравильнаго положешя, что механика, какъ наука о движе- 
нш, не можетъ быть сведена къ чистому анализу и навсегда должна 
сохранить характеръ естественной науки, основанной на извйстныхъ 
общихъ данныхъ, установленныхъ изъ наблюден ¡я. Въ предмета меха
ники не входить, говорить Контъ, изслйдоваше свойствъ силъ, произ- 
водящ ихъ движешя; она занимается онредйлешемъ результатовъ со
вместна™  воздействия нйсколькнхь силъ на тело, когда дМ сттае каж
дой отдельной силы известно, или наоборотъ— по действительному дви- 
нгенш определяешь те простыя, изъ которыхъ составлено сложное 
дви ж ете.

Свойство инерщи, приписываемое нами телами, есть, по мнйнш 
Конта, совершенная фикщя, безусловно противоречащая результатамъ 
наблюдешя, показывающаго, что тй.ла не находятся вь пассивномъ со- 
стоянш, а постоянно возд'Ьйствуютъ одно на другое; в в е д е т е  свойства 
инерцш въ механику только потому не приводить къ абсурду, что 
тамъ разсматривается дви ж ете независимо отъ причинъ, его поролсдаю- 
ишхъ, и что поэтому всякое воздействие тйлъ одно на другое можно 
заменить внешней силой, приписывая самому телу совершенно пассив
ное состои те.

Свойство инерщи Контъ отличаетъ отъ закона инерщи, нредстав- 
пяющаго основной законъ природы, подтверягдаемый нашими наблюде
ниями. Вторыми закономъ движешя Контъ считаетъ законъ Ньютона 
равенства действ1я противодействш, а третыгаъ— ирннципъ независи
мости или сосущ ествоваш я дви ж етя (слолшше движенш). Принципъ 
лее пропорциональности силъ приращенш скорости (ускорешю) Контъ счи
таетъ только следств!емъ носледняго закона.

Самыя силы, разематриваемыя въ механике, Контъ делить на мгно
венный, действующая какъ толчки, т. е. внезапно изменяющая скорость 
двшкешя, но затемъ улге оставляющая ее безъ перемены, и на уско
рительным, который въ т е ч е т е  нйкотораго времени изменяютъ после
довательно скорость движешя.

На указанныхъ трехъ физическихъ законахъ движешя и изло- 
ягенныхъ определеш яхъ и основывается вся теоретическая механика, 
которую Контъ делить сперва на статику и динамику, а затймъ на 
механику твердыхъ и механику жидкихъ тйлъ.

Статика можетъ быть, говорить Контъ, трактована или самостоя
тельно, на основанш определенна™ и достаточно общаго отдельна™ 
принципа равновейя, или какъ частный случай той части динамики, 
которая занимается движешемъ, порождаемыми силами мгновенными.

Придавая известное значеше последнему методу, Контъ отдаетъ 
съ чисто (философской точки зр й тя  предпочтете собственно статиче
скому методу и считаетъ, что принципа возмоэюныхъ скоростей, вве
денный Лагранжемъ въ механику, является достаточно общими и со
вершенно самостоятельными приннипомъ статики, при чемъ доказа
тельства Лагранлса считаетъ окончательно устраняющими вешая возра- 
лсешя противъ этого принципа.

Переходя къ динамике, Контъ, установивъ известныя зависимости 
мелсду пространствомъ, временемъ, скоростью и ускор етем ъ , останав
ливается довольно долго надъ теор1ей уподоблешя движенш; онъ срав- 
ннваетъ такое уподобление съ сонрикасашемъ кривыхъ, и указываетъ, 
что съ этой точки зр Ь тя  изучеше двшкенш производилось бы иутемъ 
сравнешя его съ простейшими, напоолее близкими къ нему движешемъ.



ЗагЬмъ Контъ устанавливаетъ, что в се  уравнеш я механики мо-
гутъ быть связаны въ одну общую формулу на основаиш принципа 
д‘Аламбера.

Последнюю главу перваго тома Контъ посвящаетъ изложенпо от-
крытыхъ геометрами основныхъ законовъ равнов'Ьстя и дви ж етя; эти
обнця теоремы механики Контъ сводитъ къ сл'Ьдующимъ пунктамъ: 
услов1я равнов'М я системъ и услов1я устойчивости; прннципъ сохра
нения двнжешя центра тяжести; прннцнпъ площадей, жнвыхъ силъ и 
неизменяемой площади; загЬмъ прннципъ наименьшаго дййств1я и со- 
сущ ествовашя мадыхъ качанш.

С. Савичъ.

х п  О . Контъ. К у р с ъ  п о л о ж и т е л ь н о й  ф и л о с о ф ш .
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Этотъ курсъ, общш результата вс'Ьхъ моихъ работа со времени 
выхода изъ Политехнической школы въ 1816 году, былъ мною открыта 
въ первый разъ въ апреле 1826 года. После неболыпаго числа лекцш 
тяжелая болезнь помешала мне тогда продолжить дело, удостоившееся 
съ иервыхъ своихъ шаговъ лестныхъ отзывовъ многихъ первоклассныхъ 
ученыхъ, въ числе которыхъ я могу назвать членовъ Академш Наукъ 
Александра Гумбольдта, де-Бленвиля и Пуансо, -съ постояннымъ ннте- 
ресомъ следнвшнхъ за изложешемъ моихъ идей. Прошлую зиму, на
чиная съ 4 января 1829 года, я  целиком, повторюсь этотъ курсъ предъ 
аудиторйей. въ которую удостоили войти непременный секретарь А ка
демш Наукъ Фурье, члены этой Академш: де-Бленвиль, Пуансо, Павье, 
профессора Бруссе, Эскираль, Бине п др.; здесь я считаю долгомъ вы
разить имъ открыто свою благодарность за радуние, съ которымъ они 
встретили эту новую философскую попытку.

Благодаря такимъ отзывамъ я прюбрелъ уверенность, что этотъ 
курсъ можетъ съ пользой нолучпть и более широкую известность, и 
решился съ этой целью прочитать его въ этомъ году въ Королевскомъ 
Атенёе въ Париже, где и началъ 9 декабря свои лекцш. Планъ остался 
прежшй, но особыя условйя места заставили меня несколько сократить

объемъ курса.
Настоящее издаше моихъ лекцш заключаешь однако курсъ въ томъ 

объеме, который ему былъ нриданъ въ прошломъ году.
Чтобы закончить эту историческую заметку, я считаю не лишнимъ 

указать на то, что некоторый изъ изложенных!, въ этомъ курсе основ
ных!, идей моихъ были уже раньше высказаны мною въ первой части 
сочинешя, озаглавленнаго: Сист ема положительной полит ики , нане- 
чатаннаго въ мае 1822 года въ количестве 100 экземпляров!, и пере- 
печатаннаго въ апреле 1824  года въ более значительном!, числе экзем- 
пляровъ. Эта первая часть совсемъ не была опубликована ооыкновен- 
нымъ порядкомъ, а только въ печати сообщена большому числу евро
пейских!» ученыхъ и философов!,.

Я счелъ нужнымъ установить здесь, что первое соч н н ете мое 
было действительно выпущено въ обращение, такъ какъ въ различных!, 
сочинешяхъ, вышедшихъ позже, изложены, безъ всякаго упоминашя о 
моихъ изслёдоватяхъ, некоторый идеи, нредставляюиця значительною 
аналогпо съ моими, въ особенности относительно обновленш сощаль-

Огюстъ Контъ. Т. I.
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ныхъ теорш. Хотя, какъ это не разъ обнаруживала истор1я челов+.че- 
скаго духа, лица, занимающаяся одною и тою же отраслью звашя, 
могутъ приходить даже безъ всякихъ сношешй другъ съ другомъ къ 
аналогичнымъ воззр’Ьньямъ, я должешь былъ все-таки определено ука
зать на более раннее п оявд етя  моей малоизвестной въ обществе ра
боты, чтобы никто не подумалъ, что я извлекъ основан ¡я моихъ идей 
изъ сочиненш, въ действительности вышедшнхъ въ света  после моего 
труда.

Такъ какъ несколько лицъ просили у меня объясненш относительно 
заглавия этого курса, то я считаю полезнымъ дать здесь некоторым 
обвив указашя.

Выражеше положительная философ/я во всемъ этомъ курсе 
постоянно употребляется въ одномъ, строго неизменномъ смысле, н мне 
казалось нзлпшнпмъ определять его чемъ нпбудь другимъ кроме ука
зашя на его постоянное и однообразное употреблеше. На всю первую лек- 
щю въ частности можно смотреть какъ на разъяснеше точнаго опреде- 
лешя того, что я называю положительной фтлософией. Я  сожалею, 
однако, что за нонмешемъ другаго мне пришлось принять терминъ фи- 
лософгя, которому неправильно придавали множество различныхъ зна- 
чешй. М не казалось однако, что прилагательнаго положительная, при 
помощи котораго я изменяю несколько значеше слова фшлософия, бу
дете достаточно для того, чтобы далее съ гюрваго взгляда уничтожить 
всякую неясность для техъ , но крайней мере, кто понимаете значеше 
этого слова. Поэтому въ этомъ предисловие я ограничусь заявлешемъ, 
что я употребляю слово философия въ томъ смысле, который ему при
давали древше, и въ особенности Аристотель, и обозначаю имъ общую 
систему человеческихъ понятш; прибавляя слово положительная, я хочу 
сказать, что имею въ виду особый способъ философскаго мышлешя, 
который признаете, что все теорш, къ какой-бы области идей оне не 
принадлежали, пмеютъ целью согласоваше наблюдаемыхъ фактовъ; этотъ 
пр1емъ и составляете третью и последнюю ступень общей философии 
сперва теологическое!, а затемъ метафиврческой, какъ я это объясняю 
въ первой же лекцш.

Есть конечно много аналогш между моей положительной фшло- 
софпей и тймъ, что англшеше ученые, особенно после Ньютона, назы
ваю сь натуральной философией, но я не могъ избрать ни этого на
звания, ни назвашя философия наукъ, которое было-бы быть можете 
еще точнее, потому, что ни та, ни другая не касаются вс4хъ клас- 
совъ явлешщЧогда какъ положительная философия, въ которую я в о ю -  
чаю нзучеше сощальныхъ явленш точно такъ-же, какъ и всякихъ дру- 
гихъ, указываете на однообразный щнемъ разсулсдетя, приложимы!! ко 
всемъ предметамъ, подлежащимъ человеческому наследование. Кроме 
того выражеше натуральная ф)илософ:!я употребляется въ Англш для 
ооозначешя совокупности различныхъ основанныхъ на наблюденш наукъ, 
разематриваемыхъ со всеми подробностями, тогда какъ подъ полож и
тельной фшлософ1ей, сопоставляя ее съ полож ит ельными науками, 
я понимаю только изучеше общихъ идей различныхъ наукъ, признавая 
науки подчиненными одному методу и составляющими различный части 
одного обща го плана изеледовашя. Такимъ образомъ новый терминъ, 
который я принужденъ былъ ввести, въ одно и то нее время и шире, и 
улсе другихъ назвашй, аналогичных!, съ нимъ по основной идее своей 
и на первый взглядъ могущихъ показаться совершенно равнозначущими.
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Ц-Ьль этого курса, или общ1я соображешя о природЪ и 
значеши положительной ф и л о с о ф 'ш .

В ъ этой первой лекцш я имею въ виду ясно указать цель этого 
курса, т. е. точно определить то направлеше, въ которомъ будутъ раз- 
смотрены основныя отрасли натуральной философш, указанный въ пред
ставленной вамъ мною программе.

Безъ сомнЪшя, характеръ этого курса можно будетъ понять вполне, 
т. е. настолько, чтобы составить о немъ окончательное м н ете , только 
тогда, когда отдельный его части будутъ развиты последовательно одна 
за другой. Таково обычное неудобство определешп, относящихся къ 
очень обшшрнымъ снстомамъ идей, когда эти определешя предше
ствуют!. самому изложение. Но обнця ноложешя можно разсматривать 
съ двухъ точекъ зрешя: или какъ общи! взглядъ на подлежащую до
казательству систему, или какъ выводъ изъ установленной уже си
стемы, и, если эти положенья щнобретаютъ все свое значеше только 
тогда, когда они разсматриваются со второй точки зрешя, то и при 
первой точке зрешя они имеютъ громадную важность, определяя съ 
самаго начала предмета изследовашя. Произведенное со всей возможной 
для насъ строгостью общее ограничеше поля нашпхъ нзследованш есть 
вступлоше, особенно необходимое по нашему мненно для столь обшнр- 
наго и до сихъ поръ столь мало определеннаго труда, какъ тотъ, къ 
которому мы теперь ирнступаемъ. В ъ силу этой логической необходи
мости я считаю нужнымъ теие])ь-же указать вамъ на целый рядъ основ
ных!, соображений, который вызвали появлеше этого курса, и который 
впоследствш будутъ развиты съ тон подробностью, какую заслуживает!, 
чрезвычайная важность каждаго изъ ннхъ.

Чтобы лучше объяснить истинную природу и особый характеръ 
положительной фплософш, необходимо прежде всего бросить общш 
взглядъ на последовательное движение человеческого духа, разсматрйвая 
его во всей совокупности, такъ какъ ни одна идея не можетъ быть 
хорошо понята безъ знакомства съ ея истор1ей.

Изучая такимъ образомъ весь ходъ развитая человеческаго ума въ 
различных!, сферахъ его деятельности, отъ его перваго простейшаго 
ироявлешя до нашпхъ дней, я, какъ мне кажется, открылъ главный 
основной законъ, которому это развнтае подчинено безусловно, и ко
торый можетъ быть твердо установленъ или путемъ рацюнальныхъ до-
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казательствъ, доставляемыхъ знакомствомъ съ нашимъ организмом!., 
или съ помощью псторпческихъ данныхъ, пзвлекаемыхъ при внпма- 
тельномъ изученш прошлаго. Этотъ законъ состоптъ въ томъ, что каждая 
нзъ нашихъ главныхъ идей, каждая пзъ отраслей нашего знанш про
ходить последовательно три различныхъ теоретическпхъ состояшя. со
сто и те  теологическое и л и  фиктивное; состояние метафизическое или 
абстрактное; состояHie научное или положительное. Другими словами, 
человечески! духъ по самой своей природе въ каждомъ нзъ своихъ 
изслйдованш пользуется последовательно тремя методами мышленш, но 
характеру своему существенно различными и даже прямо противопо
ложными' другь другу: сначала теологическпмъ методомъ, зате.мъ мета- 
фпзпческимъ п наконецъ положительнымъ методомъ. Отсюда и возни- 
каютъ три взаимно исключавшие другъ друга вида фплософш, или три 
обшдя системы воззрешй на совокупность явленш: первая есть необхо- 
димая исходная точка человйческаго ума; третья- его определенное и 
окончательное состояше; вторая служить только переходной ступенью.

В ъ теологпческомъ состоянш человечески! духъ, направляя своп 
изелйдоватя главнымъ образомъ на внутреннюю природу вещей, нервыя 
и конечныя причины поражающихъ его явленш, стремясь, однимъ сло- 
вомъ, къ абсолютному познанш, воображаетъ, что явлен!я производятся 
прямымъ и постояннымъ воздейств!емъ более или менее многочислон- 
ныхъ сверхъестественныхъ факторовъ, произвольное вмешательство ко - 
торыхъ объясняетъ все кажупцяся аномалш Mipa.

В ъ метафнзпческомъ состоянш, которое на самомъ деле представ- 
ляетъ собою только общее видонзмйнеше теологическаго, сверхъесте
ственные факторы заменены абстрактными силами, настоящими сущно
стями (олицетворенными абстракщями), неразрывно связанными съ раз
личными вещами, и могущими сами собою производить вей наблюдаемый 
явлешя, объяснение которыхъ состоптъ въ такомъ случай только въ 
подысканш соответствующей сущности.

Наконецъ въ положительном!, состоянш человечески! духъ  познаетъ 
невозможность достижен!я абсолютныхъ знанш, отказывается отъ из
еледовашя происхожден!я и назначешя существующаго M ip a  и отъ по- 
знашя внутреннихъ нричинъ явленш, и стремится, правильно комон- 
нируя разеуждеше и наблю дете, къ познанш действительных!, зако- 
новъ явлен!!!, т. е. нхъ неизменныхъ отношешй последовательности и 
подоб!я. Объясне1ае явленш, приведенное къ его действительным!, пре
делам и есть отш-пгЬ только установлеше связей между различными 
отдельными явленьями и несколькими общими фактами, число которыхъ 
уменьшается все более и более по мере прогресса науки.

Теологическая система дошла до высшей степени достуннаго ей 
совершенства, когда она заменила действ!емъ одного существа разно
родный вмешательства многочисленных!., независящих!, другъ отъ друга 
божествъ, существоваше которыхъ до этого момента предполагалось. 
Точно также и пределъ метафизической системы состоптъ въ замене, 
вейхъ разнообразныхъ сущностей одной общей великой сущностью, п р и 
родой, которую и надлежало бы разематривать какъ единственный источ
ник!, вейхъ явлешй.

Параллельно этому совершенство, къ которому постоянно, x o ih  
быть можетъ и безуспешно, стремится положительная система, заключа- 
лось-бы въ возможности представить вей отдельный подлежащая наблю-
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денно явлешя какъ частные случаи одного общаго факта, подобнаго 
напр. тяготЬнш.

Здесь не место вдаваться въ подробное доказательство этого основ- 
наго закона развиты человФческаго духа н выводить наиболее важныя 
его сл’Ьдсттня. Мы будемъ говорить о немъ съ надлежащей подробностью 
въ той части нашего курса, которая посвящена изучешю сощальныхъ 
явленш *). Я упомянулъ объ этомъ законе только для того, чтобы пу- 
темъ сопоставлешя положительной философш съ двумя другими фило
софскими системами, которыя одна за другой до посл^дняго времени 
господствовали надъ всей нашей интеллектуальной деятельностью, точно 
определить истинный характеръ самой положительной философш. Теперь 
лее, чтобы не оставлять совершенно безъ доказательства) такой важный 
закона,, часто притомъ применяемый во всемъ этомъ курсе, я долженъ 
ограничиться беглыма, указатем ъ на самыя общая и очевидныя сообра- 
жешя, доказываюшдн его справедливость.

Во-первыхъ, достаточно, мне кажется, провозгласить такой закона, 
для того, чтобы его справедливость была тотчасъ же проверена всеми, 
кто несколько глубже знакомь съ общей пстор1ей наукъ. Е№тъ ни 
одной науки, достигшей въ наше время положительнаго состоянья, ко- 
торую въ прошлома, нельзя было-бы себе представить состоящей глав- 
нымъ образома, нзъ метафизическихъ абстракщй, а въ более отдаленные 
времена даже и находящейся подъ полнымъ господствомъ теологнче- 
екпхъ понятий

К ъ сожаление въ различныхъ частяхъ этого курса мы не разъ 
должны будемъ признать, что даже самыя совершенныя науки до сихъ 
норъ сохраняютъ еще весьма заметныя следы этихъ двухъ первобыт- 
ныхъ состояний

Указанный общш подъемъ человеческаго духа можетъ быть те
перь легко установленъ весьма осязательнымъ, хотя и косвеннымъ, пу-
темъ, а именно раземотрешемъ развитая индивидуальнаго ума. В ъ виду 
того, что въ развиты отдельной личности и целаго вида исходная 
точка но необходимости должна быть одна и та лее, главный фазы пер- 
ваго должны представлять основныя эпохи второго. И действительно не 
вспомнитъ-лн каждый нзъ насъ, оглянувшись на свое собственное про
шлое, какъ онъ по отношешю къ своимъ главнейшнмъ п о ш тя м ъ  былъ 
тсологомъ— въ детстве, метафизикомъ— въ юности и физикомъ— въ 
зрйломъ возрасте? Такая поверка доступна теперь всемъ людямъ, стоя
щим!, на уровне своего века.

Но кроме общаго или индивидуальнаго прямого наблюденгя, до
казывающего справедливость закона, въ этомъ общемъ обзоре я дол- 
лсенъ еще указать особенно на теоретпчесшя сообралсешя, заставляющая 
чувствовать необходимость такого закона.

Наиболее важное нзъ этихъ соображений почерпнутое нзъ самой 
природы предмета, состонтъ въ томъ, что во всякое время необходимо 
иметь какую нибудь теорш , которая связывала бы между собою от-

*) Лица, которыя пожелали бы получить по этому предмету немедленно 
бол-Ье подробный объясношя, могутъ съ пользою для себя обратиться къ тремъ 
моимъ статьямъ „Фнлософсюя соображен1я о наукахъ и учены хъ“, помЪщен- 
нымъ въ ноябрь 1825 г. въ сборник*, озаглавленномъ „Производитель“ (№ 7, 
8 и 10), и особенно въ первой части моей „Системы положительной политики“, 
представленной въ апрЪл* 1824 г. въ Академш Наукъ, гд*  я впервые указалъ  
на открыпе вышеуномянутаго закона.
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дельные факты, и что, вместе съ тЬмъ, создать основанную на наблю- 
деш яхъ теорш  въ начале жизни человгЬческаго духа было очевидно но- 
возможно.

Со времени Бэкона все здравомыслящее люди повторяютъ, что 
истинны только тЬ познашя, который могутъ опираться на наблю- 
дешя. Это основное полож ете очевидно неопровержимо, если его при
менять, какъ это и слйдуетъ делать, къ зрелому состояшю нашего ума. 
Но относительно самаго образован ¡и иашихъ познанш не менее оче
видно и то, что въ первобытномъ своемъ состояшн человечесшй духъ 
не" могъ и не долженъ былъ мыслить такимъ образомъ, такъ какъ, 
если съ одной стороны всякая положительная теоргя долясна непременно 
опираться на наблюдения, то съ другой стороны для того, чтобы при
ступить къ наблюдешямъ, нашъ умъ нуждается уже въ какой нибудь тео
рш. Если, созерцая явлешя, мы не связывали бы нхъ съ какнмъ-ни- 
будь принципомъ, то для насъ было бы невозможно не только соединить 
эти разрозненный наблюдешя и следовательно извлечь изъ нихъ какую 
нпбудь пользу, но даже и запомнить нхъ; чаще-же всего явления оста
лись бы незамеченными.

Такнмъ образомъ, подъ давлешемъ необходимости наблюдать, чтобы 
составлять себе нстннныя теорш, и не менее настойчивой необходимости 
создавать каш я нпбудь теорш, чтобы иметь возможность последовательно 
наблюдать, умъ человечесшй съ самаго начала нонадаетъ въ заколдован
ный кругъ, нзъ котораго онъ никогда не выбрался бы, если-бы къ его 
счастью онъ не получнлъ естественнаго выхода въ самопроизвольномъ 
развитая теологическнхъ повитай, давшпхъ точку опоры его усшнямъ и 
доставившихъ пищу его деятельности. Таково, независимо отъ связан- 
ныхъ съ нимъ важныхъ сощальныхъ соображений на который я не могу 
даже намекнуть въ этотъ моментъ, основное положение, доказывающее 
логическую необходимость чисто теологическаго характера первоначаль
ной философии

Эта необходимость становится еще более осязательной, если мы 
обратимъ внимаше на полное соотвй.тстане теологической философы съ 
самой природой тйхъ изследованш, на которыхъ въ своемъ детстве че
ловечество главнымъ образомъ сосредоточивает'!, всю свою деятельность.

В ъ самомъ дйле, весьма замечательно, что именно вопросы, наи
более недоступные нашему понимание, какъ-то: вопросы о внутренней 
прнрод'Ь вещей, происхождении и цели явдешй, всего настойчивее за
даются человечеством!, въ первобытномъ его состояшн, въ то время 
какъ вей действительно разрешимые вопросы считаются почти недостой
ными серьезнаго размышлешя. Причину этого явления легко понять, 
такъ какъ только опытъ далъ намъ возможность познать размерь на- 
шихъ енлъ, и, если-бы человекъ не началъ съ преувеличеннаго о нихъ 
мнЪшя, оне никогда не могли бы получить того развитая, къ какому оне 
способны. Этого требуетъ нашъ организмъ. Какъ бы то однако ни было, 
представимъ себе, насколько это возможно, это всеобщее и ясно выраженное 
настроение умовъ и зададимся вопросомъ, какой щпомъ получила-бы въ 
такую эпоху положительная философ1я (если-бы она могла тогда сущ е
ствовать), высшая цель которой! состоять въ отысканы законов!, явле
ний, а главной характеристической чертой является какъ разъ иризна- 
ш е вефхъ техъ  высокнхъ тайнъ, который теологическая философйя съ 
удивительной легкостью объясняетъ до мал'Ьйшихъ мелочен, недоступ
ными для человеческаго разума.
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Тоже самое можно сказать, разсматривая съ практической точки 
зр'Ьшя природу изсл'Ьдованш, занимающихъ первоначально человека. 
В ъ этомъ oTHonienin они сильно увлекаютъ человйка перспективой не
ограниченной власти надъ внйшнпмъ м1ромъ, какъ бы предназначенными 
исключительно для нашего пользованья и находящимся во вейхъ своихъ 
явлеш яхъ въ непрерывныхъ внутренннхъ роотношешяхъ съ наншмъ су- 
ществовашемъ. B e t  эти несбыточный надежды, Bet эти преувеличенный 
представлен i я о значенш человйка въ природй, порождаемый геолоьи 
ческой философ1ей и иадающш при первомъ прикосновенш фнлософш 
положительной, являются въ началй т-Ьмъ необходимыми стимуломъ, оезъ 
котораго совс'Ьмъ нельзя было-бы понять первоначальную рфшимость 
чедовйка взяться за трудный изелйдованья.

Мы стоимъ теперь такъ далеко отъ настроенья умовъ въ нервооыт- 
ныя времена, по крайней мйр’Ь по отношение къ большинству явлений что 
намъ трудно представить ce6 i ясно значеше и необходимость подооныхъ 
соображенш.

Чедовйческш умъ теперь настолько созрйлъ, что мы предпри- 
нимаемъ трудный научный нзелйдовашя, не нмЬя въ виду^никакой 
посторонней могущей дййствовать на воображеше цйли, подобной тон, 
какую всегда ставили ce o i астрологи н алхимики. Наша интеллектуаль
ная’ дйятельность въ достаточной степени возбуждается одной надеждой 
открыть законы явлешй, иростымъ желашемъ подтвердить или опровер
гнуть какую нпбудь Teopiro. Но это не могло ^быть въ дЬтствъ че- 
ловйческаго духа; гдй напримйръ, почерпнулн-бы мы безъ привлека- 
тельныхъ хнмеръ астрологш, безъ могучаго обмана алхпмш, постоян
ство и энерпю, необходимым для наконлешя длнннаго ряда наблюденьн п 
опытовъ, которые позже послужили фундаментомъ для созданья иервыхъ 
положительныхъ теорш того или другого рода явленьй.

Это услов1е нашего ынтеллектуальнаго развшчя давно ясно по- 
чувствовалъ Кеплеръ въ астрономщ и справедливо оц'Ьнилъ въ наше
время Бертоле въ химии

Изъ вейхъ этнхъ соображенш видно, сл'Ьдовательно, что если по
ложительная (философ)¡я и является дМствнтельно окончательнымъ со- 
стояшемъ челов’Ьческаго духа, состояшемъ, къ котороз1у онъ постоянно 
стремился все силыгЬе и сильнйе, тймъ не менйе эта философья по не
обходимости должна была сначала, и притомъ въ т е ч е т е  многихъ Bt- 
ковъ пользоваться то какъ методомъ, то какъ предварительной док
триной теологической фнлософ!ей, отличительной чертой которой является 
ея самопроизвольность, вслйдстьйе чего въ началй только она и оыла 
возможна и только она могла въ достаточной степени заинтересовать 
младенчесгай умъ. Теперь уже очень легко понять, что для перехода 
отъ этой предварительной фнлософш къ окончательной человьческш 
духъ долженъ былъ усвоить себй въ видй переходной ступени методъ 
и доктрины метафизики. Нослйднее замйчаше необходимо для нополне- 
нья общаго обзора указаннаго мною главнаго закона.

На самомъ дйлй, не трудно понять, что нашъ умъ, принужденный 
двигаться только почти незамйтнымп шагами, не могъ перейти ВДругъ, 
непосредственно, отъ теологической фнлософш къ положительной. 1ео- 
логья и физика такъ глубоко несовмйстимы другъ съ другомъ, и понятш 
нхъ такъ радикально противоположны другъ другу, что прежде чймъ от
казаться отъ однихъ, чтобы пользоваться исключительно другими, че- 
ловйческш умъ долженъ былъ нйкоторое время прибегать къ переход-
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ныиъ понятаямъ, носящимъ смешанный характеръ и потому способными 
содействовать постепенному переходу.

Таково естественное назначеше метафизическихъ понятий, такъ 
какъ сами но себе они не приносить никакой действительной пользы. 
ЗамЬняя при изученш явлены сверхъестественное направляющее дей- 
Ств1е соответствующею нераздельною сущностью, хотя и понимае
мою сначала только какъ эманащя перваго, человекъ понемногу прта 
учился принимать во вннмаше только самые факты, понятия же о мета
физнческихъ сущностяхъ явленш отодвигались все далее и далее до 
тйхъ поръ, пока не превратились у  всехъ  здравомыслящихъ людей 
просто въ абстрактный наименования явленш. Невозможно вообразить 
себе, прн помощи какого другого процесса нашъ разумъ могъ-оы 
перейти отъ совершенно сверхъестественныхъ къ чисто естественнымъ 
соображешямъ, отъ теологпческаго къ положительному образу мыслей.

Установивъ такимъ образомъ, насколько это возможно сделать не 
входя въ неуместным теперь подробный разсуждошя, общш законъ 
развитая человеческаго духа, какъ я его понимаю, мы безъ тру да мо- 
жемъ сейчасъ же точно определить истинную природу положительной 
философш, что и составляетъ главную задачу этой лекцш.

Пзъ предшествовавшего видно, что основная характеристическая 
черта положительной философш состоять въ признанш в сехъ  явленш 
подчиненными неизменными естественнымъ законамъ, открытие и низве
дение числа которыхъ до минимума и составляетъ цЬль в сехъ  нашнхъ 
усилит, хотя мы п признаемъ абсолютно недоступными, и безсмыслен- 
нымъ искаше первыХъ или последнихъ причинъ. Везнолезно долго 
настаивать на принципе, который ныне хорошо известенъ всеми, тймъ, 
кто несколько глубже вникали, въ основанным на наблюдении науки. 
Действительно, всякий знаетъ, что даже въ самыхъ совершенныхъ объяс- 
нешяхъ положительныхъ науки, мы не претендуемн, на указаше пер
вопричины  явленш, такъ какъ такимъ образомъ мы только отодви- 
нули-бы затруднеше назади,; мы ограничиваемся точными, анализомъ оо- 
стоятельствъ возннкновешя явлений и связываемъ ихъ другъ съ дру- 
гомъ естественными отношешями последовательности н подоб1я.

Такимъ образомъ мы говорима,— я привожу примерь, самый заме
чательный— что все обшдя явлешй вселенной объясняются, насколько 
это возможно, Ньютоновскими, законом'!, тяготеш я, такъ какъ, съ одной 
стороны, эта чудная теор!я представляетъ нами, все изумительное раз- 
нообраз1е астрономическихъ явлеш й'какъ одинъ и тотъ-ж е фактъ, рас
сматриваемый съ различныхъ точекъ зрешя: постоянное притяжеше 
молекулъ другъ кн, другу прямо пропорцюнальное массами, и обратно 
пропорцюнальное квадратами, разстояшя; си, друтой-же стороны, эиоги, 
общш фактъ представляется какъ простое обобщеше явлешя, которое 
весьма близко къ нами, и которое поэтому мы считаемъ вполне нами, 
известнымъ, а именно тяжести т'Ьлъ на земной поверхности.

Что же касается того, что такое притяжеше и тяжесть сами по 
себе н каковы ихъ причины, то вс'Ь эти вопросы мы считаемъ нераз
решимыми, выходящими за пределы веденья положительной философш, 
и съ полнымъ основашеми, предоставляема, ихъ воображению теологовъ 
или тонкому анализу метафизиковъ.

Очевидное доказательство невозможности добиться реш еш я этихъ 
вопросовъ можно видеть въ томъ, что всякий разъ, когда но этому пред
мету пытались сказать что нибудь действительно разумное, наиболее
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вслнйе умы могли определять эти два принципа только одинъ при 
посредстве другого, утверждая, что притяжеше есть ни что иное какъ 
всеобщая тяжесть, и что тяжесть состоитъ просто въ земномъ притя- 
женш. Та к ¡я объясношя заставляютъ улыбаться, когда предъявляется пре- 
тенз1я на знаше внутренней природы вещей и способовъ происхождешя 
явлений, по составляют!, однако все, что мы имеемъ наиболее удовлетво- 
рительнаго и показываютъ намъ тождественность двухъ родовъ явленш, 
который долго считались совершенно независимыми другъ отъ друга.

Ни одинъ здраво разсуждающш умъ не ищетъ теперь дальней- 
шихъ объясненш.

Было-бы легко увеличить число такихъ примеровъ, и въ т е ч е т е  
этого курса мы встретимъ ихъ въ болыиомъ количестве, ибо въ эту 
именно сторону исключительно и направлены ныне все главныя уш ш я 
ума.

Чтобы въ настоящее время указать хоть одну изъ современныхъ 
работъ, я выберу рядъ прекрасныхъ нзследовашй г. Фурье по теорш 
теплоты, который даетъ намъ весьма яркое подтверждеше предшествовав- 
шихъ общихъ замечаний Действительно, въ этой работе, философсйй ха
рактера, которой столь очевидно положнтеленъ, раскрыты самые важные и 
точные законы термологнческихъ явлен ¡й, а между т'Ьмъ авторъ ни разу 
не задаетъ себе вопроса относительно самой сущности теплоты и упо- 
минаетъ объ оживленномъ споре между сторонниками калорифической 
матерш и учеными, приписывающими пропсхождеше теплоты колеба- 
шямъ эфира, только чтобы показать его безсодержательность. И все- 
таки лее въ этомъ труде разбираются самые в ы со те  вопросы, изъ ко- 
торыхъ некоторые никогда даже и не ставились,— ясное доказательство 
того, что человеческш духъ, не берясь за недоступный ему задачи и 
ограничивая свои изсл’Ьдованш чисто положительными вопросами, молсетъ 
въ нихъ найти неистощимую пищу для самой глубокой своей деятель
ности.

Охарактеризовавъ съ доступной для меня въ этомъ оозоре точ
ностью духъ положительной фнлософш, развитие которой посвящается 
весь этотъ курсъ, я долженъ теперь нзеледовать, въ какой эпохе своего 
двилсешя находится она въ настоящее время, 1! что еще нужно сделать, 
чтобы закончить ея построите.

Для этого нулено прежде всего принять во внимаше, что ^все от
расли нашего знашя не могли съ одинаковой быстротой пройти три 
вышеуказанный главныя фазы своего развитая и, следовательно, не могли 
одновременно достигнуть пололсительнаго состоянья.

Въ этомъ отношенш сущ ествуетъ необходимый и неизменный 
порядок1!., которому следовали и доллены были следовать въ своемъ 
развитаи различные" виды нашихъ понятай, и обстоятельное обсужденье 
котораго составляетъ необходимое дополнеше высказаннаго выше основ- 
иаго закона. Этотъ порядокъ представить исключительный предметъ 
следующей лекцш. Въ настоящее лге время намъ достаточно знать, что 
онъ завысить отъ различш въ природе явлен1й, ы определяется степенью 
нхъ общности, простоты н относительной независимости, тремя усло- 
вьямн, ведущими, не смотря на все свое разлыч1е, къ одной н той лее 
ц'Ьли. Такъ къ пололштельнымъ теор1ямъ были сведены сперва астро- 
номичеейя явлешя, какъ наиболее общш, наиболее простыя и наноолее 
независимыя отъ всехъ  другихъ, затемъ, последовательно и по темъ же
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причинами, явлешя собственно земной физики, хнмы, и наконецъ фи- 
зюлогы.

Нельзя указать точно на начало этого переворота, такъ какъ 
о немъ, какъ и о всЬхъ великихъ событчяхъ въ жизни человечества, 
можно сказать, что они совершился понемногу, въ особенности со вре
мени работъ Аристотеля и Алоксандрыской школы, и затЬмъ со вре
мени введешя арабами естественныхъ наукъ въ Западную Европу.

Однако, такъ какъ во избйжаше неясности мысли полезно было бы 
точно определить эпоху, я укажу на сильное дви ж ете ума челове
ческого, вызванное два века тому назадъ соединенными в о зд е й с т в и и  
правили Бэкона, идей Декарта и открыта: Галилея, какъ на момента, 
начиная съ котораго духи положительной философы стали проявляться 
какъ очевидное протнвоположеше теологическими и метафизическими 
воззрешямъ; именно тогда положительный нден окончательно освободи
лись отъ примеси суевер1я н схоластики, которая более или менее 
скрывала истинный характеръ всехъ предыдущихъ работъ.

Съ этой памятной эпохи подъемъ положительной философы и па
д е т е  философы теологической и метафизической определились чрезвы
чайно ясно, п наконецъ сделались настолько очевидными, что ныне 
каждый понимающий духъ времени наблюдатель не можете не признать 
иостояннаго стрем лею я человеческаго ума къ положительными науками 
и безповоротнаго отрицашя тйхъ безсмысленныхъ доктрине п предварн- 
тельныхъ методовъ, которые были годны только для первыхъ его прояв
л е н ы . Такими образомъ этотъ основной перевороти долженъ непре
менно совершиться во всеми своемъ объеме, п если положительной фи
лософы остается сделать еще какое нибудь большое завоеваше и под
чинить еще какую нибудь область пнтеллектуальнаго царства, то можно 
быть уверенными, что и тамъ нреобразоваше совершится, какъ оно 
совершилось во всехъ  другихъ областяхъ; было бы очевидно непосле
довательно иредполагать, что человечески! духъ, столь склонный къ 
единству методовъ, сохранить на неопределенное время для одного 
класса явлены свой первобытный способъ разсуждешя после того, какъ 
для всехъ остальныхъ явлены онъ приняли новый прямонротнвоио- 
ложный ходи изследовашя.

Итаки все приводится къ простому вопросу о томи, обннмаотъ-лн 
вей разряды явлены положительная философгн, которая въ последше 
два века получила такое широкое распространено? Очевидно, иетъ, и 
поэтому предстонтъ еще большая научная работа для того, чтобы дать 
положительной философы характеръ универсальности, необходимой для 
окончательна™ ея построешя.

Действительно, въ четырехъ только что названныхъ главныхъ като- 
гор!лхъ естественныхъ явлены, т. е. явлеш яхъ астрономическихъ, физп- 
ческнхъ, химнческнхъ и физюлогическнхъ, можно заметить сущ ествен
ный пропуски, именно явлены сощальныхъ, которым, хотя н входятъ не
явно въ число явлены физюлогическнхъ, но заслуживаютъ однако какъ по 
своей важности, такъ и по особенными трудностями ихъ изучешя, вы- 
делешя ихъ въ особую категории. Эта последняя группа поняты, отно
сящихся къ наиболее частными, наиболее сложными и наиболее завися
щими отъ другихъ явлениями, благодаря этому одному обстоятельству 
должна была совершенствоваться медленнее в сехъ  другихъ, даже если-бы 
и не было техъ  особыхъ неблагощлятныхъ условы, которым мы раземо- 
тримъ позднее. Какъ-бы то ни было, очевидно, что сощ алыш я явлешя
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не вошли еще въ область положительной философш, и теологичесше и 
метафизичесше методы, которыми при изученш другихъ родовъ явленш 
никто не пользуется ни какъ средствомъ изследовашн, ни даже какъ 
щпемомъ аргументацш, до сихъ поръ и въ томъ и въ другомъ отно- 
т е н ш  только одни и применяются при изученш сощальныхъ явленш, 
хотя недостаточность этихъ методовъ вполне сознается всеми разумными 
людьми, утомленными безконечными и пустыми пререкашями между бо- 
зкественнымъ правомъ и главенствомъ народа.

И такъ вотъ очень крупный, но очевидно единственный пропускъ, 
который надо заполнить, чтобы закончить построен!е положительной 
философпг. Теперь, когда человечески! духъ создалъ небесную физику 
н физику земную, механическую и химическую, а также и физику ор
ганическую, растительную и животную, ему остается только закончить 
систему наблюдательныхъ наукъ создашемъ социальной физики. Такова 
въ настоящее время самая крупная н самая настоятельная во многихъ 
существенныхъ отношешяхъ потребность нашего ума, и такова, я осме
ливаюсь это сказать, первая и особая цель этого курса.

Относяшдяся къ изучешю сощальныхъ явленш идеи, которыя я 
попытаюсь изложить и зародышъ которыхъ можно, какъ я надеюсь, найти 
даже вт. этой лекцш, не имеютъ целью тотчасъ-же дать сощальной фи
зике ту-же степень совершенства, какую имеютъ узке более раншя от
расли положительной философш; такое намереше было-бы очевидно не
сбыточно, такъ какъ даже эти последшя проявляютъ относительно раз
витая своего огромное и притомъ совершенно неизбежное неравенство.

Мои идеи долзкны будутъ только придать последнему классу на- 
шихъ познашй тотъ положительный характеръ, который узке пмеютъ 
друия науки. Если только это услслпе будетъ въ действительности вы- 
но л не но, современная философская система во всей своей совокупности 
будетъ поставлена на прочное основаше, такъ какъ тогда не будетъ су 
ществовать ни одного доступнаго наблюдение явлешя, которое не вхо- 
дило-бы въ одну нзъ установленныхъ выше пяти велнкихъ категор! Г[ 
явленш астрономических!,, фпзическихъ, химическихъ, физшлогическихъ 
и сощальныхъ. После того какъ все наши понятая станутъ однородными, 
филосо(}ня окончательно достигнетъ полозкнтельнаго состояшя; она не 
будетъ узке въ состоянш изменять свой характеръ, и ей останется только 
развиваться безконечно путемъ новыхъ, постоянно увеличивающихся 
прюбретенш, которыя явятся неизбежными результатами новыхъ наблю- 
денш и более глубокихъ раЗмшнленШ.

Получнвъ такими образомъ характеръ универсальности, котораго 
она еще не пмеетъ, нолозкнтелъная фнлософ1я, сохраняя свое естествен
ное превосходство, будетъ въ состоянш вполне заменить теологическую и 
метафизическую философш, универсальность которыхъ въ настоящее 
время является ихъ единственными истинными достояшемъ, н которыя, 
потерявъ свое преимущество, будутъ иметь для нашихъ потомковъ 
только чисто нсторичесшй интересъ.

После такого объяснен!и специальной цели этого курса легко уже 
понять его вторую общую цель, которая делаетъ его курсомъ положи
тельной философш, а не только курсомъ сощальной физики.

Действительно, такъ какъ построеше сощальной физики завер
шает!, систему естественныхъ наукъ, то становится возможными и даже 
необходимыми подвести итоги всеми приобретенными нознашмъ, достиг
шими къ этому времени онределеннаго и однороднаго состояшя, чтобы
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согласовать ихъ и представить какъ В'Ьтви одного дерева, а не продол
жать считать ихъ за отдельный тЬла.

Съ этою именно цгЬлью, прелсде ч’Ьмъ приступить къ изучешю со- 
щ алы ш хъ явлены, я последовательно, въ указанномъ выше энцикло- 
педическомъ порядке, разсмотрю существуюпця улсе различный положи
тельный науки.

Мне кажется, что незачемъ предупреждать о томъ, что здесь 
не можетъ быть и рЬчи о ряде спещальныхъ курсовъ по отдельнымъ 
главнымъ отраслямъ естественной философии. Не говоря улсе о времени, 
необходимомъ для подобнаго предщйятая, ясно, что подобное намереше 
не можетъ быть осуществлено мной, и, кажется, я могу сказать— никемъ 
другимъ при современномъ намъ состояние образовашя человечества. Со- 
всемъ наоборотъ, для правильнаго понимашя курса подобнаго настоящему 
требуется предварительное изучеше отдельныхъ наукъ, который въ немъ 
будутъ раземотрены. Безъ этого очень трудно понять и совершенно 
невозможно оценить тЬ фнлософсшя размышлешя, которымъ будутъ под
лежать различный науки. Одннмъ словомъ я предполагаю изложить 
курсъ положительной философии, а не курсъ положительныхъ наукъ. 
Я разематрнваю здесь каждую изъ основиыхъ наукъ только но отно
шению ко всей пололсительной системе и по характеризующему ее духу, 
т. е. какъ по отношение къ ея более ваяснымъ методамъ, такъ и по отноше
ние къ ея главнымъ результатамъ. Чаще всего я буду даже вынужденъ 
ограничиться указашемъ на посл'Ьдте, пользуясь спещальными нзеле- 
довашями, и постараюсь затймъ определить ихъ важность.

Чтобы резюмировать указаш я относительно двойной цЬли этого 
курса, я долженъ заметить, что оба предмета, спещальный и общы, 
хотя и различны сами по себе, но но необходимости нераздельны, такъ 
какъ, съ одной стороны, невозможно представить себе курса положи
тельной философы безъ сощальной физики, ибо въ такомъ случае по
ложительной философы недоставало бы одного изъ ея существенных'!, 
элементовъ, п благодаря этому она не имела бы того характера всеобщ
ности, который долженъ быть ея главнымъ аттрибутомъ и который 
отличаетъ наше настоящее изсл'Ьдоваше отъ ряда спещальныхъ работа. 
Съ другой стороны, возможно ли съ уверенностью приступить къ поло
жительному изучешю сощальныхъ явлены, если умъ не подготовлен!, 
еще глубокими размышлениями надъ положительными методами, испытан
ными улсе въ приложены къ менее сложнымъ предметамъ, и, сверхъ 
того, "не воорулсенъ знашемъ главныхъ законовъ другихъ явленШ, 
который оказываютъ бол'Ье или менее прямое вл1яше на явлешя со- 
щальныя?

Несмотря на то, что не всгЬ основы,гя науки внушаютъ одинаковый 
интересъ неразвитымъ умамъ, нйта однако ни одной, которой можно 
было бы пренебречь въ изслСдовашп иодобномъ предпринятому нами. 
Что же касается ихъ значешя для блага человечества, то конечно все 
науки, если ихъ раземотрйть глубже, оказываются равными. Науки, ре
зультаты которыхъ на первый взглядъ представляютъ меныий инте
ресъ съ практической точки зрйшя, неотразимо влекутъ къ себе или 
высокимъ совершенством!, своихъ методовъ, или т'ймъ, что о не со- 
ставляютъ необходимую основу для другихъ наукъ. Объ этомъ зам'Ьча- 
шн я буду иметь случай поговорить особо въ следующей лекцы.

Чтобы насколько возможно предупредить всяшя неправильный тол
ковании, который можно ожидать по поводу столь поваго курса, какимъ
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является настояицш, я считаю нужнымъ къ предыдущимъ объяснешямъ 
присоединить еще нисколько соображены, относящихся непосредственио 
къ всеобщности спещальныхъ познай]й, которую невдумчивые судьи мо- 
гутъ счесть тенденщей этого курса, и которая вполне справедливо при- 
тается совершенно противной истинному духу положительной фило
софии. Эти соображешя получать еще большее значен1е потому, что 
они представить духъ положительной философы съ новой точки зр’Ьшя, 
которая можетъ окончательно разъяснить общее о ней ноня'пе.

В ъ  первобытномъ состояны нашихъ познаны не сущ ествуетъ ира- 
вильнаго разделения умственнаго труда, и одни и те  же лица одновре
менно занимаются всеми науками. Такая организация человеческаго 
труда, сначала неизбежная и даже необходимая, какъ мы это докажемъ 
позже, понемногу изменяется но мере развития отдельныхъ разрядовъ 
понятий. По закону, необходимость котораго очевидна, каждая отрасль 
научнаго знашя незаметно отделяется отъ общаго ствола, какъ только 
она разростется настолько, чтобы выдержать отдельную обработку, т. е. 
какъ только она сделается способной сама по себе занимать умы нй- 
сколькихъ человекъ.

Этому разделешю различныхъ видовъ нзследованш между несколь
кими разрядами ученыхъ мы и обязаны темъ удивнтельнымъ развпНемъ, 
котораго въ наши дни достигла каждая отдельная отрасль человече- 
скаго знашя, и которое делаетъ въ настоящее время очевидно невоз
можной универсальность научныхъ нзследованш, столь легкую и обыч
ную въ древности.

Одннмъ словомъ, разделете умственнаго труда, все более и бо- 
лЬе совершенствуемое, является однимъ нзъ самыхъ важпыхъ п ха- 
рактерныхъ аттрнбутовъ положительной философы.

Но, признавая вполне поразительные результаты этого разделешя 
труда, видя отныне въ немъ истинную основу организации ученаго мира, 
невозможно съ другой стороны не почувствовать огромныхъ неудобствъ, 
который оно, при настоящемъ его состояны, пороясдаетъ благодаря чрез
мерной узости идей, исключительно занпмающихъ каждый отдельный 
умъ. Этотъ печальный фактъ конечно неизбеженъ и до некоторой сте
пени привходить въ самый ирннципъ разделешя труда, такъ что мы 
въ этомъ отношении никакими мерами не сравнимся съ древними, пре
восходство которыхъ однако происходило главнымъ образомъ вследств1е 
ограниченности объема нхъ познаний.

Однако мне кажется, что подходящими мерами можно избежать 
самыхъ гибельныхъ последствш чрезмерной спещализацш, не вредя 
при этомъ живительному действш  разделешя изследовашй. Н еобхо
димо этимъ заняться серьезно, ибо указанный неудобства, которыя уже по 
своей природе стремятся все более и более увеличиваться, становятся 
очень заметными. По всеобщему признанно установленный ради дости
жения высшей степени совершенства нашихъ работъ делеш я различ
ныхъ отраслей естественной философы въ конце концовъ не могутъ не 
считаться искуственными. Не будемъ забывать и того, что, несмотря 
на такое признаше, въ ученомъ м1ре очень мало людей, которые охва
тывали бы совокупность поняты одной науки, въ свою очередь состав
ляющей только часть великаго целаго. Большинство лее вполне доволь
ствуется спещальнымъ изучешемъ более пли менее обширный части 
одной определенной науки, мало заботясь объ отношении ихъ работъ 
къ общей системе положнтельныхъ знанш. Посиешимъ исправить это
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зло, пока оно не сделалось еще тяжелее. Примемъ меры, чтобы от. конце 
концовъ духъ человека не потерялся въ мелочахъ. Не оудемъ скры
вать отъ себя, что зд’Ьсь-то н находится слабый пунктъ положительной 
философы, на который съ некоторой надеждой на успехи, могутъ про
извести н ап адете сторонники теологической и метафизической философы.

Действительное средство остановить разъедающее вл!яше, кото- 
рымъ слшпкомъ большая спещализащя отдйльныхъ наследованш угро- 
лсаетъ интеллектуальной будущности, состоптъ конечно не въ возвраще- 
нш къ прежнему смеш енш  труда, которое заставило-бы человечество 
пойти назадъ и которое къ счастью сделалось теперь вообще невоз
можный«..

Наоборотъ, это средство состоптъ въ усовершенствованш самого 
разделешя труда. Достаточпо, действительно, изучеше общпхъ положенш 
наукъ обратить еще въ отдельную самостоятельную науку. П усть но
вый рядъ ученыхъ, получнвшихт, подобающую подготовку, не отдаваясь 
спещальномх изученш  какой-нибудь отдельной отрасли естественно!! фи- 
лософш, но основываясь на знакомстве съ общимъ состояшемъ полоз,и- 
тельныхъ наукъ, посвятить себя исключительно точному определенно духа 
этихъ наукъ, изследованго ихъ соотношешй и связи другъ съ другомъ, 
низведепГю, если таковое возможно, присущих'!, имъ принциповъ къ на
именьшему числу общпхъ принциповъ, ПОСТОЯННО следуя при ЭТОМ!, 
основнымъ правиламъ положительнаго метода. П усть въ тоже время 
друпе ученые, съ помощью образовангя, направленнаго на ознаком- 
леше съ совокупностью положнтельиыхъ знашй, получать возможность, 
прежде че.чъ взяться за свои специальный изследовашя, воспользовался 
светомъ, проливаемым!, учеными, занимающимися общими положешямн 
наукъ, и въ свою очередь исправляют!, полученные темп результаты: 
это и есть то ноложеше вещей, къ которому современные ученые при
ближаются все более и более. Какъ только оба эти требовашя бу д\ 1 !> 
исполнены— а возможность этого очевидна -разделение научнаго труда 
безъ всякой опасности можетъ быть доведено до той степени, которой 
нотребуетъ развитие отдельных!, отраслей знашя. При существованш 
особаго, постоянно проверяемаго всеми другими, класса ученыхъ, на 
обязанности которыхъ исключительно и постоянно лежало бы установ
ление связи каждаго новаго открытая съ общей системой, но будетт. бо
лею основанш бояться, что слшпкомъ большое вннмаше къ частностям ь 
иомешаетъ схватить целое. Одпимъ словомъ, после этого организа- 
щя научнаго м!ра будетъ вполне закончена и оудетъ развиваться без- 
предЬльно, сохраняя постоянно все тотъ же харщстеръ.

Образовать изъ изучения общпхъ научныхъ пололсешй особ!.!И отдели, 
всего умственнаго труда значить только распространить приложена1 
того же принципа разделешя, который последовательно создали, отдель
ный специальности, такт, какъ до тЪхъ поръ, пока положительный науки 
были мало развиты, ихъ взаимный отношен!я но имели такого зиачешя, 
чтобы вызвать, систематически но крайней мере, появлеше особаго класса 
работъ, и необходимость этой новой науки не была особенно настоя
тельна; въ настоящее лее время кансдая изъ наукъ настолько развилась, 
что изучение ихъ взаимныхъ отношенш можетъ дать матер1алъ для Ц'(>- 
лаго ряда изеледовашй, а вместе съ темъ новая паука становится не
обходимой для того, чтобы предупредить разрозненность человеческих!, 
нонятай.

Такъ именно я понимаю назначеше пололсительной философш въ
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общей системе науки положительпыхп ви точномн смысл!; этого слова. 
Такова, по крайней мере, ц'Ьль этого курса.

Теперь, поел!; того какъ я попытался определить общи! духъ 
курса положительной философш, насколько это было возможно при пер- 
вомъ обзоре, чтобы сообщить картине действительный ея характеръ, 
считаю нужными бегло указать на главную пользу, которую подобная ра
бота можети принести прогрессу человечества, если все существенныя 
услов1я будутъ надлежащими образоми выполнены. Этоти носледнш ряди 
соображенш я ограничу указашеми четырехи осповныхи свойствп.

Во первыхи, изучеше положительной философш, разематривающей 
результаты деятельности нашихи умственныхи способностей, даети 
нами единственное рациональное средство обнаружить логические законы 
человеческаго ума, ки отлнекатю которыхп до сихп пори применя
лись средства, весьма мало для того пригодныя.

Чтобы разняснить вполпе мое м н е т е  по этому предмету, я  дол- 
жени сперва напомнить весьма важное философское понятие, высказан
ное г. де-Бленвиллеми ви прекрасноми введенш ки его Общимъ прин- 
ципам ъ сравнительной анатомт.

Они говорить, что всякое деятельное существо, и ви особенности 
всякое живое существо, во вс.ехп свонхи проявлешяхп можетп быть 
изучаемо си двухп точекп зрйшя, ви статпческомп и ви дпнамическомп 
отношешяхп, т. е. каки существо, способное действовать, н каки дей
ствующее на самоми деле. Ясно, что все соображешя, которыя можно 
представить, непременно войдутн ви тоти или другой разряди. Приме
нима. теперь это блестящее основное положеше ки пзучешю отправле
ний нашего ума.

При разсмотр!;нш этихи функщй си статической точки зрешя, 
][хп изучеше можети состоять только ви определены; органическихи 
условш, оти которыхп он!; зависятн, и образуети такими образоми су
щественную часть анатозпи и физшлогш. Если-же ихи разематривать 
си динамической точки зрешя, то вопроси приводится ки пзучешю дМ - 
ствительнаго хода работы человеческаго ума путемн иследовашя npie- 
мови, примененныхи ви свое время ки щнобретешя различныхн точныхи 
знанш, что но существу п составляетп главный предмета положитель
ной философш, каки я ее определили ви этой лекцш. Одними словоми, 
смотря на научиыя теорш каки на вел и те логичесше факты, мы только 
путемп глубокого наблюдешя этихи фактовп можеми подняться до но- 
ннмашя логнческнхи закоиовп.

Таковы очевидно два единственные обнце npieMa, пополнявшие 
други друга, си помощью которыхп можно получить некоторый нстин- 
пыя ращональныя no3iianin относительно интеллектуалы;ыхи явлешй.

Отсюда видно, что здесь совсемп ийти места для топ ложной псп- 
хологш, представляющей последней видоизменеше теологш, которую 
таки безуспешно пытаются теперь оживить и которая, не обращая вни
мания ни на фнзюлогичсское изученie нашихи мыелнтельныхи органовн, 
ни на наблю дете ращональныхи процессови, действительно руково- 
дящихи нашими научными нзеледовашями, стремится открыть основные 
законы человеческаго ’Духа, разематрпвая ихи сами по свой, т. е. пре
вращая ви полную абстракщю и причины, и следсттая.

Положительная философ1я npio6pt.ia свое превосходство понемногу 
начиная со времени Бэкона; теперь она, хотя иногда и косвенно, полу
чила такое в.юяше на умы, оставппеся даже наиболее чуждыми ея ко
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лоссальному развитио, что метафизики, заиимаюнцеся и зуч етем ъ на
шего разума, могли надеяться замедлить п а д ёте  CBoeii мнимой науки 
только пытаясь представить и своп доктрины основанными какъ-бы 
на наблюденш фактовъ. Съ этой целью они въ последнее время, ст. по
мощью очень страннаго ухищрешя, предложили отличать два равно 
важные рода наблюдешя, внешнее и внутреннее, изъ которыхъ послед
нее предназначено исключительно для изучешя интеллектуальныхъ явле
ний. Здесь не место вдаваться въ подробный разборъ этого основнаго 
софизма, и я ограничусь указашемъ на главное соображенье, которое 
покажетъ ясно, что это прямое созерцаше духа въ самомъ себе есть 

чистейшая иллюз1я.
Недавно еще считали, что для объяснен ¡я зрешя достаточно ука

зать, что световое дМ ств1е тйлъ рисуетъ ¿на ретине изображен ¡я, пред- 
ставляюпця собой инйиипя формы и цвета. На это фнзюлоги основа
тельно возражали, что если-бы свЬтовыя внечатлйгпя действовали какъ 
картины, то нужно было-бы иметь еще одинъ глазъ, чтобы видеть 
нхъ. Не примгЬнимо-лц тоже возражеше еще более въ данномъ случаф?

Въ самомъ деле, понятно, что въ силу неизбежной необходимости че
ловеки можетъ прямо наблюдать всякого рода явлешя кроме ыропсхо- 
дящихъ въ немъ самомъ. Кто будетъ тутъ наблюдать? Относительно 
моральныхъ явленш еще можно допустить, что человйкъ въ состоянш на
блюдать въ самомъ ceo t своп страсти, если исходить изъ осповаинаго иа ана- 
TOMiii соображенья, что органы, черезъ посредство коихъ наши страсти 
проявляются, отделены отъ органовъ, иредназначенныхъ для производства 
наблюдений Но если бы далее каждый изъ насъ имели случай сделать надъ 
собой подобный наблюдешя, то они, очевидно, никогда не имели бы боль
шой научной ценности, и лучшимъ средством'!, изучешя страстей все лее 
останется наблю дете вне себя, ибо всякое очень ярко выраженное со
сто и те  страсти, т. е. какъ разъ то, которое всего важнее было бы нзелй- 
довать, является конечно несовместимыми съ состояьпемъ наблюдешя. 
Что-же касается такого-же наблюден ¡я мыслительныхъ явлешй въ са
мый моментъ ихъ рсуьцествлешя, то это очевидно невозможно. Мысля
щий человфкъ не можетъ разделиться на две половины, изъ которыхъ 
одна будетъ мыслить, а другая наблюдать за мышлешемъ. Какъ молсотъ 
быть п])оизведено наблю дете въ случае, когда наблюдающш и наблю
даемый органы тождественны?

Итакъ, этотъ мнимый ысихолошчociciit методъ по самому своему 
основание не имйетъ никакого значешя.

Обратимъ также внимаше на то, къ какнмъ глубоко противо
речащими другъ другу ироцессамъ онъ насъ сразу приводить! Съ одной 
стороны вамъ совётуютъ насколько возможно изолировать себя отъ 
всякихъ внЬшнихъ ощущешй, и въ особенности избегать умственной 
работы, ибо что станется съ внутреннимъ  наблюдешемъ, если вы бу
дете заниматься хотя бы самыми простыми вычислеьйемъ? Съ другой 
лее стороны, после того какъ вы путемъ разлнчныхъ предосторожно
стей достигнете наконедъ этого совершеннаго состоянья умствённаго 
спа, вы должны заняться созерцатем ъ действш, совершающихся въ ва
шими уме, когда тамъ ничего не совершается! Щ т ъ  сомн£шя въ томъ, 
что наши потомки когда нибудь увидятъ ташя претензш въ комедш.

Результаты такого страннаго способа наблюдешя вполне соответ- 
ствуютъ его принципу. Улсе две тысячи лЬтъ метафизики занимаются 
подобными образомъ психолопей, и до сихъ иоръ они не согласились
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ни на одномъ понятномъ и твердо установленномъ положенш. Даже теперь
они разделены на множество школъ, безпрерывно спорящихъ о пер- 
выхъ элементахъ ихъ доктринъ. Внут реннее наблюдете порождаешь 
почти столько же разнор’Ьчивыхъ мнгЬ тй , сколько есть людей, вёрящихъ, 
что они имъ занимаются.

Настоянце ученые, люди, преданные положительнымъ изслйдова- 
шямъ, до сихъ поръ напрасно просятъ этихъ психологовъ указать хоть 
на одно истинное открыгпе, большое или маленькое, которымъ мы 
были бы обязаны ихъ прославленному методу. Это не значить, что они 
не принесли абсолютно никакой пользы общему прогрессу нашего зна- 
шя, не говоря уже о важной услуге, которую они оказали, поддерживая 
деятельность нашего ума въ такую эпоху, когда онъ не могъ найти для 
себя бол4 е питательной пищи. Можно однако утверждать, что все, что въ 
ихъ сочинешяхъ, по счастливому выраженш знаменитаго положитель
ного философа (Кювье), не состоитъ изъ метафоръ, принимаемыхъ за 
разсуждешя, а выражаешь собою какое-нибудь истинное положеше, най
дено не съ помощью ихъ мнимаго метода, а было получено путемъ 
действительныхъ наблюдешй надъ движешемъ человеческаго духа, 
наблюдешй, которымъ отъ времени до времени р а зв и т; наукъ давало 
почву.

Но даже и эти положенья, очень малочисленный, провозглашаемый 
съ такимъ шумомъ, самымъ появленьемъ своимъ обязанный только 
измене психологовъ собственному мнимому методу, чаще всего оказы
ваются или слишкомъ преувеличенными, или весьма неполными, и 
стоятъ ниже сделанныхъ учеными безъ всякаго самовосхвалешя замечаньй 
о пр1емахъ, которыми они пользуются. Легко было-бы привести несколько 
поразительныхъ тому примеровъ, если-бы я не боялся слишкомъ растя
нуть это разсуждеше; припомните, между прочимъ, что сталось съ 
теор1ей знаковъ.

Соображенья, которыя я только что изложилъ, говоря о науке 
разсуждешя, еще более очевидны, если ихъ прилояшть къ искусству 
разсуждешя..

Действительно, если дело идешь не только о томъ, чтобы знать 
что такое положительный методъ, а чтобы пметь глубокое и ясное по- 
н я т е  о немъ и быть въ состоянш применять его на деле, то его 
надо разсматрнвать въ дейотвш, т. е. надо изучать различный нрыложе- 
шя этого метода, уже сделанныя до сихъ поръ человеческимъ духомъ. 
Однимъ словомъ, очевидно, что только путемъ философскаго изучешя 
наукъ можно достигнуть этого результата. Методъ не можетъ быть изу- 
чаемъ отдельно отъ изследованш, при которыхъ онъ былъ примененъ: 
иначе получается наука мертвая, неспособная обогатить умъ людей, 
надъ ней работающихъ. Все что, разсматривая методъ

не могутъ оказать вл1яшя на умъ человека. Устан 
виде логическаго тезиса, что всё наши познанья должь 
на наблюдешй, что мы должны переходить то отъ фактиьь ль ,

о немъ сказать, сводится къ расплывчатымъ обьцимъ
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что однимъ чтешемъ правилъ Бэкона и разсужденш Декарта они по
стигли положительный методъ. . .

Я не знаю, будетъ-ли возможно въ будущемъ составить a p rio ri  
надлежащи! обзоръ методовъ независимо отъ философскаго изучешя 
наукъ, но я вполне убБжденъ въ томъ, что подобное иредпрнгпе неиспол
нимо теперь, такъ какъ обпце логичесгае upieMbi еще не могутъ быть 
достаточно полно объяснены независимо отъ ихъ примБиенш. Я ре
шаюсь кроме того сказать, что если даже въ будущемъ это предполо- 
жеше будетъ приведено въ исполнеше, что молено еще себе предста-' 
вить, то только путемъ правильнаго примБнешн научныхъ щнемовъ 
молено будетъ создать хорошую систему интеллектуальных!, привычекъ, 
что и составляетъ существенную цель изучешя методовъ. Теперь мне 
пезач'Ьмъ более настаивать на этомъ предмете, къ которому мы будёмъ 
часто возвращаться въ т е ч е т е  этого курса, н по поводу котораго я 
представлю новыя залтЬчатя въ следующей лекцш.

Итакъ первымъ валенымъ и прямымъ результатом!, положительной 
философш доллено быть проявдеше путемъ опыта законовъ, которымъ 
слйдуютъ въ своей деятельности наши умственный отправлешя, а сле
довательно и точное познаше общнхъ правилъ, способныхъ верно вести 
насъ въ поисках!, за истиной.

Вторымъ не менее ваншымъ, но еще более интереснымъ след- 
CTBieM!,, которое необходимо повлечетъ за собой прочное обосноваше 
иололштельной философш, о гi рсд'fл <еи i(е коей дапо въ этой лекщи, является 
руководящая роль ея во всеобщем!, нреобразованш нашей системы 
воспиташя.

В ъ  самомъ деле здравомыслящее люди уже теперь единогласно 
прнзнаютъ необходимость замены нашего, но сущ еству своему все еще 
теологическаго, метафизическаго и литературнаго воспиташя, воспита- 
шемъ положительнымъ, соответствующим!, духу нашей эпохи и при- 
менимымъ къ потребностям!, современной идвилизацш. Различный по
пытки, усилнвавппяся все более и более въ последний вЬкъ, а особенно 
въ паше время, распространять и постоянно расширять положительное 
обучеше, попытки, которымъ различный европейсшя правительства по
стоянно и охотно оказывали свое содейстчно (или далее предпринимали 
ихъ сами) доказывают!,, что со всехъ  сторон!, само собою заролсдается 
лселаше действовать въ этомъ направлении Но, помогая насколько воз
можно этимъ полезным!, попыткам!,, последует!, скрывать отъ своя, что 
при настоящемъ состоянш нашнхъ идей o u t но нмЬютъ ни малейшей 
наделсды достигнуть своей главной цели,— иолнаго нереролсдешя всеобщаго 
образовашя. Ибо исключительная спещализащя и ясно выраженное 
стремлеше къ обособленно, который до енхъ поръ характеризуют!, наши 
npieMbi понимать и разработывать науки, оказывают!, конечно большое 
н.пяше на способъ преиодавашя ихъ. Если кто-нибудь задумаетъ въ 
настоящее время изучить главный отрасли естественной философш 
для того, чтобы составить себе общую систему положительныхъ идей, 
то опъ будетъ принулсденъ изучать калсдую иауку отдельно, пользуясь 
теми лее пр1емами и съ теми же подробностями, какъ если-бы онъ хо- 
телъ сделаться спещалистомъ-астропомомъ, химикомъ и т. п., что Д'1>- 
лаетъ иололсительное образоваше почти невозмонснымъ и по необходи
мости крайне несовершенным!, даже для самыхъ сильныхъ умовъ, нахо
дящихся въ самыхъ благопргятпыхъ услов!яхъ. Подобный образъ дйй- 
ствш при примененш къ всеобщему образованно оказался-бы конечно
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чистейшей безсмыслицей, а между гЬмъ последнее безусловно требуетъ 
совокупности положительныхъ идей по всймъ главнымъ классамъ явлешй 
природы. Этой то совокупности идей и суждено, въ более или менее широ- 
кихъ размйрахъ, стать даже въ народныхъ массахъ постоянной основой 
человйческихъ соображенш, создать, однимъ словомъ, обпцйй духъ нашихъ 
нотомковъ. Чтобы естественная философия могла завершить уже столь 
подготовленное преобразование нашей интеллектуальной системы, необхо
димо следовательно, чтобы входящйя въ ея составь науки представля
лись вс'Ьмъ отдельными ветвями, выходящими изъ одного ствола, и 
прежде всего были сведены къ тому, что составляет, ихъ суть, т. е. 
къ нхч» главнымъ методами, и наиболее важнымъ результатамъ. Только 
при такомъ услшпи преподаваше наукъ можетъ сделаться у наст, основанйемъ 
новой действительно ращональной системы всеобщаго образовашя. Пусть 
затймъ къ этому начальному образованйю присоединяются различныя 
спенцальныя научный занятйя, соответствующйя тймъ спенцалънымъ фор- 
мамъ образовашя, которыя должны следовать за общпмъ —  въ этомъ 
отношении очевидно не. можетъ возникать никакихъ сомненш. Но глав
ное соображеше, на которое я хотелъ здесь указать, состонтъ въ томъ, 
что все эти специальны я занятия были-бы конечно недостаточны для 
действительнаго обновленйя системы нашего образовашя, если-бы бне не 
опирались на предварительное общее образованйе, представляющее пря
мой результата определенной въ этой лекцш положительной философш.

Специальному изучение общихъ положений наукъ суждено не 
только преобразовать воспиташе, но и способствовать прогрессу отдйль- 
ныхъ положительныхъ наукъ; это-то и составляетъ третье основное 
свойство, на которое я желаю указать.

Действительно, деление, которое мы устанавливаемъ между нау
ками, хотя и не вполне произвольно, какъ некоторые это думаютъ, 
одпако по сущ еству своему является пскусственнымъ. На самомъ деле 
предмета всехъ  изследованш одинъ, и мы нодразделяемъ его только съ 
целью обособить встречающаяся при его изучены затруднения, чтобы 
потомъ лучше справиться съ ними. Часто случается ииоэтому, что, во
преки нашнмъ классическим!, подразделешямъ, важные вопросы требуиотъ 
известнаго соединивши несколькнхъ спецйальныхъ точекъ зренйя, которое 
нельзя осуществить при теперешнемъ состоянии научнаго мйра; это обстоя
тельство иногда нринуждаетъ оставлять эти вопросьн безъ ответа гораздо 
долее, чемъ это необходимо. Подобное неудобство должно въ особен
ности возникать но отношении къ наиболее супцественнымъ положенйямъ 
каждой науки въ частности. Можно безъ труда прпивести весьма иинте- 
ресные въ этомъ отношении примеры, что я ии буду заботливо делать 
но мере того, какъ естественное развнтйе этого курса будетъ намъ 
представлять ихъ.

Я  могъ-бы указать въ прошломъ на одинъ особенно заслуживающий 
упомянашя ииримеръ, остановившись на удиивиительной концепции ана
литической геометрйи Декарта. Это крупное открытие, которое совер
шенно изменило вппдъ математическихъ наукъ, и въ которомъ надо ви
деть истинное основанйе всехъ  нозднейшихъ ея огромныхъ успехов!,, 
есть только результат!, сближенйя двухъ наукъ, разсматривавшихся до 
те,хъ поръ отдельно. По мое замёчаше будетъ убедительнее, еслии 
мы обратимся къ вопросамъ еще неразрешенными

Я ограничусь указанйемъ на весьма важное въ химии ученйе объ 
онределеиныхъ пронорцйяхъ.

*
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Конечно, вовш шш й въ последнее время по поводу осио1шаго по
ложения э т о й ’теорш спорь, каково-бы ни ^ ^ о ш -  
не можешь еще считаться законченнымъ навсегда, ибо, к ад ь  мр* каж тс , 
т у м Х  идетъ не о простомъ химическомъ вопрос*. Я считаю воз- 
мпжнымъ высказать что для получешя действительно окончательнаго 
р*шешя т е чтобы определить, должны-ли мы считать закономъ при
воды то’ что молекулы постоянно соединяются въ опред*ленныхъ отно- 
шешяхъ’ намъ нужно будетъ соединить химическую точку зр*ш я съ фн- 
зюлогической. Это положеше подкрепляется тЬмъ, что даже по признании 
знаменитыхъ химиковъ, которые наиболее потрудились надъ с - 
зшашемъ этой теорш, относительно ея можно только сказать, что онг 
постояето подтверждается составомъ неорганическихъ т*лъ, но почти 
такъ-же часто опровергается составомъ органическим. т1,лъ, и распро 
странить ее на носл*дшя какъ оказывается, до сихъ поръ совсемъ не-

Итакъ не следуетъ-ли, прежде ч*мъ возводить эгу теорш  въ 
основной принцшгь, отдать себе отчетъ въ этомъ весьма важномъ исклю
чены? Не подчиняется-ли и она тому общему характерному свойств 
пппническихъ т*лъ въ силу котораго ни въ одномъ изъ ихъ про 
я вл етй  нельзя остановить нсичмТяшыхъ чиселъ? Какъ-бы то ни было, 
д а  окончательнаго рЬпеш н въ  ту или другую сторону этого великаго 
вопроса естественной философш очевидно необходим, новый Ря^  с0°- 
браженш, принадлежащихъ одинаково и къ хиш и и къ фтаюлогш.

Я считаю полезнымъ указать здесь еще одинъ при м *ръ того• ж_ 
пола который принадлежнтъ однако къ бол*е спецтльном. . . .  ,
изслёдоватй и еще убедительнее показываетъ значеше положительной 
философТи ДЛЯ разр*ш еия вопросовъ, требующихъ с о в ^ с т н а ^ п р и м ^  
нешя несколькихъ наукъ. Я заимствую его также изъ химш. Дело 
идетъ о неразр*шенномъ еще до сихъ « о р ъ  в о п р о с * ,  долженъ-ли азо'п, 
при теперешнемъ состоянш нашихъ познанш считаться просгымъ . 
слРожГымъ теломъ. Вы знаете, па основанш какихъ чисто ™ е с к и х ъ  
соображенш знаменитому Берцел1усу удалось поколеоать ^  
химиковъ относительно простоты этого газа. Но я не пр< мину обратить 
особенное внимаше на то в л !я т е , которое, по драгоценному признашю 
самого Берце.Дуса, оказало на его взглядъ физюлогическое наблю дете 
что въ составь тканей ж ивотны м , питающихся несодержащими азота 
веществами входить столько-же азота, сколько у животныхъ нлогояд 
ныхъ Изъ этого действительно ясно, что для р*шен1я вопроса о том I., 
простое ли т*ло азотъ или сложное, необходимо придется прибегнуть 
к? помощи физюлогш, и къ чисто химическим!, соображеншмъ при
соединить рядъ новыхъ изследоватй объ отношеши между составомъ 
живыхъ тЬлъ н поглощаемой ими нищей.

Теперь было-бы нёум*стно увеличивать число прим*ровъ такихъ за- 
дачъ, который могутъ быть разрешены только совместными усилшми 
несколькихъ наукъ, изучаемыхъ нын* независимо одна о т а  другой. 
Только что приведенные случаи достаточно ясно показывают ь важность 
тоТ ф ун кц ш , которую предстоять выполнить въ совершенствованш каж
дой отдельной естественной науки положительной философш, предназна 
чаемой прежде всего для постояннаго нодготовлешя такихъ комоинацш,
которыя не могли-бы создаться безъ нея.

Наконецъ четвертое и последнее основное свойство науки, на
званной мной положительной философ!ей, на которое я долженъ указать те
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перь нее, и которое, по своему громадному практическому значенш, должно 
более всего привлечь къ ней всеобщее вним ате, с о с т о я т ь  в ъ  то м ъ , 
что  положительную философш можно считать единственной прочной 
основой общественнаго иреобразовашя, им'йющаго положить конецъ 
тому критическому постоянно, въ которомъ такъ давно уже находятся 
наиболее цивилизованные народы. Последняя часть этого курса бу
дете спещально посвящена установленш и .самому широкому развитш 
этого положении Но общимъ очерташемъ той громадной картины, кото
рую я взялся наметить въ этой лекщи, не доставало-бы одного изъ са- 
мыхъ характерныхъ ея элементовъ, если-бы я не указалъ здесь на столь 
существенное соображение.

Несколькихъ самыхъ простыхъ замечанш будетъ достаточно для 
оправдан ¡я того, что въ такомъ определены можете показаться слиш- 
комъ притязательнымъ.

Не читателямъ этой книги я считалъ бы нужнымъ доказывать, 
что идеи унравляютъ и переворачиваютъ м1ръ, или, другими сло
вами, что весь сощальный мехапизмъ ‘действительно основывается на 
убеж д етяхъ . Они хорошо знаютъ еще и то, что великш политиче- 
сшй и моральный кризисъ современнаго общества зависите въ конце 
концовъ отъ умственной анархш. Наша опаснейшая болезнь состоите 
въ глубокомъ разногласш умовъ относительно всехъ основныхъ вопро- 
совъ яшзни, твердое отношеше къ которымъ является первымъ усло- 
в1емъ истиннаго сощальнаго порядка.

До техъ  поръ, пока отдельные умы не примкнуть единогласно къ 
известному числу общихъ идей, съ помощью которыхъ можно было бы 
построить общую сощальную доктрину, нельзя скрывать ота себя, что на
роды останутся по необходимости въ совершенно револющонномъ состоянш, 
и, несмотря ни на каше иолитичесше палл1атпвы, будутъ вырабатывать 
только временный учреж детя. Равнымъ образомъ достоверно и то, что 
если только такое едн н ете умовъ на почве общности принциповъ со
стоится, то соответствуюнця учреж детя создадутся сами естественнымъ 
образомъ, безъ всякаго тяжелаго пстрясешя, такъ какъ самый главный 
безпорядокъ разсеется благодаря одному этому факту. На это обстоя
тельство и должно быть направлено главное вним ате всехъ техъ, кото
рые ноннмаютъ все значеше действительно нормальнаго положешя вещей.

Теперь, съ той высокой точки зрешя, которой мы постепенно до
стигли съ помощью различныхъ соображений, высказанныхъ въ этой 
лекщи, намъ уже не трудно сразу характеризировать определенно, 
во всей его глубине, современное состояше обществъ, и установить, ка- 
кимъ образомъ можно произвести въ немъ существенный изменешя.

Пользуясь основнымъ закономъ, провозглашеннымъ въ начале этой 
лекщи, я считаю возможнымъ точно резюмировать все сделанныя отно
сительно современнаго положено! общества замечашя, сказавъ просто, 
что существующие теперь въ умахъ безпорядокъ въ конце концовъ 
зависите отъ одновременнаго применешя трехъ совершенно несовме- 
стимыхъ философш: теологической, метафизической и положительной. 
На самомъ деле ведь очевидно, что если-бы одна изъ этихъ философш 
достигла нолнаго и всеобщаго главенства, то получнлея-бы определенный 
сощальный норядокъ, тогда какъ зло состоитъ именно въ отсутсти!и 
какой-бы то ни было истинной организащи.

Именно это одновременное существоваше трехъ противореча- 
щихъ другъ другу философШ и препятствуете безусловно соглашенш
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по какому бы то ни было важному вопросу. Если такой взгляда. пра- 
вилонъ, то остается только узнать, какая философия по природЬ вещей 
можетъ и должна победить, а затймъ всякш разумный человеки, ка- 
ковы-бы ни были его личныя мнйшя до анализа этого вопроса, долженъ 
постараться содействовать усп еху  ея. Какъ только изслйдоваше будетъ 
доведено до этнхъ простыхъ ноложенш, результата его не долго будетъ 
оставаться неопределенным!,, такт, какъ на основашн различныхъ со
ображений, изъ которыхъ главнейшим указаны въ этой лекцш, видно, 
что положительная философ1я при естественном'!, ходе вещей одна 
только и можетъ победить. Она одна уже много вйковъ постоянно про
грессировала, тогда какъ ея антогоннсты постоянно падали. Справед- 
ливо-лн это или н'Ьтъ, вопросъ не важный; самый факта неоспоримъ, 
п этого вполне достаточно. О немъ можно сожалеть, но его нельзя отри
цать, и следовательно нмъ нельзя пренебрегать, не рискуя перейти 
въ область нраздныхъ соображении Этотъ всеобщ и переворота челове
ческого духа теперь уже почти законченъ, и остается только, какъ я 
уже объяснили, пополнить положительную философш, включивъ въ нее 
нзучеше сощальныхъ явленш, и затемъ привести ее въ одну систему 
однородныхъ доктринъ. Когда эта двойная работа достаточно подви
нется впередъ, торжество положительной философш наступить само собой 
и возстановитъ порядокъ въ обществе.

Ясно выраженное предпочтете, которое почти все умы, начиная 
отъ самыхъ возвышенных'!, и до самыхъ вульгарныхъ, оказываютъ те
перь положительными познашямъ предъ неясными и мистическими по
нятиями, достаточно предсказываетъ, какая встреча ожидаетъ положи
тельную философш, когда она нрюбрететъ единственное недостающее 
ей качество, т. е. подобающую ей всеобщпость.

Одними словомъ, въ настоящее время теологическая и метафизи
ческая философш оснариваюта другъ у  друга задачу преобразовашя 
общества, совершенно непосильную и то!1, и другой; только между ними 
н ндетъ борьба въ этомъ отношении Положительная фнлософ1я до 
сихъ порт, вмешивалась въ борьбу только для того, чтобы подвергать 
критике н ту, и другую, и успела совершенно л и ш и т ь  и х ъ  всякого 
довер1я.

Прпведемъ же ее наконецъ въ такое состои те, чтобы она могла 
принять активное участие, н не будемъ останавливаться более на сде
лавшихся безполезными спорахъ. Завершая обширное умственное здаше, 
начатое Вэкономъ, Декартомъ и Галилееми, прямо создадимъ систем) 
общнхъ идей, которую положительной философш суждено поставить на
всегда во главе рода человеческого, п революционный крнзнсъ, мучашДй 
цивилизованные народы, будетъ совершенно законченъ.

Съ этихъ четырехъ главвыхъ точекъ зр’Ьшя я и счелъ нужными 
указать теперь-же на благотворное влйяше положительной философш, 
чтобы представить существенное дополнение къ общему определенно, 
которое я попытался дать выше.

Прежде ч’Ьмъ кончить, я желаю обратить внимание еще на одно 
соображение, которое, какъ мне кажется, но можетъ избежать насколько 
возможно ошибочнаго съ самаго начала понимания природы этого курса.

Признавая целыо положительной философш приведете въ одну 
систему однородных!, доктринъ всей совокупности прюбретенныхъ челове
чеством!, познаний относительно различныхъ классовъ естественных!, явле
нш, я были очень далеки отъ мысли изучать все эти лвлешя, смотря
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на нихъ какъ на различныя следсттая одного принципа, или считая ихъ 
подчиненными одному единственному закону. Хотя я и долженъ заняться 
снещальнымъ разборомъ этого вопроса въ следующей лекцш, я считаю 
нужнымъ уже теперь заявить объ этомъ, чтобы избегнуть совершенно 
неосйовательныхъ упрековъ, которые ыогли-бы быть вслйдсттае непра- 
вильнаго понимашя высказаны мне лицами, если бы они отнесли мой 
курсъ къ числу понытокъ дать универсальное объяснеше, какими каж
дый день дарятъ насъ люди, совершенно чуждые научными методами и 
знатями.

Ничего подобнаго ви этомъ курсЬ не заключается и дальнейшее 
его излолгеше ясно докажеть это всеми теми, у  кого содержащаяся ви 
лекцш разъяснешя могли оставить еще некоторую долю сомненья ви 
этоми отношенш.

По моему глубокому личному убежденно все эти попытки общаго 
обияснешя всёхъ явленш одними закономъ совершенно безполезпы, даже 
если ихи делаютп наиболее сведуюице люди.

Я думаю, что силы человеческаго духа слишкомъ незначительны, 
а м1ри слишкомъ слолсенъ для того, чтобы мы хоть когда нибудь до
стигли такого научнаго совершенства; кроме того, я нахожу, что 
обыкновенно слишкомъ нреувеличиваютъ выгоды, который проистекали 
бы пзъ такого обияснешя, если бы оно было возможно.

Во всякомъ случае мне кажется очевидными, что при теперешнемъ 
состоянш нашпхъ знанш мы еще очень далеки отъ такого обияснешя 
и надо много времени, чтобы подобный попытки могли оказаться ра
зумными; если мы и можемъ надеяться когда бы то ни было добиться 
этого усп еха, то, но мнешю моему, только связывая вей явлешя си 
наиболее общими известными нами положительными закономъ, т. е. си 
закономъ тяготйшя, который сближаетъ уже часть астрономическнхъ 
явлешй съ явлешямн земной физики.

Лапласъ высказали мнеше, что все химическая явлешя можно раз- 
сматривать только какъ простыя молекулярный изменешя, происходящая 
поди влгяшемъ ньютоновскаго нритяжешя, видоизмененнаго фигурой и 
взаимными положешемн атомовъ. Но не говоря уида о неопределенности, 
которая всегда будетъ сопровождать эту теорно благодаря отсутствш  
необходимыхъ данныхъ относительно внутренняго строешя телъ, почти 
очевидно, что трудность прюгйнешя ея будетъ таки велнка, что при
дется сохранить естественное ныне отде.теше астрономш отъ химш, 
даже признавая его искусственными. Сами Лапласъ предложили эту 
мысль какъ простую философскую догадку, которая не можетъ въ 
действительности оказать никакого полезнаго вл1яшя на прогресъ 
химическихн зн ати . Можно сказать еще более: далее предполагая, что 
нами удалось преодолеть эту непобедимую трудность, мы всетаки не 
достнгнеми научнаго единства, таки какъ нами нужно будетъ попытаться 
подчинить тому лее закону всю совокупность явлешй физюлогнческихъ, 
что, конечно, окажется далеко не самой легкой частью этого предприятии 
Однако, если взвесить все хорошенько, гипотеза съ которой мы только 
что, познакомились, оказывается наиболее благоприятной для этого столь 
желаннаго единства.

Мне не нулены дальнейнпя подробности, чтобы окончательно у б е
дить, что цель этого курса совсемъ не состоитъ въ томи, чтобы пред
ставить вей явлешя природы ви сущности тождественными, не смотря 
на внешнее ихъ разнообраз1е.
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Изложеше плана этого курса, или обивя соображешя объ 
¡ерархш положительныхъ наукъ.

Определив* въ прошлой лекцш по возможности точно оошдй ха- 
рактеръ соображенш, который я нам*ренъ представить въ этомъ курс* 
но вс*мъ главнымъ отраслямъ естественной философш, я долженъ те
перь указать планъ, которому мы должны следовать, т. е. предложить 
наибол*е удобную и рацшнальную класспфикащю главныхъ положитель
ныхъ наукъ для того, чтобы зат*мъ посл*довательно изучать ихъ съ 
установленной уже точки зр*шя. Это второе общее изслфдовате необ
ходимо, чтобы съ самаго начала окончательно выяснить истинный духъ 
этого курса.

Прежде всего не трудно понять, что мн* незач*мъ останавли
ваться на слншкомъ къ сожал*нйо легкой критик* предложенныхъ въ 
т е ч е т е  двухъ посл*днихъ в*ковъ многочпсленныхъ классификащй общей 
системы челов*ческихъ познатй, разсматрнваемыхъ во всемъ ихъ объем*. 
Теперь вс* вполн* уб*дилнсь, что всякаго рода энцпклопедичесшя под- 
раздЬ летя, построенныя, какъ у Бэкона и д’Аламбера, на н*которыхъ 
особенностяхъ различныхъ способностей челов*ческаго ума, улсе по са
мому принципу совершенно неправильны, —  даже если эти особенности 
реальны, а не фиктивны, какъ это часто бываетъ,—  ибо въ каждой сфер* 
своей д*ятельности нашъ разумъ сразу нрнм*няетъ вс* свои главный 
способности. Что нее касается вс*хъ  другнхъ классификащй, то доста
точно указать иа возникавнпе при ноявленш ихъ споры, которые уб*- 
дили окончательно, что въ каждой изъ нихъ есть какой нибудь крупный 
недостатокъ; такимъ образомъ ни одна классификащя не заслужила всеоо- 
щаго одобрешя, н по этому предмету существует!, столько лее мн*ш й, сколько 
и людей. Въ общемъ эти попытки были такъ дурно задуманы, что далее 
вызвали у вс*хъ  умныхъ людей невольное предуб*ж дете противъ по- 
добныхъ предложенш.

Не останавливаясь бол*е на столь прбчно установленномъ факт*, 
гораздо важй*е отыскать ого причину. Объяснить себ* глубокое несо
вершенство этихъ энцнклопеднчеекпхъ попытокъ, такъ часто возобно
влявшихся до посл*дняго времени, очень не трудно. Мн* незач*мъ ука
зывать, что когда благодаря неосновательности первыхъ попытокъ
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вое подобного рода работы совершенно лишились всеобщаго довйрш,

Г « ф ш « 1 «  С Р - ь »  '■ » «  « « •
т*ол11 те съ классифицируемыми ими предметами. Кроме этого замыанги, 
ш Г с я щ ^ я  только къ личности классификаторовъ, есть еще одно го
раздо более важное соображеше, заимствованное изъ самой природы 
предмета и показывающее, почему до сихъ норъ невозможно оы лс.до
стичь действительно удовлетворительной энциклопедической н ср  • 1
™ Г л Г Г в ъ  н е ,о с й т й  одиородиоси,
pvTiiocTBOBaia между отдельными частями интеллектуальной системы, 
изъ которыхъ одшЬ сделались последовательно положительными, тогда 
гакъ norria все еще оставались теологическими или метафизическими. 
При SSL нестроиномъ иоложенш вещей установлен* какой оы то 
ill было ращональной классификацш было конечно невозможно. Какъ 
расположите въ одной системе столь глубоко противорЬчивыя п о н я т ?

Вследствие этого именно з а т р у д н е н ш  потерпели неудачу вей клас 
спйппшторы при чемъ ни одинъ изъ нихъ не заметилъ его отчетливо. Для 
всякаго однако, кто понималъ действительное положеше человйчесшио 
ътха бы то ясно что подобное предщняъче преждевременно, и что оно 
мо-кетъ быть выполнено съ успехомъ только тогда, когда наши главный

и ^ т ш с т а н у т ъ  ^ л°®и™ 1Ыданныхъ въ прошлой лекцш объясненш 
можно считать это основное услотйе выполненнымъ, то теперь можно 
Г р ^ с т у и Г  т!; действительно' рациональному и прочному построен,ю
PUPTPMTT все части которой сделались наконецъ однородными, 
системы, в с * .  ¡„ клаоспфикаи.1й, установленнаят п о з д н е е  время философскими работа»,, ботанпковъ и зоологовъ, 
иозволяегь надеяться на дф1ст.„тел,   y u n t a
-гпт-т е п п  она таетъ намъ вернаго руководителя въ виде истин,,аги 
основнаго принципа искусства классифицировашя, принципа, который 
ттА ф'Т’ ТТОПТ» не былъ ни разу ясно понятъ.

Этотъ нринпдпъ вытекаегь какъ необходимое следствю  
применешя положительнаго метода къ самому вопросу о ’хтассифика , 
который какъ н всякш другой, надлежитъ разематрнвать съ П0“ °Щ 
наблюдейй, а не решать апрюрными сообршкешями. На основ 
этого принципа классификащя должна вытекать
классифицируемыхъ нредметовъ, и определяется дЫftc в и т ,ш ш ь  срод 
ствомъ и естественными связями, который 11 “ ^  ’
такимъ образомъ сама классификащя должна быть выражешемъ паи 
более общаго факта, обнаруженнаго внимательнымъ сравнетемъ охва-

ТШ,аТ р в м  С К Ь  правило къ пастоящому 
приступить къ классификацш положительпыхъ наукъ ' » ' 1 J
шествующей между ними взаимной зависимости, а ^  ;т. си о^п ^ сл  _ 
она реальна, мояетъ вытекать только изъ зависимости между соответ

СТВУЮ̂ Г и% “ Х ъ  совершить эту важную энциклопедическую опе
раций въ указанномъ выше направлены, необходимо, чтобы не сбиться 
Г п у т и  в !  таком1,, обнш рномъ труде, отметить границы предмета пред
полагаемой классификащп съ большей, чймъ мы дйлали д

Т0ЧН0Б с ?  поступки человечески приводятся „ли къ размышлешю или къ 
дМ ствш , и поэтому самое общее делоию нашихъ нознаши со сто и т
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въ отличш теоретпческяхъ познанш отъ практическихъ. Если мы оста
новимся на этомъ первомъ д'Ьленш, то очевидно, что въ курсе, подоб- 
номъ нашему, могутъ быть разсматриваемы только теоретичесюя по- 
зн атя , ибо здесь вопросъ идетъ не объ изучеши всей совокупности 
человеческими знашй, а только системы основныхъ понятий о явле- 
ш яхъ различныхъ классовъ, которая даетъ прочную основу для всехъ 
другихъ нашихъ соображений и которая въ свою очередь не опирается 
ни на какую предыдущую интеллектуальную систему.

Итакъ въ трудё подобномъ нашему слйдуеиь разсматривать общш 
разсуждешя, а не ихъ приложетя, если только иосдйбдшя не могутъ 
послужить для объяснено! первыхъ. Вероятно это и понималъ Бэконъ, 
хотя весьма несовершенно, подъ своей первой фтлософпей, которая, по 
его мн'Ьтю, должна быть извлечена изъ совокупности науки, и которую 
такт, различно и постоянно такъ странно объясняли пробовавнпе ком
ментировать его мысль метафизики.

Безъ сомнйшя, разсматривая всю совокупность занятий челов'Ьче- 
ства, сл1'.дуетт> признать, что изучеше природы какъ бы предназначено 
послужить истинной разумной основой воздМсттйя человека на природу, 
ибо иознаше управляющихъ явлешнми законовъ, которое позволяетъ 
намъ постоянно предвидеть самыя явлешя, одно только можетъ дать иамъ 
возможность въ нашей деятельности съ пользой для насъ видоизменять 
одни явлешя при помощи другихъ. Наши естественный и прямыя сред
ства в.пнть на окружающая насъ тела совершенно несоразмерны съ 
нашими потребностями. Каждый разъ когда мы совершаемъ какое- 
нибудь сильное возде!н'тше, это удается только благодаря тому, что 
паше знаше законовъ природы позволяетъ намъ ввести въ число опре
деленными обстоятельствъ, иодъ вл1яшемъ которыми происходить явле
шя, несколько новыхъ элементовъ, въ известными случаями оказы
вающихся. несмотря на всю свою незначительность, достаточно силь
ными, чтобы изменить въ нашу пользу окончательный результата 
д е й с ш я  всехъ  вместе взятыхъ внешними причини. Одними словомъ иа 
наукт основано предвидите, на предвидпмт дпйствге. Въ такой очеиь 
простой формуле точно выражается отношеше науки къ искусству, если 
принимать эти два слова въ ихъ полномъ значенш.

Несмотря, однако, на все значеше этой связи, которую ие сле
дует!. упускать изъ вида, понимать науки только какъ основы искусствъ 
значило бы понимать ихъ весьма иесовершеннымъ образомъ, а къ не
счастью въ наши дни мнопе слишкомъ склоняются къ такому взгляду. 
Какъ бы ни были велики услуги, который научныя теорш оказали про
мышленности, хотя бы даже наше могущество, по энергическому вы
ражение Бэкона, и было пропорщонально нашими познашямъ, мы все 
же не должны забывать, что науки прежде всего шгЬютъ более прямое 
н возвышенное назначите: удовлетворять наши разумъ въ его основной 
потребности познавать законы явленш. Чтобы понять, какъ глубока 
и могуча эта потребность, достаточно обратить вниманье на физюлоги- 
ческое вл1яше удивлен/я, и всдомнить, что наиболее ужасное изъ всехъ 
возможныхъ для насъ ощущен!й мы испытываемъ, когда намъ кажется, 
что какое нибудь явлеше происходитъ противно тЬми естественными 
законами, къ которыми мы привыкли.

Потребность располагать факты въ такомъ порядке, чтобы мы 
могли легко ихъ охватывать, что и составляетъ, собственно говоря, 
предмета всехъ  научныхъ теорш, настолько сроднилась съ нашими
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овганизмомъ что если нами не удастся удовлетворить ее положитель
ными п о н я т и и  то мы непременно возвратимся къ понятшмъ теологи 
ческимъ и метафизическими, появившимся первоначально на свети под 
Г  н лГ я тем Г  какъ это я объяснилъ въ предшествующей лекцш,

Я считаю нужнымъ здесь особенно отметить одно соображеше,

“ Г и звГ ьн о , ° = £ о т у  " .
то человечески умъ, ограничиваясь имеющими немедленное прак 
ческое применен!«? изследовашями, благодаря одному этому, какъ пра- 
шльно заметили Кондорсе, остановился-бы въ своемъ прогрессе даже 
по отношению къ темъ практическими примененшмъ, ради которых 
тякъ неназумно пожертвовали бы чисто теоретическими работами, ибо 
самыя важныя приложешя постоянно вытекаютъ изъ теорш, созданных . 
съ чисто научными целями и с у щ е с т в о в а в ш и м ^  
безъ всякихъ практическихъ результатов!,. Можно упаза ь какъ н 
весьма замечательный примеръ, на блестящую теорш  к0™ ™  ^
чеши созданную греческими геометрами, которая мне V. > _я_

вызвала обновлеше астрономш и дала ^
ваше до той высокой степени совершенства, на которой оно стоить 
теперь и которой оно никогда не достигло-бы безъ чисто теорети- 
ирркихъ наботъ Архимеда и Аполлошя; такими образом ь Кондорсе 
эт м Г п о в о д т  съ полными основатели моги сказать „моряки, которато 
спасаетъ от1 кораблекрушешя точное определете долготы, обязанъ 
» ш й  жизнью теорш, отданной две тысячи лети 
ными мыслителями^ которые имели въ виду только простыя Ч

Ч М к о Г , ^ Т ™ -  признавъ н п »  общнмъ об ,« ,о ,п . изучен«, при
роды за рацГовалъную основ, в о и Ы с т ы я  на нее, им гагЬя. 
приступать къ теоретическими изследовашями совершенно не задава сь 
к Е “ н  “ ни было практическими ц*ля м.., ибо наши с р д а  . а д а  
очк ь тш ИСТИНЫ такъ слабы, что если мы не сосредоточим, н и , „ с о ю  

на одно« ц4ли, и при отыскано, истины будемъ е д е  зада-
ваться и посторонними вопросами о немедленно« практической пол.......
Г  почти никогда не будемъ въ состоя,,,,, „аптн сам у» .с т а н у .

Какъ бы то „и  было, вЬрио, что совок,,,, о т ,  , ап и х ъ п о з  ш 
т й  о природе и совокупность выведенныхи изъ этихъ познашй пр
мови воздействия на природу въ нашу пользу сос^ " гъ^ ^  ‘ 
птенно отдельный но сущ еству своему системы, которыя слЬдуеп. 
оазсматривать и изучать совершенно независимо одна оти другой. Крот* ■ 
того так”  ̂ какъ первая система лежити въ основе второй, то при мото- 
дическомъ изучен!и ее и следуети разсматривать раньше даже въ томи 
сл уч ай  еслшбы мы захо й л н  Х в а т и т ь  и »  м асс, пелов4 = ъ  3 -
шй какъ теоретическихи, таки и прнкладныхи. Мне кажется, 
именно система теоретическихи знанш и должна теперь быть предме
то м . действительно ращонального курса положительно!! филосЦии; таки 
по крайней мере я ее понимаю. Безъ сомне.тя можно оыло-бы заду 
мат! более обширный курсъ, затрогивающш въ одно и тоже время обшдн 
и о л о ^ я  т е о р и и  практики, но я не думаю, что подобное иредпрш-
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Tie, не говоря ужъ о его размфрахъ, можетъ быть предпринято при те- 
перешнемъ состоянш человечества. M u i кажется, что для его осу- 
ществлешя нулсно предварительно совершить еще одну очень важ
ную и совершенно особенную работу, до снхъ поръ не исполнен
ную, а именно на основанш научныхъ теорш въ истпнномъ смысля 
этого слова выработать особыя спещальныя понятая, д олже 11 ст в у ю щ i я 
слулеить прямымъ основатем ъ общихъ практическпхъ npieMOBb.

При томъ pa3BHTÍn, какого уже достигъ нашъ разумъ, науки не 
прилагаются къ нскусствамъ немедленно, по крайней M ip t въ наиболее 
сложныхъ случаяхъ: между этими двумя рядами идей есть еще среднш, 
который, съ философской точки зрешя определенъ очень слаоо, но 
проявляетъ себя заметнее, если ооратить внимаше на классъ людей,
занимающихся пмъ снещально.

Между собственно учеными и директорами промышленныхъ пред- 
шнятш понемногу формируется новый промежуточный классъ инж е- 
нсровъ, спещальное назначение которыхъ состоитъ въ установлен^ от- 
ношенш между T eo p ieii и практикой. Совершенно не заботясь о про
грессе науки, эти лица изучаютъ ее въ современномъ ея состоянш 
для того* чтобы сделать т1, прямейшая къ промышленности, на 
которыя наука способна. Таково по меньшей мере естественное 
ноложеше вещей, хотя въ этомъ отношенш сущ ествуетъ еще боль
шое смешеше. С обр ате доктрннъ, которыя относятся къ этому классу 
и должны непосредственно создать настояния теорш различныхъ ис- 
кусствъ, могло-бы конечно дать матер1алъ для весьма интересныхъ 
и' важныхъ философскихъ соображении Но трудъ, который охва- 
тилъ-бы ихъ вм есте съ TeopiHMii, основанными на наукахъ въ чистомъ 
смысле этого слова, былъ-бы теперь совершенно преждевременнымъ, 
такъ какъ эти доктрины, лежания между чистой  T eo p ieii и прямой прак
тикой, еще не создались, и въ  настоящее время сущ ествуетъ несколько не- 
совершенныхъ элементовъ, относящихся къ наиболее развившимся наукамъ 
и нскусствамъ, которые могутъ позволить намъ только допустить воз
можность такого рода труда для всей совокупности человеческихъ дей- 
ствш. Чтобы привести здЬсь наиболее серьезный прюгЬръ сл4дуетъ 
взглянуть съ этой точки зреш я на блестящую идею^ Монжа относи
тельно" начертательной геометрш, представляющей собою ничто иное 
какъ общук» Teopiio искусства иостроенгя. Я постараюсь последовательно 
указать на немнопя уже установинппяся аналогичный идеи, по мере 
того, какъ естественное развптче этого курса представить намъ случай 
насколько возможно оценить нхъ значеше. Ясно однако, что столь 
несовершенный понятгя не могутъ войти какъ существенная часть въ 
курсъ положительной философш, которая, насколько это возможно, 
должна заключать въ себе только доктрины съ твердо установленнымъ
н ясно определеннымъ характеромъ.

Мы поймемъ еще лучше трудность построешя промежуточных^ 
доктрннъ, на которыя я только что указалъ, если мы обратпмъ внимаше 
на то, что всякое искусство зависитъ не отъ одной соответствующей ему 
науки, а отъ песколькихъ сразу, такъ что самыя важныя искусства поль
зуются содейств1емъ почти всехъ главныхъ наукъ. Ограничиваясь только 
наиболее выдающимся примеромъ, я укажу на то, что хорошая теорш 
земледе.'пя требуетъ соедштетпя познанш по химш, физюлогш, физике 
и далее астрономш и математике; толее самое молено сказать п ооч, 
изящныхъ искусствахъ. Изъ этого замечанья легко понять, почему эти
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Мне не нужно настаивать теперь на этомъ соображении къ которому 
мне необходимо будетъ много разъ возвращаться въ различныхъ ча- 
стяхъ этого курса.' Предыдущее объяснеше развито мною достаточно 
широко, чтобы мотивировать вполне те  пределы, которыми я ограни- 
чилъ общы иредметъ наишхъ наследованы.

Итакъ, вслйдств1е всего изложеннаго въ этой лекщи, М1>1 виднмъ: 
1) что человйчесшя познашя, во всей своей совокупности, состоятъ 
изъ знанш теоретическихъ и ирикладныхъ, и что здесь мы должны оста
новиться только на первыхъ; 2) что теоретичесшя познания или науки 
въ собственномъ смысле этого слова делятся на наукн о б пи я н част- 
ныя, и что здесь мы должны разсматривать только науки обиця н огра
ничиться абстрактной физикой, не смотря на интересъ, который могла бы 
представить для насъ конкретная физика.

Опредйливъ такимъ образомъ точно действительный иредметъ 
этого курса, мы теперь легко можемъ приступить къ составлены вполне 
ращональной и удовлетворительной классификации основныхъ наукъ, что 
и составляетъ энциклопедическы вопросъ, служащий главнымъ предме
т о в  этой лекщи.

Прежде всего следуетъ признать, что, какъ-бы естественна ни была 
подобная классификация, она всегда будетъ заключать въ себе нечто, 
если не произвольное, то во всякомъ случае искусственное, что конечно 
представитъ существенный ея недостатокъ.

Действительно, главная цель, которую следуетъ иметь въ виду 
при каждой работе энциклонедическаго характера, есть расположеше 
наукъ въ ихъ естественной последовательности, въ соответствш  съ нхъ 
взаимной зависимостью, такъ, чтобы можно было излагать науки одну 
за другой, ни разу не попадая въ заколдованный круп,.

Однако, какъ мне кажется, выполнить это услов!е безусловно 
строго невозможно. Я  позволяю себе несколько подробнее развить здесь 
это положеше, такъ какъ я считаю его весьма важнымъ для характе
ристики действительной трудности изследовашя, которьтмъ мы теперь 
занимаемся. Это дастъ мне вместе съ тймъ возможность установить 
относительно изложешя нашихъ идей общы принцищь, который я часто 
буду применять вноследслчпе.

Каждую науку можно излагать следуя двумъ существенно различ
ными методами, историческому и догматическому, всяшй другой сно- 
собъ изложешя науки нредставляетъ только известную комбинаций этнхъ 
двухъ щпемовъ.

По первому методу сведен ¡я излагаются последовательно, въ томъ- 
же порядке, въ какомъ умъ человека действительно ирюбрелъ ихъ, и, 
если это возможно, применяя те же щпемы.

По второму методу система идей наукн представляется нами въ 
томъ виде, какъ ее ныне моги бы усвоить одннъ человеки, если бы 
они избрали соответственную точку зрешя, и, обладая достаточными но- 
зпашями, задался целью перестроить пауку во всей ея совокупности.

И зучеше каждой новой науки но необходимости начинается по 
первому методу, представляющему то удобство, что для изложешя све
дены  не требуется никакой новой работы, кроме затраченной на прю- 
бретеш е ихъ, такъ какъ вся задача преподавашя сводится къ последо
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вательному изучента въ хропологическомъ порядке различны ^  ориги- 
нальныхъ трудовъ, содййствовавшихъ прогрессу науки. 1|а ' боротъ, 
догматнческш методъ, для примйнешя котораго необходимо, чтобы 
вей этн отдельные труды уже слились въ одну общую систему, 
гдй они были бы расположены въ болйе естественномъ и логическомъ 
порядке, можетъ быть ириложенъ только къ пауке, достигшей уже 
довольно высокой степени развитая. Однако, по мйрй прогресса науки 
ист орическт  способъ изложешя становится все менее и менее 
удобнымъ, благодаря накопление слишкомъ длиннаго ряда промежуточныхъ 
пунктовъ, черезъ которые умъ человека долженъ пройти, тогда какъ догма
та! чесий способъ становится все болйе и болйе возможнымъ и вместе 
съ тймъ необходимымъ, ибо новыя понятая позволяютъ представить 
прежшя открытая съ болйе прямой точки зрйшя.

Такъ напр., все образоваше древняго геометра состояло въ послй- 
довательномъ изученш очень небольшого числа оригинальныхъ сочине- 
шй, появившихся къ тому времени по разнымъ вопросамъ геометрш п 
сводившихся главными образомъ къ творешямъ Архимеда и Апполошя; 
наоборотъ, современный геометръ окончиваетъ свое общее образоваше, 
не прочитавъ нн одного оригинальнаго сочинешя, за исключещемъ разве 
касающихся повыхъ открытая, который не могутъ быть изучены иначе.

Итакъ по отношение къ изложешю наукъ умъ человйчестй по
стоянно стремится къ последовательной замене исторпческаго метода 
догматическими, ибо послйднш одииъ только можетъ удовлетворять насъ прн 
болйе совершенномъ состоя гни нашего умственнаго развитая.

Главная задача умственнаго воеппташя состоптъ въ томъ, чтобы 
въ несколько лйтъ поднять умъ, чаще всего посредственный, до той 
степени развитая, которая является результатомъ усилш многихъ гешаль- 
ныхъ ученыхъ, въ т е ч е т е  длиннаго ряда вйковъ последовательно отдавав- 
шихъ всю свою жизнь и вей своп силы на изучеш е одного и того же 
предмета. Понятно, что хотя изучеше безконечно легче п скорее, чймъ 
открытая, тймъ не менее было бы совершенно невозможно достичь 
намеченной цели, еслп бы мы захотели заставить каждаго отдйльнаго 
человека пройти вей тй промежуточные пункты, на которыхъ по необхо
димости долженъ были останавливаться коллективный генш человечества. 
Отсюда и вытекаетъ неизбежность перехода къ догматическому методу, 
особенно ясно проявляющаяся теперь въ наиболее совершенныхъ на- 
укахъ, обыкновенное изложеше которыхъ не заключаетъ почтн ника- 
кихъ слйдовъ первоначальнаго происхождешя и хъ элементовъ.

Однако, дабы предупредить всякое преувеличеше, нужно прибавить, 
что въ действительности всякое изложеше неизбежно является только 
извйстной комбниащей исторпческаго и догматическаго методовъ, гдй 
догматнческш способъ долженъ однако постоянно занимать все болйе 
и болйе важное мйсто. Догматическое изложеше не можетъ быть про
ведено совершенно строго; оно требуетъ переработки прюбрйтенныхъ 
познашй и потому во всякую эпоху развитая науки не можетъ быть 
распространено на недавно созданный части ея, при изучеши которыхъ 
надо прибегать исключительно къ историческому способу, не предста
вляющему въ данномъ случай неудобствъ, заставляющпхъ вообще избе
гать его.

Единственный серьезный недостатокъ, въ которомъ можно упрекнуть 
догматнческш методъ, состоитъ въ томъ, что при такомъ иоложенш остается 
неизвйстнымъ,какимъ путемъбыли прюбрйтены чел овйчествомъ различный

Огюстъ Ко и тт.. Т. I. 3
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отъ собственно догматическаго нзучешя науки, безъ которак' 11
р!я ея будетъ совершенно непонятна. Мы разсмотримъ съ ольш ^ .
машемъ действительную исторпо основныхъ наукъ, составящихъ пред 
Х Г н а ш и х ъ  размышленШ, ш  сд4 лаемъ это только въ последнейучасти 
нашего курса, посвященной нзученш  сощальныхъ явленш, пр 1 
смотрЪнш исторш общаго развито! человечества, самую важную хо 
тто сихъ нопъ наиболее нренебрегаемую часть которой и составляв 
истотяя наукъ. Исторнчесшя соображв!ПЯ встретятся при нзученш и , х- 
» Г ш т к н  ш  ОНИ будут,, „оснтв совершенно „ной характера, и „о  
изменять действительного характера нашего главного т р у д .. .

Поедыдущее разсужден1е, какъ видно, должно бьп Д1 
развито позже, теперь же оно имеетъ целью точнее °°Р е^ л™ ь 
ное направлеше этого курса, представляя его съ новой то пси зр > .
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Въ особенности асе, по отношение къ занимающему насъ вопросу, нзъ 
него вытекаетъ точное опред'Ълеше условы, который можно поставить 
себе съ надеждой выполнить ихъ при построены энциклопедической 
системы основныхъ наукъ.

Въ самомъ деле, очевидно, что какой бы совершенной ни каза
лась намъ известная классификащя наукъ, она никогда не будетъ строго 
согласована съ исторической ихъ последовательностью.

Какъ бы мы ни поступали, нельзя избежать, чтобы наука, при
знаваемая за предшествующую, въ нйкоторыхъ частныхъ, более или 
менее важныхъ отношешяхъ не была принуждена заимствовать свои 
понятая изъ науки, признаваемой за последующую. Нужно стараться 
только, чтобы это заим ствовате не имело места по отношение къ 
наиболее характеристическими понятаямъ каждой науки, ибо тогда 
классификащя была бы уже совершенно неправильной.

Такъ, напримеръ, мне кажется неоспоримыми, что въ общей си
стеме наукъ астрономгя должна быть помещена раньше собственно фи
зики, и тймъ не менее некоторый части последней, особенно оптика, 
необходимы для полнаго изложешя астрономии

Подобные второстепенные совершенно неизбежные недостатки не 
могутъ уничтожить значеше классификацш, удовлетворяющей въ доста
точной мйрй всемъ главными услов!ямъ, и являются следств!емъ необ
ходимой искусственности делешя нашего умственнаго труда.

Хотя въ виду предшествующихъ объяснены мы не должны бы 
принимать исторнческш порядокъ въ основаше нашей классификацш, 
гЬмъ не менее я считаю нужными заранее указать на общее соответ- 
сттае предлагаемой мною энциклопедической системы съ совокупностью 
всей исторш наукъ, какъ на одну изъ существенныхъ ея особенностей; 
это соответетже выражается въ томи, что, несмотря на действительную 
и постоянную одновременность развитая различныхъ отраслей знашя, 
науки, представляемый въ нашей классификацш, какъ предшествуюпця, 
на самомъ дйле всегда являются более древними и всегда более пре
успевшими, чемъ последующая. Такая последовательность неизбежна, 
если мы действительно за самый принцинъ классификацш прнмемъ, 
какъ и следуетъ делать, естественную логическую связь отдельныхъ 
наукъ, такъ какъ исходная точка вида должна быть непременно та же, 
что и исходная точка индивидуума.

Чтобы окончательно въ возможно точномъ виде представить 
действительную трудность вопроса, который намъ предстонтъ решить, 
я считаю полезными ввести сюда одно очень простое математическое 
соображеше, хорошо резюмирующее совокупность разсужденш, изложен- 
ныхъ до сихъ поръ въ этой лекцш. Вотъ въ чемъ оно состоитъ.—

Мы ставимъ себе задачей классифицировать основный науки; 
сейчасъ мы увидимъ, что, принявъ все во вннмаше, нельзя не отличать 
между ними по крайней мере шести; большинство ученыхъ приняло бы, 
вероятно, еще большее число. Допустпвъ первое предположеше, 
вспомнимъ, что изъ 6-ти предметовъ можно составить 720 различныхъ 
перемещены, изъ числа которыхъ следуетъ избрать только одно, наи
более удовлетворяющее главными уш ш я м ъ  задачи.

Ясно, что, несмотря на многочисленность предложенныхъ до на- 
стоящаго времени энциклопедическихъ системъ, только еще немнопя 
изъ всехъ  возможныхъ перемещены подверглись обсуждению; при этомъ, 
кажется, я могу сказать безъ преувеличения, что среди 720 клас-
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водитъ насъ къ распределении ихъ, согласно только что установленному 
нами нриндипу, на два главныхъ класса; въ первый войдутъ явлешя 
въ неорганическихъ телахъ, а во второй— въ органическихъ.

Последняя очевидно сложнее и носятъ более частный характеръ, 
чймъ первыя; они зависятъ отъ первыхъ, которыя, на оборота, отъ 
нихъ совершенно не зависятъ.

Поэтому физюлогичесшя явлешя необходимо изучать только после 
явленш неорганическаго м!ра. Какъ бы мы ни объясняли различ1е 
этихъ двухъ классовъ предметовъ, несомненно, что въ живыхъ телахъ 
можно наблюдать все механичесшя и химичесюя явлешя, проис
ходящая въ телахъ неограническихъ, но, кроме того, еще совер
шено особый рядъ явленш, явленш жизненныхъ въ собственномъ смы
сле этого слова, находящихся въ зависимости отъ организма. Я  не 
касаюсь здесь вопроса, одной или не одной природы оба класса явле
нш,— вопроса неразреш имая, слишкомъ сильно волнующаго всехъ въ 
наши дни благодаря остаткамъ в.Яяшя теологическихъ и метафи- 
зическихъ воззренш; подобный вопросъ не входнтъ въ область поло
жительной философш, которая открыто и определенно заявляетъ, что 
ей неизвестна внутренняя природа телъ. Чтобы признать необходи
мость отделить изучен!с псорганическнхъ тйлъ отъ нзучешя органиче
скихъ, нйтъ, однако, никакой надобности считать эти тйла существенно 
различными по природе своей.

Безъ сомнешя обнце взгляды относительно нонимашя явлешй 
живыхъ телъ еще недостаточно установились; но какое бы м н е т е  въ 
этомъ отношенш ни получило верхъ прп дальнейшемъ прогрессе 
естественной философш, предлагаемая нами классификащя нисколько 
не будетъ этимъ затронута. Действительно, если даже будетъ признано 
доказаннымъ— а это едва ли позволяетъ предвидеть современное состо
и т е  физюлогш— что физюлогичесшя явлешя всегда суть только про
стыв механичесшя, химичесшя или электричесшя явлешя, видоизме
ненный свойственнымъ органическими, телами строешемъ и составомъ, 
темъ не менее наше основное д е л е т е  сохранитъ свое значеще. Ибо 
всегда, даже и при такой гипотезе, останется справедливыми, что об- 
нця явлешя нужно изучать прежде, чемъ приступать къ изследовашю 
спещальныхъ видонзм'ененш, которыми эти явлешя подвергаются въ 
известныхъ телахъ вселенной, благодаря особому расположенно ихъ 
молекулъ.

Такими образомъ д е л е т е , основаше к отор ая  теперь большинство 
здравомыслящихъ лицъ вндятъ въ разлпчш законовъ, способно, въ силу под
чиненности явленш, удержаться на неопределенное время и при даль- 
нейшихъ изследовашяхъ, не смотря на все сходство между этими двумя 
классами телъ, которое удалось-бы прочно установить въ будущемъ.

Здесь не место останавливаться на общемъ сравненш между не
органическими и органическими телами во в сехъ  его существенныхъ 
частяхъ; оно будетъ предметомъ особаго и всесторонняя разсмотрешя 
въ физюлогической части нашего курса. Теперь асе достаточно признать 
въ принципе логическую необходимость разделить науки, относящаяся 
къ т’1м ъ и другими телами, и приступать къ изучешю органической фи
зики только после нзучешя общихъ законовъ физики неорганической.

Перейдемъ къ установлешю главнаго подразделешя, которому на 
основанш того же правила подлежитъ каждая изъ этихъ двухъ обшир- 
ныхъ частей естественной философш.
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два посл'Ьдовательныхъ дЬлвшя въ неорганической физик*, мы ограни
чимся ПО отношенш КЪ органической ТОЛЬКО ОДНИМЪ. Ж л,тг,Рг,|Ша

На основанш предыдущая разсужденш положительная Философш 
оказывается естественнымъ образомъ разделенной на пять главный, 
наукъ последовательность которыхъ определяется неизменным ь и не- 
обхолнмымъ подчинешемъ, основаннымъ, независимо отъ всякихъ гипо- 
тезъ на одномъ только внимательномъ сравненш соответствующих'!, 
явлении эти науки суть астрожш я, физика, химш, физюлопя и нако- 
непъ социальная физика. Первая изучаетъ явленш самыя оощш, самыя 
пиостыя самыя отвлеченныя и наиболее удаленный отъ человечества, 
они тшяютъ на вс* друйя, не подвергаясь влшнш посл*днихъ. Наооо- 
иотт въ сощальной физик* разсматриваются явленш наиболее частный,
наиболее сложный,наиболее конкретный “ Х ш ^ м ш е Г з ^ с я т а  отъ 
мне интересы человечества; эти явленш бол*е или менее зависятъ огь
всТхъ прв№Д!-И ..хъ. ке оказывая въ свою очбредь на « .  м »

ЯВШ1Междт этими пределами степень частности п сложности явленш и 
неносре“ ™енностп интереса ихъ для челонЫш, a p ateo  н ихъ нос V  
довательная зависимости пдутъ постепенно увеличиваясь отъ одного

предЬла къ другому. с0„тн„Женш, воторыя мы должны уста

новить между отдельными главными н аук а» , но на основан,и произ- 
Г ш Т п т З ш  различи между ними, а на основашн правильно 
прнмКненнаго ’ истинно философскаго наблюдении таковъ же должс

быть п У ;'!!!7' сдВс1,° только намфтить нзложеше главвыхъ соображении 
на которыхъ основана указанная выше классификации Чтобы вполн* 
вникнуть въ нее, слЬдуетъ теперь, рмемочффвъ ее 
пзстЬдовать по отношенш къ каждой отдельной наук*, это треоован 
мы тщательно выполннмъ впосл*дствш, приступая къ спещальному usjue- 
н ! ю  ^шкдой части этого курса. Построеше энциклопедической системы, 
Х о л ш н н о е  исходи изъ ¿аждой изъ пяти главныхъ наукъ, придаст, 
ей большую точность и особенно сд*лаетъ очевидной ея устойчивость.

и Г Г :  классификацш выступить тогда еще нагляднЬе
ибё м Г у в н й ъ .  что »„утреннее расположены, чаете , « он на к 
естественнымъ образомъ устанавливается по тому « е  ирш ип^  “

= = Г еГ о с = ^  Г д н Г = о =  3 =
соображекйя относительно большей или меньшей степени отвлеченности 
сГ оХ слвую Щ ихъ понятий. Подобная работа, однако, не говоря уже о 
т о т  что она теперь увлекла бы насъ слишкомъ далеко, была бы не 
сомнённо неуместна въ этой лекщи, въ которой м ы  должны ocian,  
ня самой общей точк* зр*шя положительной философш.

Т * м ъ  Ve мен*е, чтобы теперь же дать возможность какъ можно
полнее оценить зиачеше основной iepapxm наУ^» ^ TU6P¿ ^  “ у"азатъ на 
буду применять въ теч ете  этого курса, я долженъ б*гло указа!ь
ея наиболее существенный и общш свойства. сипаведли-

Прежде всего, какъ на решительную пов*рку сираведли
востн нашей классификации сл*дуетъ указать на ея согласю сь почт 
самопроизвольной группировкой, допускаемой й° бД ^ н0Й
ными, посвятившими себя изученш различныхъ отраслей естественно
философш.
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Составители энциклопедическихъ системъ обыкновенно очень пре- 
небрегаютъ однимъ услов1емъ, именно необходимимостью представлять 
отдельными науки, которыя движ ете человеческаго духа заставило, 
безъ всякой предвзятой цели, изучать самостоятельно, и устанавливать 
подчинеше, соответствующее положительнымъ ихъ между собою отно- 
шенйямъ, обнаруживаемымъ ихъ постепеннымъ развиттемъ. Подобное со- 
гл асовате, однако, есть очевидно самый верный признаки удачной клас
сификации, такъ какъ дйлешя, сами собой возникнйя въ системе науки, 
могли определиться только подъ зшяшямъ давно ощущаемаго сознашя 
действительныхъ потребностей человеческаго духа и не были искажены 
ложными общими положениями.

Хотя предложенная выше класспфикащя удовлетворяетъ вполне 
этому условш — этого ненужно и доказывать— но не следуетъ отсюда за
ключать, что установпвииеся эмпирически обычаи ученыхъ делаютъ 
излиш ними  только что завершенный нами энциклопедический труди; 
они сделали лишь возможной операщю, которая показываетп глубо
кое разлтпе, лежащее между эмпирической и ращональной классифн- 
кащей. Кроме того, указанная классификация далеко еще не попята 
виолне и особенно не применяется съ необходимой точностью, и ея 
значеше недостаточно оценено; чтобы ви этоми убедиться, достаточно 
обратить внимаше на ежедневно совершаемый, ки великому ущербу для 
человеческаго ума, нарушешя изложеннаго энциклопедическаго закона.

Вторая весьма существенная характеристическая черта нашей клас- 
сифпкацш заключается ви ея согласии си действительными ходомп раз- 
в т ч я  естественной философы. Это соглаше подтверждается всеми, что 
мы знаеми объ исторш науки, ви особенности за послйдше два века, 
когда дви ж ете ихи можно было наблюдать си большей точностью.

В ъ самоми деле понятно, что разумное изучеше каждой основной 
науки, требующей предварительной разработки всйхи тйхи науки, ко
торыя предшествующи ей ви нашей энциклопедической 1ерархш, могло 
иметь действительный усп ехи  и пршорестп свой истинный характеръ 
только после широкаго развиыя предшествующпхъ наукъ, относящихся 
ки явлешямъ более общими, более отвлеченными, менее сложными и 
независимыми отъ другихъ. Въ этой именно последовательности, хотя и 
совершенно самопроизвольно, и долженъ были осуществляться про- 
грессъ наукъ.

Это соображеше кажется мне настолько валовыми, что я считаю 
невозмозкнымъ помимо его понять исторш  человеческаго духа, Об
щий закони, которому она подчинена и который я указали въ преды
дущей лекцш, не можешь получить правильнаго освЬщешя, если при 
прилозкенш его не принимать во внимаше только что установленную 
нами энциклопедическую формулу, ибо именно въ указанной въ этой 
формуле последовательности человечесшя п озн атя проходили одно за 
другими состояшя сперва теологическое, затемъ метафизическое и, на- 
конецъ, положительное. Если при применены закона не обращать вни
мания на этотъ неизбежный норядокъ движенья, то часто будутъ встре
чаться неопредолимыя повидимому трудности, такъ какъ ясно, что теоло
гическое и метафизическое состояшя нёкоторыхъ основныхътеорш должны 
были временно совпадать и иногда действительно совпадали съ поло
жительными состояшемъ предшествующпхъ ими въ нашей энциклопе
дической системе теорш; это обстоятельство создаетъ при проверке 
общаго закона затруднешя, которыя можно разсеять только съ помощью 
предыдущей классификащи.
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В ъ третьпхъ, наша классификащя обладаетъ тймъ весьма замйча- 
телынымъ свойствомъ, что точно определяете относительное совершен
ство различным, наукъ, состоящее по сущ еству въ степени точности 
с в Ш й  и ихъ бблыиемъ или меныиемъ внутреннемъ согласованш. 
Въ самомъ дйл’Ь, чймъ явлешя бол*е общи, просты и отвлечены, 
и чЬмъ мен'Ье они завпсятъ отъ другихъ, тЬмъ точнее могутъ оыть 
имеющаяся о н и х ъ  свЬдЬш ян-Амъ согласоваше ихъ полнее. 1акъ орга- 
ничесшя явлешя донускаютъ нзслйдоватя и менее точный, и менее 
спстематичесшя, чймъ явлешя, происходящш въ неорганическихъ тЬ- 
лахъ* равнымъ образомъ въ неорганической физик* для небесныхъ 
явленш, благодаря ихъ большей общности и независимости отъ всйхъ 
другихъ, оказалось возможнымъ построить науку бол*е точную и оолйе 
согласованную, ч*мъ для явлешй земныхъ.

Это зам йчате, которое такъ поражаетъ прп действительном'!, нзу- 
ченш наукъ, и которое часто подавало поводъ къ неосновательнымъ 
ожидашямъ плн неправильнымъ сравншпямъ, вполн* объясняется уста- 
новленнымъ мною энциклопедическою последовательностью.

Мн* естественнымъ образомъ представится случай развить приве- 
веденное соображеше со всей подробностью въ следующей лекцш, гд . 
я покажу, что возможность применять при изученш различныхъ яв
лешй математпческш анализъ, дающ1й намъ средство внести въ это 
пзучеше высшую доступную для насъ степень точности и согласованш. 
какъ разъ определяется тймъ местомъ, которое заннмаютъ явлешя въ 
моей энциклопедической системе.

Я не долженъ переходить къ следующему вопросу, не предупре- 
дивъ читателя относительно одного очень важнаго заблуждешя, чрезвы
чайно распространеннаго несмотря на свою грубость. Это заолуждеше 
состои'гь въ смешеши степени точности, допускаемой различными по- 
знан1ями нашими, съ степенью ихъ достоверности, и создало весьма 
опасное предубеждеше, что, такъ какъ степень точности очевидно со- 
всемъ не одинакова для различныхъ познанш, то и степень достовер
ности ихъ тоже не равна. Всл'Ьдсчше этого до сихъ поръ еще говорить, 
хотя и реже, чемъ прежде, о неодинаковой достоверности различныхъ 
наукъ, и такой взглядъ заставляетъ отказываться отъ разработки самых ь 
трудныхъ изъ нпхъ. Ясно, однако, что точность и достоверность суть 
два качества, которыя сами по себе очень отличаются другъ отъ друга. 
Совершенно абсурдное положеше можетъ быть въ высшей степени точ- 
нымъ, какъ наиримеръ, если бы кто нибудь сказалъ, что сумма \гловь 
треугольника равна тремъ прямымъ угламъ; съ другой стороны, совер
шенно правильное положение можетъ быть выражено съ весьма посред
ственной точностью, какъ наиримеръ, положение, что каждый человека, 
умретъ. Если, на основании предыдущаго объясншпя, различным науки 
по необхдимостн представляютъ неравную степень точности, то это 
положеше нисколько не относится къ ихъ достоверности.

Каждая наука можетъ дать столь же достоверные результаты, 
какъ н всякая другая, если она съум еетъ свои заключения оставить 
въ нределахъ той степени точности, к а к у ю допускаютъсоответствующая 
явлен1я,— услогно, однако, не всегда легко выполнимое. Въ каждой па
уке различный предположения только более или менее вероятны, но не 
они составляютъ сущность ея; веяний же положительный, т. е. основан
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ный на прочно установленныхъ фактахъ результата достов’Ьренъ, и въ 
этомъ отношенш между науками н’Ьтъ никакого различ1я.

Наконецъ, самое интересное свойство нашей энциклопедической 
формулы, по важности своей и многочисленности нёпосредственныхъ 
возможныхъ для него примйнеюй, состоять въ прямомъ определены 
общаго истиннаго плана совершенно рацюнальнаго научнаго образования, 
определении которое является непосредственнымъ результатомъ самаго 
установленгя формулы.

Действительно, ясно, что прежде чймъ начать систематическое 
изучеше какой нибудь изъ основныхъ наукъ, необходимо подготовить 
себя нзучешемъ наукъ, относящихся къ предшествующими по нашей 
энциклопедической формуле явлешямъ, такъ какъ последи ¡я всегда 
имеютъ преобладающее в.'пяше на явленгя, съ законами которыхъ мы 
нредполагаемъ ознакомиться. Это соображеше настолько очевидно, что, 
несмотря на его огромное практическое значеше, я не считаю нужным-], 
въ данный момента настаивать на принципе, который къ тому же бу- 
детъ неизбежно выступать впередъ по поводу каждой отдельной науки. 
Я  ограничусь только замечашемъ, что этотъ прпнципъ во всей полноте 
применимъ не только ко всеобщему ооразованш, но въ частности и 
къ специальному образованно ученыхъ.

Такъ, физики, неизучавпйе раньше, по крайней мере въ общихъ 
чертахъ, астрономш,— химики, непршбревппе, прежде чемъ приступить 
къ занятаямъ своей собственной наукой, предварительно познан¡¡I въ 
астрономы, а затймъ въ физике,— физюлогн, неподготовивнпеся къ сво- 
имъ спещальнымъ занятаямъ предварптельнымъ изучешемъ астрономы, 
физики н химы, не удовлетворяютъ одному нзъ основныхъ условий нхъ 
умственнаго развитая. Ещ е более очевидно это положен ¡е по отношенш 
къ лицамъ, которые хотятъ приступить къ положительному изучение 
сощальныхъ наукъ, не познакомившись ранее въ общпхъ чертахъ съ 
астроном1ей, фпзпкой, хнм1ей и фнз1олопей.

Такъ какъ все этн услов1я въ наши дни выполняются весьма 
редко и нетъ ни одного прочно поставленнаго учрежден!я, которое 
было бы устроено съ целью удовлетворешя пхъ, то можно сказать, 
что еще не сущ ествуетъ ученыхъ, действительно рацюнально подго- 
товленныхъ. Это соображшпс, по моему мненью, такъ важно, что я оезъ 
боязни решаюсь приписать частью указанному недостатку нашего 
современнаго образовашя чрезвычайно неудовлетворительное состоите, 
въ которомъ еще находятся труднейш1я науки; несовершенство этихъ 
наукъ не вызывается вовсе действительною сложностью ирпроды соо1-
ветствующ ихъ явлен!й.

Указанное выше услов1е представляется еще оолее важнымъ по от
ношение ко всеобщему ооразованш. Я нахожу его даже настолько неоо- 
ходимымъ, что считаю невозможнымъ осуществлен!е самыхъ главныхъ 
общпхъ результатовъ, которые научное образоваше нризвано^произвестп 
въ обществе въ деле обновлешя нашей интеллектуальной системы, 
если главный отрасли естественной фнлософш не будутъ изучаемы въ 
надлежащей последовательности. Не будемъ забывать, что почти во 
всехъ умахъ, даже самыхъ высокихъ, идеи обыкновенно сохраняются 
въ той связи, въ которой они первоначально были прюбретены, н та
кими образомъ начинать не съ начала часто есть зло непоправимое. 
В ъ т е ч е т е  одного века очень немного является мыслителей, способ- 
ныхъ въ эпоху своей полной возмужалости, подобно Бэкону, Декарту
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и Лейбницу, отбросить вей предупреждешя, чтобы сверху до ннзу нере-

СТР°Значен£ 2 2 ^ э ш р м о т № е с к а г о  закона, какъ основами научного 
обназовашя можете быть правильно оцйнено только тогда, если 
раземотрпмъ его также но отношение къ методу, а не только но отно- 
т л т т п  къ доктрине, какъ мы это сейчасъ сделали.

Съ этой новой точки зрйш я, выполнеш е опредйлоннаго нами оощаго 
плана занятой должно непременно дать намъ въ результате совершенно 
ясное поннмаше положительнаго метода, пониманге, котораго никакими
И Н Ы М Ъ  С П О С О О О М Ъ  Н в Л Ь З Я  Д О С Т И Ч Ь .  т г *т-гт

Въ самомъ деле, если естественный явлены  расположить такъ, 
что вей действительно однородный явлеш я будутъ отнесены къ од
ной и топ-же науке, а явлеш я, отнесенный къ различными науками, 
будутъ действительно разнородны, то вследствш  этого общш положи 
тельный методъ по необходимости будете и зм е н я т ь ^  ‘
образно на всеми протяженш  одной основной науки, и безпрерывно 
претерпевать различный все более и болйе сложный изменены  при 
переходе отъ одной науки къ другой. Мы получимъ следовательно 
уверенность, что раземотримъ положительный методъ во всйхи  воз- 
можныхъ для него реальны хъ разновидностяхъ, что ие имйло-оы места, 
если-бы мы приняли энциклопедическую формулу, неудовлетворяющую 
тюгтавленнымъ выше главнымъ услов!ямъ.

Это новое соображеше имйетъ действительно основное значеш е, 
ибо если въ прошлой лекцш  мы видйлп вообще, что понять положи
тельный методъ, изучая его отдельно отъ приложены, невозможно, 10 
теперь мы можемъ "прибавить, что, не изучивъ последовательно и въ 
надлежащемъ порядкй его примйнешй ко веймъ главными разрядами 
естественныхъ явлены , нельзя даже составить сеой яснаго и то Iнаго 
понятия о этомъ методе. Одной науки недостаточно для достижешя этой 
Гйли д т е  при самомъ разумномъ выборй ея, ибо, хотя по существу 
методъ тождественъ во вейхъ наукахъ, однако каждая изъ нихъ осо- 
бенно развиваегь тоги или другой и »  ого ларактвристическилъ про- 
цессовъ, влы ш е которыхъ, слишкомъ слаоо выраженное въ  ДРУГИХЪ 
наукахъ могло-бы остаться совершенно незамеченными. Гакъ напри 
Г 4 Г .И . нЬю торы хъ отраслях'!. философш яря.И ш ястся соистис.шо 
наблю дете, въ  другихъ опытъ, и при томи именно тотъ пли друх 
роди опытовъ, представляюицй действительное орудю изслйдованхя.
Р Равными образомъ нйкоторыя обхщя правила, и ы и й  составляющих 
неотъемлемую часть самого метода, были первоначально извлечены изъ 
одной науки; хотя впослйдств1е подобный правила и были “ «Рвнесены 
въ другхя, но всетаки для полнаго усвоены ихъ необходимо обратиться 
къ первоисточнику; такова, напримйръ, теор1я классификацхй.

Ограничиваясь изучеш емъ одной наухш, мы конечно должны был 
бы выбрать самую совершенную, чтобы какъ можно глубже понять по
ложительный методъ; но такъ какъ  самая совершенная наука въ  тоже 
время и самая простая, то мы получили-бы очень неполное понятю о 
методй, такъ  какъ  не знали-бы, к а т я  существенный видоизменены он 
долженъ претерпйть при приспособлены къ изучение болйе сложныхъ 
явлены . В ь этомъ отношены каждая изъ основныхъ науки представляв тъ 
преимущества, свойственный только ей одной; это ясно доказы ваете 
необходимость разематривать вей науки, поди опасеш емъ въ против- 
номъ случай составить себй только слишкомъ узш я поняты  и недоста
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точный навыкъ. Это соображеше придется нпослЪдствш часто повто
рять поэтому теперь безполезно развивать его подробнее.

Я  долженъ однако здесь, опять по отношение къ методу, особенно 
настойчиво указать на необходимость для полнаго понимашя его не 
только изучать философски различным основный науки, но и изу
чать ихъ именно въ установленномъ въ этой лекцш порядке. 1то мо- 
жетъ создать разумнаго челов'Ькъ— оставляя въ стороне случай осооаго 
превосходства его умственныхъ способностей— который сразу принимается 
за изучеше самыхъ сложныхъ явленш, не усвоивъ себе предварительно, 
путемъ изсл4 дова1Пя наиболее простыхъ явлешй, что такое законь, что 
значить наблюдать, что такое положительное понятие н даже что та
кое значить разсуждать последовательно? Таковъ, однако, даже въ на
стояние время обычный ходъ занятш нашихъ молодыхъ физюлоговъ, 
сразу приступающихъ къ изслйдованш свойствъ живыхъ тйлъ, не имея, 
въ большинстве случаевъ, другой подготовки, кроме первоначальнаго оора- 
зовашя состоящаго только въ изученш одного или двухъ мертвыхъ язы- 
ковъ, и обладая въ лучшемъ случае лишь самымъ поверхностнымъ 
знаш'емъ физики п химш, знашемъ съ точкп зреш я метода почти рав- 
нымъ нулю потому, что обыкновенно оно не было прюбрътено не ра- 
щональнымъ образомъ, начиная съ исти нной  исходной  то ч к и  естествен
ной философш. Понятно, какъ важно изменить столь неправиль
ный планъ занятш. Равнымъ образомъ, относительно сощальныхъ явле
нш который еще сложнее, не будетъ-лп сделанъ большой шагъ къ 
возвращешю современныхъ обществъ къ действительно нормальному 
состоянш , если будетъ признана логическая необходимость приступать 
къ изучение этпхъ явлешй только после последовательнаго воспитанш 
нашихъ умственныхъ органовъ путемъ глубокаго философскаго пзслТ,- 
довашя всехъ  предыдущихъ явлешй? Можно даже положительно утвер
ждать, что въ этомъ-то п заключается главная трудность Теперь уже 
мало найдется здравомыслящпхъ людей, которые не былп-оы уоеждены 
въ томъ что общественный явлешя нужно изучать, следуя положи
тельному методу; но лица, занимаюпцяся такпмъ изучешемъ, не знаютъ 
и не нм'еютъ возможности узнать определенно, въ чемъ состоитъ этотъ 
методъ такъ какъ они не познакомились съ нимъ въ предшествовав- 
шихъ его приложешяхъ; поэтому только что указанное правило осталось 
до енхъ поръ безплоднымъ для обновлешя сощальныхъ теорш, но смотря 
на все усплгя мнимыхъ положительныхъ реформатором., невышедшихъ 
ев!е пзъ теологическаго и метафпзическаго состояшй. Последнее сооора- 
жеше будетъ позже развито подробнее: здесь я долженъ ограничиться 
однимъ указашемъ на него, исключительно чтобы обратить внимаше 
на общее значеше предложенной въ этой леший энциклопедической си-

СТ6МЫ.
Таковы те четыре главный точки зрешя, съ которыхъ я долженъ 

былъ осветить общее значеше ращональной п положительной классифи- 
каши. установленной выше для основныхъ наукъ.

Чтобы дополнить общее изложешё плана этого курса, мне остается 
только раземотреть одинъ огромный и важный пробелъ въ моей энци
клопедической формуле, нарочно оставленный мною, и который чита
тель уже безъ со м А ш я  з а м е ™ .  Действительно, въ нашей системе 
наукъ мы совсемъ еще не обозначили места для математики.

Основашемъ такого добровольпаго пропуска служитъ самая важ
ность этой обширной Ц основной науки; вся следующая лекцш оудетъ
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посвящена исключительно точному опред*ленш  ея ° ^ а™
характера и ея положешя въ энциклопедш наукъ. Чтобы однако не 
оставить огромную картину, которую я попытался набросят, въ. этой 
лекщи, неоконченной въ такомъ важномъ пункт*, я долженъ въ o u ix 
чертахъ наметить зд*сь заранее общ е результаты предиршпшаемаго нами
въ следующей лекщи пзсл*довашя.

При современномъ состоянш развития нашихъ положнтельныхъ зиа- 
нш сл'Ьдуетъ, мнъ кажется, считать математику, особенно со времени. 
Декарта и Ньютона, не столько составной частью естественной филосо- 
£ Г  собственном^ смысл* слова, сколько дМ ствнтельнымъ основа- 
н!емъ всей этой философ!», хотя, говоря точно, математика въ одно и 
тоже время прёдставляетъ и то, н другое. Действительно, ^  настоящее 
время св*д*ш я, входяшдя прямо въ составъ математики, хотя совер 
шенно реальн.м в е с ь м  драгоц*н„Ыя. с а ш  ао себ* ш й ю тъ  дл,, на ъ 
гораздо меньшее значеше, ч'Ьмъ возможность пользоваться ею какъ 
самымъ могущественнымъ оруд1емъ, которое умъ человйчесыи може , 
употребить для нахождения законовъ естественныхъ явленш.

Чтобы составить себе въ этомъ отношен in совершенно определен
ное и безусловно точное мн*ше, мы увидпмъ, что математику надо 
разделить на две науки съ существенно различными, характером!,, аб
страктную математику или исчислете, понимая это последнее слово въ 
самомъ 'обширномъ смысле, и конкретную математику, ^ ™ р а я  состо ть  
съ одной стороны нзъ общей геометрш, а съ другой— изъ ращ оналы он 
механики. Конкретная часть математики, конечно, основана на абстракт 
ной п въ свою очередь становится прямымъ основашемъ для всей 
естественной философш, разсматрнвая, насколько это возможно, съ гео
метрической или механической точки зрйшя все явлешя вселенной

Абстрактная часть одна имеетъ исключительно значеше орудш 
изсл*довашя и представляетъ изъ себя только поразительное и обшир
ное расяространеше естественной логики на известный рядъ д д. 
Наоборотъ, геометрш  н механику надо считать за действительным есте
ственный науки, основанный, какъ и все  другш, на наблюденш хотя 
благодаря чрезвычайной простоте ихъ явленш, они достигли безконеч о 
более совершенной степени систематизащи, которая иногда могла скры
вать экспериментальный характеръ ихъ первоначальных!, иринщнкн ,. 
Эти две физичесшя науки нмеютъ ту особенность, что при тепереш
нем!, состоянш человеческаго духа он* применяются и постоянно бу- 
дутъ применяться скорее какъ методъ, чемъ какъ прямая доктрина.

Очевидно при этомъ, что, поставляя такимъ образомъ математику 
во глав* положительной философш, мы только р а с ш и р я е т  нрнложешо 
принципа классификащи, основаннаго на последовательной зависимости 
наукъ согласно степени отвлеченности соответствующ ихь явлмпн и при 
ведшаго насъ къ установленной въ этой лекщи системе наукъ. lenop  
къ этому ряду мы лишь прибавляемъ действительный первый членъ 
его, важность котораго потребовала отдельнаго более нодробнаго раз-

 ̂ Действительно, геометричесшя и механичесгая явления наиболее 
общи наиболее просты, отвлеченны и независимы оть вс*хъ  другихъ 
явлешй, для которыхъ они, наоборотъ, сл уж ат, основашемъ. Легко 
также понять, что изучеш е ихъ составляет!, необходимое в в е д е т е  къ 
изученш  всехъ  другихъ явленш, и такимъ образомъ математика должна 
составлять истинный исходный пунктъ всякаго ращональнаго научнаго
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образования, общаго или спещальнаго; это обстоятельство и объясняетъ 
общш, издавна эмпирически уетановивнпйся въ этомъ отношении обы
чай, неим’Ьвшш впрочемъ первоначально другого осн оватя, кроме 
сравнительной древности математическихъ наукъ.

Вт. настоящее время я долженъ ограничиться б'Ьглымъ указашемъ 
на все эти соображения, который будутъ спещальнымъ предметомъ сле
дующей лекцш.

Итакъ, въ этой лекцш мы точно определили рацюнальный планъ, 
которымъ мы будемъ постоянно руководствоваться при изучешп положи- 
тельной философии,— определили не на основании пустыхъ и произволь- 
ныхъ теорш, но смотря на него какъ на иредметъ истинной философ
ской задачи. Въ окончательномъ выводе —  математика, астроном1я, фи
зика, х т п я , физюлопя и сощальная физика представляютъ ту энцикло
педическую формулу, которая одна среди многочисленныхъ классифи
кации допускаемыхъ шестью основными науками, логически соответ- 
ствуетъ естественной и неизменной ¡ерархш явлении

Мне не нужно напоминать о важности этого вывода; читатель 
долженъ усвоить его себе вполне, чтобы постоянно применять его въ 
т е ч е т е  всего нашего курса. Окончательным!, результатомъ этой лекщи, 
если его выразить въ самой простой форме, является объяснеше и 
оправдание большой синоптической таблицы, помещенной въ начале 
этого сочинения, при построенш которой я старался во внутреннемъ 
распределен^ каждой основной науки, по возможности строго следо
вать принципу классификации только что приведшему насъ къ общей 
¡ерархш наукъ.



Т р е т ь я  л е к ц ш .

ФилосоФСк'т соображен'т о совокупности математическихъ 
наукъ.

Приступая прямо къ предмету нашего курса и начиная съ фило- 
софскаго и зуч е тя  первой изъ шести основныхъ наукъ, указанныхъ въ 
предыдущей лекщи, мы имйемъ возможность сепчасъ же заметить зна
чение положительной философии въ дйле усовершенствования общаго

характера^ с » » *  Л * — ....... ..

шенной, однако общее представление, которое мы должны доставит!.себе 
о ней, установлено еще далеко не точно. Определение самоии науки пи 
ея главный подразделешя до сихъ поръ остаются неясными и н е 
вполне вернымии; и мнножествешное число, въ которомъ обыкновенно 
ставится ея н азв ате  *), достаточно указываетъ ииа 0ТСУ ™ ® т З нс™  
въ обыкновенномъ понимании философскаго характера матемаииик . .
действительности основньия поняыя, входящш въ составъ этоии вели, 
науки только въ начале прошлаго века развились настолько, 
истинный духъ совокупности науки могъ ясно проявиться. Съ этого 
времени, однако, внимаипе геометровъ было съ полными основаниемъ, но 
слишкомъ исключиительно ииоглощено специальными изучешемъ различи и.и. 
отдельныхъ отраслей ея и приложешемъ добытыхъ результатовъкъ самыми 
важными м1ровымъ законами, чтобы въ надлежащей мйрй остановиться
на выяснении общей системы науки. *

Но т е п е р ь  прогресси отдельныхъ частей идетъ не настолько уже бы 
стро, чтобы препятствовать обзору всей совокупнности науки. Математика ) 
сама по себе и наиболее существеннныя приложения ея получили дос . - 
точное развинтив и достигли того устойчкваго положения, при кото
ромъ следуетъ постараться соединшпть различный части ииа) кии въ одн\

*) Слову „математика“ соотвЪтствуетъ во французскими язьпсЪ „les ma
thém atiques“. ' Контъ, какъ это видно и з ъ  помЪщеннаго ниже прим Ьчанш,

V m a .h é m ,t iq u e )  »  един- 
ственномъ числЪ, к а к ъ  это предложили Кондорсе, чтобы съ большей силой 
указать на духъ науки.
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систему, чтобы такимъ образомъ очистить путь для дальн£йшихъ уигЬ- 
хон'ь ея. Молено далее утверждать, что последшя внесенныя въ мате
матику весьма серьезный улучшешл прямо подготовили эту валеную 
философскую операцш, придавъ главными частями науки характери 
единства, недостававшаго ей прежде; такое именно направлеше имйютч, 
выдающаяся и стоянця вне всякаго сравнешя работы беземертнаго автора 
Теорш  функцгй и аналитической м еханики *).

Чтобы составить свой правильное представлеше о предмете мате- 
матическихи наукъ, разематриваемыхъ во всей ихъ совокупности, молено 
исходить сначала изъ нисколько неяснаго и мало выражающаго опре- 
делешн, которое обыкновенно дается математике за неимешемъ другого: 
математика есть паука о величинахъ, или, более пололеительно, 
наука, имтющая цньлью измгьрете величинъ. Это схоластическое онре- 
дЬлеше безъ сомнйшя очень нуждается въ большей точности и большей 
глубине, но самая идея его въ сущности справедлива и далее доста
точно широка, если ее только понимать надлеяеащнмъ образомъ. В ъ по- 
добныхъ случаяхъ, если это возможно безъ особыхъ затруднений вообще 
сл'Ьдуетъ опираться иа общеизвестным понятия. Посмотримъ, какимъ 
образомъ, исходя изъ приведеннаго грубаго указашя, молено получить 
истинное определите математики, которое бы достойными, образомъ со
ответствовало важности, обширности и трудности самой науки.

Вопросъ объ измгорент величины представляется уму самъ по себе 
какъ простое непосредственное сравните этой величины съ другой, 
подобной ей, которая признается известной и принимается за единицу 
вейхъ величинъ того лее рода. Поэтому, определяя математику только 
какъ науку, имеющую целью измерите величинъ, мы даемъ о ней 
весьма несовершенное поиятче, ибо изъ этого определешя нельзя далее 
представить себе, какимъ образомъ простое измерёше величинъ могло 
послужить предметомъ какой бы то ни было науки вообще, а въ осо
бенности такой обширной и глубокой, какою вполне основательно счи
тается математика. Вместо колоссальнаго ряда обширныхъ трудовъ, 
дающихъ нашей умственной деятельности неистощимую пищу, наосно- 
ванш у казан наго определешя оказалось бы, что математика состоитъ 
изъ простыхъ механнческихъ процессовъ, предназначенныхъ для нахо- 
ждешя. нутемъ операцШ, апалогпчныхъ наложешю лишй, отношешй 
нзмеряемыхъ величинъ къ другимъ, съ помощью которыхъ мы леелаемъ 
ихъ измерить, темъ не менее единственный действительный недоста
ток!. этого определешя заключается въ его недостаточной глубине; оно 
не вводить въ заблуж дете относительно истинной конечной цели ма
тематики, но иредставляетъ прямую цель, почти всегда являющуюся 
совершенно косвенной и поэтому совсемъ не даетъ возмол;ности понять 
природу науки.

Чтобы достигнуть такого пониманья, надо прежде всего раземо- 
треть одинъ общй!г фактъ, весьма легко устанавливаемый: прямое пз- 
мйреше величины, съ помощью наложешя или какого нибудь подобнаго 
ир1ема, для насъ чаще всего совершенно невозможно, такъ что, если бы 
мы не имели другого средства для определешя величинъ, кроме непо
средственного ихъ сравнешя между собой, то иамъ пришлось бы отка
заться отъ нзеледоватя большинства пнтересующнхъ насъ величинъ.

Век> справедливость этого замечашя молено понять, раземотрйвъ

*) ЛагранЯсъ (Lagrange). 

Огюстъ Коптъ. Т. I. 4



тютпобно только о д и н ъ  ч а с т н ы й  случай, представляющийнаибольшее для 
э т о й  Ц * Л И  удобство— и зм * р ете  одной прямой лиш и при помощи другой, 
т о ж е  п р я м о й  линш Это сравнеш е, безъ сомненья самое просто« изъ вс ,. 
какГя мы то“ ко можемъ себ* вообразить, все таки почти никогда не

необходимых!, для того, чтобы 
прямая tiih íh  могла бы ть 'изм ерена непосредственно, мы увидимъ, что 
м ан т  всего эти тслов!я не могутъ б ы т ь  выполнены сразу поотиошешю 
го всем! лишямъ, который мы желали бы знать. П ервое и само« эл< 
ментарное пжь этихъ хслов!й-возм ож ность пройти вдоль линш съ одного 
конца до другого, чтобы последовательно наложить единицу меры по 
в с е й  длине 1HULU— очевидно псключаетъ громадное оолынпнство раз- 
стоянШ измерёш е которыхъ насъ наиболее интересует!,: прежде всего 
назстояш я между различными небесными телами, между ними и землей 
а з а й т  и большинство разстоянШ между, земными предметами, часто
т?ячт»тт*ЯНУП1ИМНСЯ Н6доступными ДЛЯ НДС ь. т

Если это первое у слеше удовлетворено, то неооходимо еще, чтоо 
измеряемая длина не была н н чСлншкомъ велика, ни слишьомъ л а .«, 
тагъ  какъ н въ  этнхъ случаяхъ измененю оудетъ невозможно, затем!, 
требуется, чтобы эта лпнш  была удобно расположена и т. д. y j1 
простое обстоятельство, которое съ отвлеченной точки, зр 
м мт не должно было создавать никаких!, новыхъ затрудненш, въ  дей
ствительности часто дЬлаетъ прямое нзм*реш е совершенно невозмож 
нымъ Такъ напрпмеръ, достаточно, если линш, которую мы измерили оы 
точно безъ всякаго труда въ  горизонтальном!, положении окажется 
веоти каi ьною. чтобы ея нзм*рен!е было уже совершенно невозможно. 
Отшпгь стовомъ непосредственное нзмереш в прямой лиши предста
в л я т ь  такое сцеилен!е Трудностей, въ особенности если при э т о т  
желательно соблюсти известную точность, что мы почти никогда не 
встречаемъ достхпныхъ для прямого и точного измерен,я лпнш по 
крайней мере известной длины, кроме совершенно искусственно по- 
строенныхъ нами именно ради непосредственного ихъ измерении съ , 
тппттлпт Л1Ы II стремимся связать всЬ друПя.

Все что я  т к а з а л ъ  относительно лпнш, относится еще съ оольшямъ 
основашемъ къ поверхностям ^ объемам!,, скоростям!,, промежуткам^ 
внемени снлачъ и т. д., вообще ко все.чъ другим!, величинамъ, под
дающихся точному определенно, но но своей природе п о  необходимости

,'ОЛЬШС п р е и о т с т т й  к ъ  п е и о с р с д с т в м ш о ж  ш ш Ь -

рен11< Поэтому безполезно останавливаться далее на этомъ ноложенш и м ы 
лолтиы признать достаточно. доказанной невозможность определить сь 
помощью прямого измереш я большинство в е л и м ^ а м о е  
знать. Этотъ обнЦЙ фактъ, какъ мы увидимъ нно'И щ с п пи п , с а д  
образована? математическихъ наукъ необходимым ь. Д'ДД'Д ; ;  1101 1
во вс*хъ случаяхъ отъ непосредственнаго нзм-Ьренш величия,,, умъ 
человечески, прпнуаденъ былъ искать способы для косвенного ихъ 
онределеш я, и такимъ образомъ пршнелъ къ создание м агем алп ы .

Общи, методъ, постоянно применяемый для онределеш я д 
дающихся совсемъ прямому ниА рвш ю  велш пш ъ, оясвидно д ^ н ш а п .  
который можно для этого придумать, СОСТОИТ!, 1!!, томъ, лтобы связа ь 
данный величины съ другими, допускающими непосредственное изм*реше, 
Г н о м о ^ ь ю  последних!, можно найти первый на основан,,, соотношеши,

5 0  о .  К о н т ъ .  К у р с ъ  п о л о ж и т е л ь н о й  ф и л о с о ф ш .
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существующихъ между темн и другими. Таковъ действительный иред- 
мг'п, математики, разсматриваемой во всей ея совокуииости. Чтобы со
ставить себе достаточно широкое иредставлете о ней, надо еще принять 
во внимаше, что косвенное определите величинъ можетъ быть косвеннымъ 
въ различной степени. Въ большомъ числе случаевъ, часто "самыхъ 
важныхъ, величины, къ определенно которыхъ приводится измерите 
главныхъ нзеледусмыхъ велнчииъ, сами не поддаются непосредственному 
измерении, п поэтому въ свою очередь становятся нредметомъ подобной 
же задачи и т. д.; такнмъ образомъ во многихъ случаяхъ умъ челове
чески! долженъ установить длинный рядъ величинъ, промежуточныхъ 
между системой нензиестиыхъ величинъ, представляющихъ конечную 
цель его изслйдованш, и системой величинъ, поддающихся прямому 
нзмерешю, на основаны которыхъ окончательно определяются неизвест
ный п который на первый взглядъ кажутся неимеющими съ последними 
никакой, связи. МЬсколькпхъ иршгЬровъ будетъ достаточно, чтобы объ
яснить все то, что въ иредыдущихъ общпхъ положешяхъ можетъ пока
заться слишкомъ отвлеченнымъ.

Разсмотрнмъ прежде всего вертикальное п а д ете  тяжелыхъ тйлъ—  
весьма простое, естественное я в л е т е  могущее однако послужить пред- 
метомъ математическаго нзследовашя, имеющего действительным при
ложения.

Наблюдая это явлеше, даже наиболее чуждый математическимъ 
пошгпямъ умъ тотчас,ъ же увидитъ, что две величины, встречающаяся 
здесь, т. е. высота и время* ладен ¡я тела, непременно связаны другъ 
съ другомъ. такъ какъ они изменяются вместе и одновременно же 
сохраняютъ определенное значите, или выражаясь языкомъ геометровъ, 
такъ какъ они суть ф ункщ и  другъ друга. Я в л ет е , разсматрнваемое 
съ этой точки зрйшя, даетъ, следовательно, место математической 
задаче, которая и будетъ состоять въ томъ, чтобы заменить прямое 
изм ерите одной изъ величинъ, если оно будетъ невозможно, измере- 
шемъ другой; такимъ именно образомъ можно, напримеръ, измерить 
глубину пропасти, ограничиваясь измерешемъ времени, необходимаго для 
падения тела до дна ея: поступая надлежащимъ образомъ, можно эту 
иедостуинсю глубину определить съ такой же точностью, какъ если-бы 
она была отложена на горизонтальной динш, помещенной въ^условхя, 
наиболее благогцпнтныя для безпрепятственнаго и точнаго измерены. 
Въ другнхъ случаяхъ легко будетъ определить высоту, съ которой тейо 
упало, между тймъ какъ прямое нзмереше времени иадешя будетъ со
вершенно невозможно; тоже самое я в л е те  послужить нредметомъ оорат- 
пой задачи— определить время по высоте иадешя, —  какъ напримеръ, 
въ случае, если бы мы захотели определить время вертикальнаго па
дения тела съ луны на землю.

В ъ предыдущем'!, примере математическая задача весьма проста, 
по крайней мерё если мы не нримемъ во внимаше измените напря- 
жешя силы тяжести и сопротивление вещества, сквозь которое т'Ьло 
проходить При своемъ наденш. Чтобы расширить вопросъ, достаточно 
будетъ рассмотреть тоже я в л ете  въ самомъ общемъ виде, предполагая 
п а д ете  наклоннымъ *), и принимая во внимаше все сопровождаются 
его главный обстоятельства. Тогда вместо двухъ неременныхъ величинъ,

:::) Т. е. предполагая, что падающему тт>лу первоначально сообщена ско- 
рость въ ‘направлении несовпадающимъ съ вертнкальнымъ (Пр. ред.).

*
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связанныхъ между собою простымъ соотношешемъ, явлеше представить 
несколько: пройденное въ горнзонтальномъ или вертнкальномъ напра
влены пространство, время пробега, скорость тела въ каждой точке 
его пути, даже напряж ете и направлеше его первоначального импульса, 
которым также могуть быть разсматриваемы какъ переменный, и нако- 
нецъ, въ некоторыхъ случаяхъ, если уже принять во внимаше всё 
обстоятельства движешя, сопротивлеше среды и н апряж ете силы тя
жести. В се  эти различным величины будутъ связаны другъ съ другомъ 
такимъ образомъ, что каждая последовательно можетъ быть косвенно 
определена на основаны другихъ; здесь, следовательно возникнет1!, 
столько различныхъ математическихъ нзследовашн. сколько въ данном!, 
явлен!!! имеется сосуществующих!, величинъ. Очень простое нзменеше 
физпческихъ условш задачи можетъ, какъ это действительно нмеетъ 
место въ указанном!, примере, обратить математическое нзследоваше, 
первоначально весьма элементарное, въ одну изъ труднейшихъ задачъ, 
полное н точное peuieHie которой до сихъ поръ было непосильно для 
величайшихъ представителей человеческаго ума.

Второй нрнмеръ возьмемъ изъ области геометрическихъ явлены. 
Пусть требуется определить разстояше, не поддающееся прямому изме
рению; обыкновенно это разстояше представляютъ себе, какъ часть 
фигуры  нлн какой нибудь системы лншй, выбранныхъ такимъ образомъ, 
чтобы все друпе элементы ея могли быть подвергнуты непосредствен
ному наблюденш; напримеръ, въ самомъ нростомъ случае, къ которому 
въ конце концовъ можно привести все друп е, подлежащее определешю 
разстояше разсматрнвается, какъ сторона треугольника, въ которомъ 
можно прямо измерить или одну сторону и два угла, или две стороны 
и одинъ уголь.

Поэтому искомое разстояше не будетъ измерено прямо, а явится 
результатомъ математнческагр нзследовашя, которое будетъ состоять 
въ определены разстояшя съ помощью известныхъ элементов!,, на осно
ваны отношения, связывающаго ихъ между собою. Эта работа можетъ 
последовательно осложняться все более и более, если нредпологаемые 
известными элементы определяются, въ свою очередь, какъ это чаще 
всего и бываетъ, только косвеннымъ путемъ, при помощи новыхъ сн- 
стемъ вспомогательныхъ величинъ, число которыхъ въ крупных!, во- 
нросахъ этого рода подъ конецъ становится иногда весьма значительным!,. 
Если разстояше определено, то одно это обстоятельство часто даетъ 
возможность получить новыя величины, служаиця нредметомъ новыхъ 
математическихъ задачъ. Напримеръ, если известно разстояше, на ко
торомъ находится предметъ, то простое наблю дете его видимаго ;иа- 
метра, всегда возможное, позволить, очевидно, несмотря на недоступ
ность самаго предмета, косвенно определить его истинные размеры, а 
затемъ, путемъ аналогичных!, нзследовашн, и его поверхность, объем!,, 
даже весь , и множество другихъ свойств!,, знаше которыхъ казалось 
намъ безусловно недоступным!,.

Съ помощью такихъ именно нзследовашн и удалось человеку 
узнать не только разстояши небесныхъ телъ отъ земли, а следовательно 
и другъ отъ друга, но и ихъ действительную величину, ихъ истинную 
фигуру, даже неровности на ихъ поверхности, и — что кажется еще 
более недоступным!, нашимъ орудшмъ нзследовашя— ихъ относительный 
массы, средшя плотности, главный обстоятельства надев ¡я телъ на каж
дой нзъ НИХ!, II т. д.
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Благодаря могуществу математическихъ теор й  вей эти результаты 
и мноие друие, относящаяся къ различнымъ классамъ естественных!, 
явл.еюй, потребовали въ конце концовъ непосредственное нзмереше 
только очень незначнтельнаго числа прямыхъ лншй, выбранныхъ над- 
лежащимъ образомъ, и нисколько бблыиаго числа утловъ.

Чтооы однимъ выражешемъ охарактеризировать все значеше матема
тики, можно совершенно строго сказать, что если бы мы не боялись—  
и вполне основательно— увеличивать безъ нужды число математическихъ 
операции и не были-бы поэтому принуждены пользоваться ими только 
для онредЬлешя величинъ, совершенно неподдающихся прямому или до
статочно точному изм'Ьренш, то мы могли-бы въ конце концовъ при
вести определенна всЬхъ точно измеримыхъ величинъ, связанныхъ съ 
различными классами явлены, къ непосредственному измерение одной 
прямой лиши и надлежащаго числа угловъ.

II такъ намъ удалось теперь точно определить содержаше мате- 
матичеекпхъ наукъ, прнзнавъ целью ихъ косвенное измереше величинъ 
и утверждая, что въ нихъ постоянно предлагается определять одшъ 
величины посредствомъ другихъ, на основанги существующихъ между 
ним и точныхъ соотношенгй. Это положеше, вместо того, чтобы давать 
только идею о иекоторомъ искусстве, какъ это делаютъ все обыкно
венный определетя математики, характеризуете прямо истинную науку, 
и сразу иоказываетъ, что математика состонтъ нзъ огромнаго ряда свя- 
заниыхъ между собою логических!, операцш, могущихъ очевидно ока- 
латься весьма сложными вследств1е множества промежуточных!, со
отношений, которыя надо установить между неизвестными и допускаю
щими прямое нзмереше величинами, вследств!е многочисленности пере- 
менныхъ величинъ, одновременно входящихъ въ данный вопросъ, и 
вследсттпе самой природы соответствующпхъ разематриваемымъ явле- 
шямъ зависимостей между этими различными величинами. Согласно 
этому определенно, следуя духу математики должно смотреть на все ве
личины, относящаяся къ какому-нибудь явленно, какъ на связанный другъ 
съ другомъ, чтобы такимъ образомъ измерять однй съ помощью другихъ.

Очевидно, что нетъ ни одного явлешя, которое не Давало-бы места 
соображешямъ такого рода; отсюда вытекаетъ естественная неопреде
ленность границъ математики и даже ея безусловная логическая все
общность; далее однако мы постараемся, насколько возможно точно, 
ограничить ея действительный объемъ.

Предыдущая объяснен!я вполне оправдываютъ назваше, принятое 
для обозначешя науки, которой мы теперь занимаемся. Это назваше, 
которое только что получило вполне определенный смыслъ, само по себе 
обозначаетъ просто наука вообще; оно было безусловно точно для гре- 
ковъ, не имевших!, другой истинной науки, и могло сохраниться въ 
новейнпя времена только для обозначешя математики, какъ науки по 
преимуществу. И действительно, онределеше математики, къ которому 
мы только что пришли, если изъ него исключить оговорку о точности 
измерены!, есть онределеше всякой истинной науки, ибо" не есть ли 
необходимая цель каждой науки объяснеше однпхъ явлены посред
ством!, другихъ, на основаны отношены, существующихъ между ними? 
Всякая наука заключается въ согласованы фактовъ, и если бы разлнч- 
пыя наблюдешя оставались совершенно изолированными, то не было бы 
совсемъ н науки. Можно даже сказать вообще, что наука по сущ еству 
своему Предназначена избавлять насъ, насколько это допускаютъ раз
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личный явлешя, отъ необходимости наблюдать непосредственно, позволяя 
нзъ возможно меныпаго числа непосредствениыхъ даниыхъ получать 
возможно большее число выводовъ. Не вж этомъ ли состоит 1> дЬйствн- 
тельное прим'Ьнеше открываемыхъ нами законовъ естественныхъ явло- 
шй въ умозрения и въ практик*? Математика, такимъ образом-*, но от
ношение кт, предметамъ, входящими действительно въ ея область, дово
дить только до высшей степени совершенства, какъ въ качественном'!., 
такъ н въ количественномъ отношении, тотт, же самый родъ изсл’Ьдова- 
шя, какнмъ въ более или менее совершенной форме пользуется каждая 
истинная наука въ своей сфере.

Итакъ, съ помоп!ью изучешя математики, и только съ его по
мощью можно правильно и глубоко понять, что такое наука  вообще. 
Только въ ней следуетъ искать точнаго иознашя метода, который чело- 
вбческш  умъ постоянно ирименяетъ въ свонхъ положительных'!, нзсл'Ь- 
довашяхъ, ибо нигде вопросы но разрешаются такъ полно, и дедукщя 
не проводится такъ далеко и съ такой строгостью. Равными, образом-!, 
въ математике же нашъ разумъ далъ самыя сильный доказательства 
своей мощи, ибо математическая идеи достигают-* высшей степени отвле
ченности, возможной для положптельныхъ воззрении Поэтому всякое 
научное образованйе, начатое не съ нзучешя этой науки, неизбежно не
правильно въ самомъ своемъ основании

До снхъ поръ мы разсматривали математику только во всей сово
купности, не обращая никакого винмашя на ея подразделещя. Теперь, 
чтобы закончить этотъ общш обзоръ и составить себе правильное по- 
ш гае о философскомъ характере науки, мы должны разсмотрРть ея ос
новное делете; второстепенный же подраздЬлешн будутъ установлены 
въ следующихъ лекщяхъ.

Основное дИ лете можетъ быть действительно ращональнымъ и 
вытекающимъ изъ самой природы предмета только при условш, если 
оно проявится само собохг, при точиомъ анализе какоп-ниоудь полной 
.математической! задачи. Такими, образомъ, определивъ выше общую цРль 
математическихъ работъ, постараемся теперь охарактернзировать со всей! 
точностью главные виды входящих'!, въ нхъ составт, наследовании

Полное р е ш е т е  всякой математической задачи по необходимости 
разлагается на две части, совершенно различным по сущ еству, но на
ходящийся въ неизменномъ и определенном'!, соотношении

Действительно, мы видели, что целью всякаго математическаго 
наследования является определение нензв'Ьстныхъ велнчннъ, па основа
нии соотношении существующих!» между ними и величинами извест
ными; для этого, очевидно, необходимо прежде всего знать съ точностью 
отношения, сущ еству нищи между разсматрнваемымп величинами.

Этотъ первый рядъ изследованш составляет-!, ту  часть решешя. 
которую я называю конкретно¡г. когда она закончена, природа задачи 
изменяется, и воиросъ загГ.мъ приводится къ простому вычнелешю. 
т. е. къ простому определению неизвестных-!, чиселъ, когда точно из
вестны отношения, связиваюния ихъ съ данными числами. Этотъ второй 
рядъ изследованш я называю абстрактной, частью решении. Отсюда 
происходить и основное дЬлеше всей математики на две болынпя науки, 
абстрактную математику и конкретную математику. Указанны!! выше 
анализъ можетъ быть применен-!, къ каждой! полной математической за
даче, какъ бы проста или сложна она ни была. Чтобы сделать это поло
ж и те  вполне нонятнымъ, достаточно привести хотя бы одннъ ирюгёръ.



3-Я  ЛЕКЦИИ ФПЛОСОФШ МАТЕМАТИЧЕСКИХЪ НАУКЪ. 5 5

Принимая снова во вннмаше указанное выше явлеше вертикаль- 
наго паденья тяжедаго тела, и разсматрнвая самый простой его случай, 
.мы увнднмъ, что для опред'Ьлетя по времени падешя высоты его и на- 
оборотъ мы должны начать съ розыскашя точнаго соотношешя между 
этими двумя величинами, или, какъ выражаются геометры, уравнетя, 
которому они удовлетворяют^ пока это изслйдовате не будетъ закон
чено, всякая попытка выразить въ числахъ значеше одной пзъ этпхъ 
велнчннъ при помощи другой будетъ очевидно преждевременной, такт, 
какъ у  нея не будетъ никакого основания. Недостаточно знать вообще, 
что эти величины находятся въ взаимной зависимости, какъ это сейчасъ 
же заметить каждый, но нужно еще определить, въ чемъ состоитъ эта 
зависимость; подобный вонросъ молсетъ быть очень труденъ, и въ дан- 
номъ случай действительно составляетъ самую важную часть задачи. 
Истинно-научный духъ очень молодь и пока еще такъ мало распро
стран ена что, вйроятно, никто до Галилея не заметили даже увеличешя 
скорости тйла при его иаденш; это обстоятельство, однако, совершенно 
нсключаетъ гипотезу, что „высота нропорцюналь'на времени“ ,— гипотезу, 
къ которой естественнымъ образомъ пришелъ бы нашъ умъ, постоянно 
и невольно стремяпцйся въ каждомъ явленш находить самый простыл 
фупкцги  по тому только, что онй гораздо легче усвоиваются. Одними 
словомъ, это первое изслйдоваше привело къ о т к р ы т т  закона Галилея. 
Природа изследовашя совершенно изменяется, какъ только конкретная 
часть его оказывается оконченной. Зная, что разстояшя, последова
тельно пробегаемый тйломъ въ каждую секунду его падешя, возрастаютъ 
какъ рядъ нечетныхъ чиселъ, для оиредйлешя на основанш этого пра
вила высоты но времени и наоборотъ, мы имйемъ предъ собой чисто 
числовую и отвлеченную задачу, состоящую въ томъ, чтобы, исходя 
пзъ установленнаго закона, доказать, что разстояше есть кратное ква
драта времени, и затймъ окончательно определить, одну величину, когда 
другая дана.

Въ этомъ прнмерй конкретная задача труднее абстрактной. Мы 
нашли-бы обратное, если-бы стали разсматривать тоже явлеше въ са- 
мо1г общей форме, въ какой я улсе представили его выше съ другой 
целью. Въ отдельными случаями, главная трудность задачи будетъ за
ключаться то въ первой, то на второй ея части: иногда математически! 
законъ явленья самъ очень нростъ, но его трудно установить; иногда-же 
онъ легко обнаруживается, но оказывается въ высшей степени сложными; 
такими образомъ, сравнивая обе главныя части математики, въ полномъ 
пхъ объеме, следуетъ признать ихъ совершенно равными какъ но обшир
ности и трудности, такъ н по пхъ важности; это ноложеще мы устано- 
вимъ окончательно позже, разсматрнвая каждую изъ этнхъ частей 
отдельно.

Обе указанный части математики, столь существенно различный, 
какь видно изъ предыдущими объяснешп, но цели, которую умъ чело
вечески! ставить себе въ нихъ, не менее различны и но природе изолГ- 
доваиш, входящими въ пхъ составь.

Первая часть должна носить наименован) е конкретной, ибо она 
очевидно зависать отъ рода разсматриваемыхъ явлен]¡г н неизбежно 
должна видоизменяться при переходе къ новыми явлешямъ, тогда какъ 
вторая совершенно не завпситъ отъ природы нзследуемыхъ явлений, и 
занимается исключительно существующими между ними численными 
отношешями, что и заставляетъ назвать ее абстрактной. Однй и те-
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же отношешя могутъ существовать для многихъ различныхъ явлены, 
н геометръ, не смотря на все разлшйе, будетъ разсматривать нхъ какъ 
одну аналитическую задачу, допускающую при самостоятельном'!, изучены 
ея общее для всЬхъ случаевъ р’Ьшеше. Такъ напрнм’Ьръ, тотъ-же законъ, 
который опред'Ьляетъ зависимость между временемъ н нройденнымъ про- 
странствомъ при вертикальном!, надены тйла въ пустот!',, можетъ найти 
примените н при другихъ явлеш яхъ, не имйющихъ ничего общаго ни 
съ падешемъ тела, ни вообще между собою: такъ онъ выражаетъ отно- 
шеше между поверхностью шара и длиной его д1аметра, онъ-же опро- 
д’Ьляетъ уменьш ите нацряж етя свйта или теплоты по м’Ьрй уд ал етя  
свйтящаго или грйющаго т'Ьла п т. н.

Если общая всймъ этнмъ математическим!, задачам!, абстрактная 
часть будетъ изучена для одной изъ шгхъ, то тймъ самымъ оиа ока
жется изученной и для всйхъ, тогда какъ конкретную часть по необ
ходимости придется разсмотр'Ьть для каждой задачи отдельно, причемъ 
р е ш е т е  некоторых!. изъ нихъ нисколько не облегчаетъ въ этомъ-же 
отношены рйшешя другихъ. Невозможно установить действительно 
общ!е методы, которые давали-бы определенный и неизменный путь 
для нахождения во всехъ  случаяхъ соотношений сущ ествующ ихъ между 
величинами, связанными съ различными явлешямн; въ этомъ отношены 
возможны только особые методы для того или другого класса явлены 
геометрическнхъ, механических!,, термологическихъ и т. д. Наоборотъ, 
изъ какого-бы источника ни происходили разсматриваемыя величины, 
возможно установить однообразные методы для определен!я однехъ съ 
помощью другихъ, если предположить, что точныя соотнощешя между 
ними известны. Абстрактная часть математики по природе своей обла- 
даетъ всеобщностью, конкретная-же должна быть спепдальной.

Чтобы представить это соображ ете съ новой точки зреш я, можно 
сказать, что конкретная математика имеетъ философски! характер!, су
щественно экспериментальный, физически!, феноменальный, тогда какъ 
абстрактная математика— чисто логически! и ращональнын; Здесь не 
место обстоятельно обсуждать щнемы, которыми человеческы у.чъ поль
зуется, чтобы находить математнчесше законы явлены; но вытекаетъ-ли 
законъ изъ точныхъ наблюден!!!, нли-же, какъ это бывает!, чаще, но- 
следшя только иодтверждаютъ законъ, построенный путемъ разсужден!я 
на основаны наиболее общихъ фактовъ, во всякомъ случае очевидно, 
что этотъ законъ считается снраведливымъ настолько, насколько онъ 
согласуется съ результатами прямого опыта. Такимъ об])азомъ конкрет
ная часть каждой математической задачи всегда по необходимости осно
вана на наследованы внешпнго 1Йра, и, какова-бы ни была роль раз- 
суждешя, она никогда не будетъ приведена къ простому ряду логиче- 
екихъ комбинащй. Наоборотъ абстрактная часть, если она предвари
тельно будетъ точно отделена отъ конкретной, можетъ представлять 
только более или менее длинные ряда иоследовательныхъ дедукцы; ибо, 
если уравнеш е я в л е т я  найдено, то оиределеше однихъ велнчннъ, вхо- 
дящихъ туда, съ помощью другихъ, какъ-бы трудно оно ни было, остается 
всецело въ области разсуждсшя. Уму предстоит!, вывести изъ этих!, 
уравнены результаты, въ нихъ очевидно заключающееся, хотя иногда 
въ весьма неявномъ виде, и ему незачем!, вновь обращаться къ внеш 
нему м1ру, разсмотреше котораго становится уже неуместнымъ и даже 
должно быть старательно отстраняемо, чтобы привести нзсл’Ьдоваше къ 
действительно свойственной ему трудности.
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Изъ этого общаго сравнешя, указателя, на однй только главный 
черты котораго я долженъ зд£сь ограничиться, видно, насколько естест
венно и глубоко установленное выше основное дйлеше математиче- 
скнхъ наукъ.

Чтобы закончить общее объясните этого дйлешя, намъ остается 
только, съ возможной для этого нерваго обзора точностью, отметить 
границы каждаго изъ главныхъ дйленш математики.

A  priori моЖетъ казаться, что конкретная мат емат ика, имею
щая ц£лью нахождеше уравненгй явленш, должна состоять изъ столь- 
кихъ отдйлыш хъ наукъ, сколько сущ ествуетъ действительно различ- 
ныхъ для насъ категорш естественныхъ явленш; но на самомъ д£л£ 
мы еще очень далеки отъ того, чтобы открыть математпчесше законы 
явленш всйхъ родовъ; сейчасъ мы увидимъ даже, что въ этомъ отно- 
Hienin большая часть ихъ по всей вероятности никогда не уступить 
нашимъ уы ш ям ъ. Действительно, при современномъ состоянш человй- 
ческаго духа, сущ ествуетъ только дв£ болыпихъ и общихъ категорш 
явлений уравнешя которыхъ вообще известны, именно сперва явленья 
геометрическая, а затймъ и явленья механичесшя. Такымъ образомъ 
конкретная часть математики состоять изъ геометрш и рацюнальной 
механики.

Правда, этого достаточно, чтобы придать ей вполне характеръ 
логической универсальности, если разсматривать совокупность явленш 
съ наиболее высокой точки зрйшя естественной философии Действи
тельно, если-бы мы представили себе вс£ части Mipa ненодвижными, 
то очевидно мы могли-бы наблюдать только геометрнчесгая явлешя, 
такъ какъ вс£ вопросы сводилысь-бы къ отношешямъ формы, величины 
и положешя; если зат£мъ принять во вннмаше происходящая въ M ip£ 
движешя, то надлелштъ разсматривать еще и явлешя механичесшя.

Применяя здесь упомянутую въ первой лекцш, хотя съ другой 
целью, философскую мысль г. де-Бленвиля, уже достаточно обобщенную, 
можно установить, что съ статической точки зрйшя Mipb представляетъ 
только геометрическая явлешя, а съ динамической— только механиче
сшя. Такимъ образомъ геометр1я и механика сами по себе образуютъ 
дв£ основный естественный науки въ томъ смысле, что вей явлешя 
въ природе могутъ быть разематриваемы какъ простые и необходимые 
результаты законовъ пространства или законовъ движешя.

Но, несмотря на полную логическую возможность такого взгляда, 
трудность заключается въ томъ, чтобы применить его съ необходимой 
точностью и чтобы провести въ каждомъ общемъ случай, представляю
щемся намъ при изученш природы, т. е. въ томъ, чтобы каждый важ
ный вопросъ естественной философш по отношение къ какому-нибудь опре
деленному классу явленш привести къ геометрической или механической 
задаче, къ которой его можно съ достаточнымъ основашемъ считать 
приводимымъ. Это преобразоваше требуетъ предварительно болыпихъ успй- 
ховъ въ изученш каждаго класса явленш, и до енхъ поръ въ действитель
ности было выполнено только для астрономпческнхъ явленш и нйкоторыхъ 
изъ разематриваемыхъ собственно земной физикой. Такимъ именно обра
зомъ астрономия, акустика, оптика и т. д. въ кондй концовъ сделались про
стыми ирнложешямн математики къ пзвйстнымъ разрядами наблюденш ~).

*) Относящееся сюда прим ен ите автора читатель найдетъ въ конце этой 
лекцш (пр. изд.).
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Но такъ какъ пределы этихъ приложено!, по самой природ'!; ихъ, 
установлены далеко не точно, то смешивать прплоясешя съ самой 
наукой значило-бы отвести математике неопределенную и совершенно 
смутную область, какъ это делается при обыкновенном'!,, ненравиль- 
номъ и во многпхъ другнхъ отношешяхъ, Д'йлен!!! математики на чи
стую н прикладную.

Поэтому мы оудемъ по прежнему признавать, что въ составь 
конкретной математики входятъ только геомечдня и механика.

Что-же касается абстрактной мат ематики, общее д-Ьлеше ко
торой я разсмотрю въ следующей лекщи, то ея природа определена 
ясно н точно. Она состоитъ изъ такъ называемаго исчислен/я, понимая 
это слово въ самомъ широкомъ смысле и включая туда и самый иро- 
стыя действ!я надъ числами, и самыя возвышенныя коМбпнацш транс- 
дендентнаго анализа.

Ближайшая цель исчислен/я заключается въ решешн все.хъ чн- 
(ленныхь задачъ. Его исходная точка всегда и по необходимости 
есть точно установленный отношешя, т. е. уравнет я между различ
ными разсматрнваемыми одновременно величинами, отношешя, соста- 
влеше копхъ есть конечная цель конкретной математики. .Какъ-бы 
сложны и косвенны ни были эти отношешя, цель науки исчислен/я 
всегда заключается въ определены значенШ неизвестныхъ величпнъ на 
основашн значенш величпнъ нзвестныхъ. Н аука нсчнслешя хотя и 
достигла наибрлыиаго сравнительно со всеми другими совершенства, 
несомненно въ действительности все-таки еще мало подвинулась впе
реди, такъ что ея цель осуществляется съ удовлетворительной полно
той только въ редкнхъ случаяхъ. тем ъ  не менее истинны й характере 
нсчнслешя таковъ, какъ указано выше: чтобы ясно понимать действи
тельную природу какой-нибудь науки, надо всегда предполагать, что 
она достигла своего совершенства.

Дгобы резюмировать вполне философски высказанный выше со- 
оораженш относительно основного делешя математики, важно заметить 
здесь, что это делеш е есть только прнлбжйшо того-же общаго ирниципа 
классифпкацш, который въ прошлой лекщи далъ намъ возможность 
установить ращоиальную ¡ерархш  положптельныхъ наукъ.

Действительно, сравнивая съ одной стороны исчнслеше, а съ другой_
геомётрщ и механику, можно но отнош енш  къ разсматрнваемымъ иъ 
ка,м ой пзт, этихъ двухъ главных'!, частей математики пдеямъ прове
рить вс 1, существенный характеристичесюя черты нашего энциклонеди- 
ческаго метода. Очевидно, что аналитичесш’я понят ¡я въ одно и тожо 
время более отвлеченны, общи и просты, чемъ геометр ячеек! я или 
м< ханнчесгая. Хотя с7, исторической точки зрешя главный понятая 
математическаго анализа возникли нодъвл!яшемъ соображен!!! геометр!и 
и механики, съ успехомъ которыхъ тесно связанч, и прогресс'!, нечи- 
слешя, однако анализъ съ логической! точки зр'Ьшя по сущ еству неза
висим'!, о'г'ь геометр!!! и механики, тогда какъ последшя ' по необходи
мости опираются на него.

Итакъ, математически! анализъ, въ силу принципа, которому мы 
до слхь порт, постоянно следовали, является истнннымъ ращональнымъ 
основа шемт, всей системы нашихъ ноложительныхъ знан!й, первой и 
наиоолее совершенной изъ всехъ  основныхъ наукъ. Понятая, которыми 
онъ занимается, наиболее общи, отвлеченны и просты изъ всёхъ дей
ствительно доступныхъ нашему уму. Въ этихъ трехъ отношиДяхъ
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равной важности нельзя идти далйе, не впадая неизбежно въ метафи
зически! бредни. Какое въ самомъ дйлгЬ suhstractum  можетъ остаться 
въ уыгЬ и служить ноложнтельнымъ предметомъ для разсуж дбтя, если 
мы уиичтожимъ еще хоть одпыъ аттрибутъ въ поняли о неопред’Ьлен- 
ныхъ величинахъ, постоянныхъ или перем'Ьнныхъ, которымъ пользуются 
геометры, чтобы подняться, какъ это думаютъ онтологи, до мнимой 
высшей степени отвлеченности?

Указанная особенность природы математического анализа,позволяетъ 
намъ легко объяснить себгЬ, почему при правильномъ применены! ана- 
лизъ представляетъ такое могущественное средство не только, чтобы 
придать нашнмъ познашямъ большую точность —  что понятно и само 
собой— но и чтобы установить безконечно более совершенное согласо
вание въ изученш явлены!, донускающнхъ прнложеше анализа. Въ са- 
момъ дйлй, если понятая обобщены и упрощены насколько возможно и 
до такой степени, что абстрактное рйшеше одной аналитической задачи 
заключаетъ неявное рйшеше цйлаго ряда, разнородныхъ фнзическихъ за- 
дачъ, то отсюда для человйческаго ума необходимо должна вытекать 
большая легкость иознаватя OTHOineHiii между явлешями, сначала казав
шимися совершенно отдельными другъ отд> друга,въ которыхъ загЬмъ уда
лось обнаружить все, что было въ немъ общаго, чтобы разсмотрйть это 
общее отд’Ьльно. Такимъ образомъ нзследуя пути, пройденным нашимъ 
умомъ при рЬшенin важньтхъ геометрическихъ и механическихъ задачъ, 
мы вндимъ. что благодаря помощи анализа естественнымъ образомъ воз
никают]. весьма часто совершенно неожиданный сближешя между вопро
сами, которые сначала, казалось, не имели никакой связи, н которые 
загЬмъ мы часто нризнаемъ тождественными. Могли-лн бы мы, нанрн- 
мЬръ, безъ помощи анализа заметить хотя-бы малейшую аналогш между 
опредЬлешемъ направлен!я кривой въ каждой нзъ ея точекъ и напра- 
влешемъ скорости тйла въ каждый моментъ его движенья, т. е. между 
вопросами, в ъ  глазахъ геометра составляющими, несмотря на все нхъ 
разлшпе, только одну задачу?

Сравнительно высокое развитие математическаго анализа, обнару
живающееся при сопоставлен!!! его со всеми другими отраслями нашихъ 
положительных'!, знанш. также легко понять, если хорошо выяснить 
себе его общи! характеръ. Это совершенство не зависнтъ, какъ то на 
ocHOBaHin поверхностнаго изследовашя предполагали метафизики, и въ 
особенности Кондильякъ, отъ природы знаковъ, чрезвычайно сжатыхъ 
п общихъ, у потребляем ыхъ въ качестве орудш мышления. В ъ этомъ 
отде.лыюмъ важномъ случае, какъ и во всЬхъ другнхъ, вл!яше знаковъ 
было значительно преувеличено, хотя безъ сомнЬшя оно имело весьма 
реальное значен!е, какъ это признавали до Кондильяка, и притомъ въ 
более точной форме, M H orie геометры.

Въ действительности, вей главным понятая анализа образовались 
безъ существенной помощи алгебраическихъ знаковъ, входившихъ въ 
употреблеше только, когда самыя понятия были уже составлены нашимъ 
умомъ. Высокнмъ свонмъ совершенством!, наука исчнслешя обязана, 
главнымъ образомъ, чрезвычайной простоте относящихся къ ней идей, 
какими-бы знаками нослЬдшя ни выражались: такимъ образомъ нетъ 
ни малейшей надежды какпмъ ннбудь ухищрешемъ научнаго языка, 
предполагая даже, что оно возможно, довести до топ-же степени со
вершенства теорш, который относятся къ более сложнымъ понятаямъ 
н по самой природе своей необходимо осуждены на более пли менее
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низшее логически положеше, сообразно сг1. классомъ разсматриваёмыхъ 
ими явлены.

Предпринятое нами въ этой лекцш изследоваше фнлософскаго ха
рактера математики осталось-бы иеполиымъ, если-бы, разсмотрйвъ ея 
цель и составь, мы не указали н’Ьсколькихъ общихъ соображен¡¡1 отно
сительно действительных!, пред'Ьловъ ея области.

Съ этою целью и чтобы составить себе правильное пошгпе о б и 
истинной природе математики, надо прежде всего признать, что съ 
чисто логической точки зренья эта наука сама по себе необходимо и 
строго универсальна, ибо иЬти ни одного вопроса, который въ конце 
концовъ нельзя было-бы себе представить состонщнмъ въ определены 
одннхъ величинъ при помощи другнхъ, на основаны известныхъ отно- 
шешп между ними, и следовательно приводимыми къ простому вопросу 
о числахъ. Это замечаше станетъ понятнымъ, если обратить внимаше, 
что при всехъ  нашихъ нзследованьяхъ, къ какому-бы разряду явлены 
они ни относились, мы въ конце концовъ стремимся прыти къ числамъ 
и къ долямъ. Хотя мы чаще всего достигаема, этого результата только 
очень грубыми образоми, и съ помощью весьма ненадежных!, щлемовъ, 
темъ не менее очевидно, что въ этомъ действительно состоитъ цель 
всехт, напшхъ наследован!и. Такими образоми, чтобы выбрать нрнме.ръ 
изъ класса явлены, наименее доступныхъ математическому изследованш, 
остановимся на явлешяхъ, свойственныхъ живыми телами, разсматрнвая 
ихи при томи, для болынаго осложнен!я, въ патологическими состоянии 
не очевидно-лп здесь, что все терапевтпческье вопросы можно признать 
состоящими въ определены величинъ различных!, воздействующих!, на 
организмъ факторовъ, которые своими в.пяшемъ должны привести его 
въ нормальное состои те, допуская въ известныхъ случаяхъ, каки это 
делаютъ геометры, нулевыя, отрицательный и даже несовместимым 
между собой значешл для некоторых!, изъ этихъ величинъ? Бези со- 
мнешя, такой снособъ представлять себе задачу въ действительности 
не можетъ быть, каки мы это увиднмъ, применен!, въ наиболее слож- 
ныхъ случаяхъ, где прплож ете его встретить непреодолимым трудности, 
но если вопроси пдетъ о томи, чтобы понять отвлеченно все теорети
ческое зн а ч ете  науки, необходимо допустить, что она действительно 
получило то распространеше, которое ей логически доступно.

Б1анрасно будетъ приводить въ виде возражеши протнвъ изложенной 
выше мысли общее делеш е человеческих!, идей ио двумъ категор!ями 
Канта, т. е. по количеству и качеству, изъ которых!, нервам могла-бы 
выйти исключительно въ область математики. Самое развиты этой науки 
давно уже положительно выяснило, каки мало реальнаго въ этомъ по- 
верхностномъ и метафизическом!, различы, ибо уже основная концепц!м 
Декарта объ отношены конкретного къ абстрактному въ математике до
казала, что все идеи качества могутъ быть приведены къ идеями коли
чества. Эта концепидя, установленная ем безсмертнымъ авторомъ только 
для геометрических!, явленШ, была затемъ на самомъ дЬле распростра
нена его последователями на явлешя механнчесшя, а въ наше время и 
на явлешя термологичесшя. Благодаря этому последовательному обобще
ние теперь уже нетъ геометра, который не признавалъ-бы, съ чисто 
теоретической точки зрйшя, возможность при м ен етя мысли Декарта къ 
какой угодно изъ нашихъ реальныхъ идей; такими образоми всякое 
явлеше логически можетъ быть представлено уравнещемъ, подобно кри
вой или двпженш; разлшпе сущ ествует!, лишь въ трудности найти
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уравнеше и рт иит ь  его, т. е. въ задачахъ, которыя могутъ и часто 
действительно превосходить высвйя силы человеческаго духа.

Но если для того, чтобы составить себе правильное понятие о ма
тематике, следуетъ считать ее одаренной по самой природе своей без
условной логической универсальностью, то не менее важно разсмотрйть 
теперь значительным естественный ограничешя, которыя, благодаря сла
бости нашего разума, въ сильной степени уменынаютъ действительную 
область ея распространена по мйрй осложнешя и спещализацш явлений.

Безъ сомнйшя, какъ мы это только что видели, молено признать, 
что всякШ вопросъ приводится къ чисто ариеметической задаче. Но 
действительная трудность нзучешя вопроса съ этой точки зрешя, т. е. 
трудность подобнаго преобразован!я, въ различныхъ частяхъ естествен
ной философ!и тймъ больше, чймъ сложнее разематриваемыя тамъ явле- 
шя, такъ что, за исключен1емъ самыхъ простыхъ и общихъ случаевъ, 
она становится скоро непреодолимой.

Мы легко поймемъ это замечаше, еслп обратимъ внимаше, что 
для введешя известнаго вопроса въ область математическаго анализа 
нужно сначала открыть точный отношенш между существующими въ 
данномъ явленш величинами, такъ какъ установлеше уравнены явлещй 
п даетъ необходимую исходную точку аналитическаго изеледовашя. Оче
видно, однако, что это услов1е выполнить все труднее и труднее по 
мере того, какъ явлешя становятся более частными, а потому и более 
сложными.

Разсматриван съ этой точки зр'Ьшя установленный въ предшествую
щей лекщи различным основным категор!н естествениыхъ явлен!й, мы 
найдемъ, что, нрннявъ все во внимаше, молено надеяться въ самомъ 
лучшемъ случае довести до такой высокой степени научнаго совер
шенства только три первыя категор!и, обннмаюшдя всю неорганическую 
физику, но крайней мере, если подобные пределы можно устанавливать 
съ точностью. Такъ какъ позже мне придется разбирать этой, вопросъ 
по отношенш къ каждой основной науке отдельно, то здесь мне доста
точно сделать самыя обшдя указашя.

Первое услов!е, необходимое для того, чтобы явлешя подчинялись 
математическим’!, законамъ, которыя возмолшо было-бы открыть, состоптъ 
очевидно въ томъ, чтобы различным величины, относящаяся къ явле- 
шямъ, могли быть выражены определенными числами. Сравнивая въ 
этомъ отношенш обе главным части естественной философы, мы увп- 
димъ, что вся органическая (физика, и вероятно также и наиоолее 
сложным части неорганической по самой своей природе по необходи
мости недоступны нашему математическому анализу, благодаря крайней 
изменчивости чиселъ, относящихся къ соответствующим® явлешямъ. 
Всякая определенная мысль о точно установленных’!, числахъ въ явле- 
н!яхъ живыхъ телъ совершенно неуместна, если къ ней обращаются 
не какъ къ средству облегчен!я внимашя, а съ другой целью, и если 
нрндаютъ известное значеше точнымъ отношешямъ между подлежа
щими величинами. Вт, этомъ смысле замечаше Биша о злоупотребленш 
математикой въ физд^логш вполне справедливо: известно къ какнмъ 
заблуждешямъ нрнводитъ такой неправильный способъ изеледовашя жи
выхъ телъ.

Различный свойства неорганпческихъ телъ, въ особенности самыя 
обшдя, проявляются въ каждомъ изъ нихъ въ почти одинаковой степени 
или. по крайней мере, испытывают, только простая пзменешя, отдЬлен-
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ныя другъ отъ друга большими промежутками однообраз1я, и вслД.дстчне 
этого могутъ быть подчинены точными и постояннымъ законамъ. Такъ 
фнзпчесюя качества неорганйческаго, а въ особенности твердого тела, 
его форма плотность, удельный вРсъ, упругость и т. д. обладают!, въ 
Tenenie продолжительного времени въ числовом!» отношенш удшштель-. 
нымъ постоянствомъ, которое позволяетъ действительно съ пользой раз- 
сматрпвать явлешя съ математической точки зрешя.

Известно, что этого постоянства уже не существуете» въ хнмиче- 
скнхъ явлеш яхъ тРхъ-же т'Ьлъ, такъ какъ последний какъ более слож
ный и иаходяшДяся въ зависимости отъ большого числа обстоятельств!,, 
представляют!, измРнешя более широшя, более частный и поэтому мене,о 
правильные. В м есте съ темъ, на основаши соображенш, который были 
уже указаны въ первой лекцш (стр. 20) н который будутъ подробно 
развиты въ третьем!, томе этого курса, теперь нельзя утверждать, даже 
вообще, что съ xm iieii можно связывать представлены объ определен- 
ныхъ числовых!, зависимостях!,, хотя-бы даже въ самом!, простом!, во
просе объ -относительныхъ пропорщяхъ тйлъ при соединены нхъ: 
обстоятельство это ясно показывает!,, какъ еще далекъ этотъ разрядъ 
явлены отъ нодчпнешя истиннымъ математическими законамъ.

Допустим!, однако въ этомъ случаР возможность и даже вероят
ность въ будущемъ нодобнаго подчннешя, чтобы не делать слншкомъ 
мелочнымъ обсужденте общпхъ предРловъ, которые нужно здесь уста
новить относительно действительно возможнаго расширешя истинной 
области математическаго анализа.

Въ этомъ отношенш не возникнетъ ни малРйшаго c o m h íh íh ,  какъ 
только мы перейдемъ къ явлешямъ, который представляютъ тела, на
блюдаемый въ состояшн постояннаго внутренняго двпжешя молекулъ, 
составляющаго по сущ еству то, что мы н азы в ает, жизнью, понимая ее 
въ самомъ широкомъ смысле, во всей совокупности сущ ествъ, ее про- 
являющихъ. Действительно, особенность, присущая явлешямъ фнзюло- 
гнческпмъ, которую более точное нзучеш е нхъ дРлаетъ нынЬ все за
метнее и заметнее, состонтт, въ чрезвычайном!, непостоянстве чнслен- 
ныхъ oTHOiueHiii: это непостоянство они обнаруживают!,, съ какой-бы 
точки зрешя нхъ не разсматривать, и, какъ мы увндимъ позже, когда 
естественный ходъ нзложешя нас/ь нрнведетъ опять къ этому вопросу, 
такая неустойчивость есть необходимое следствю самого определения 
живыхъ тРлъ. Намъ достаточно теперь отметить неоспоримое положены, 
подтверждаемое всРмн фактами, что свойства органических!, тРлъ, гео
метрический, механичесия, химичесюя пли жизненный, подвержены гро
мадными и совершенно неправильными числовыми изменен i я ми, сл е
дующими другъ за другомъ черезъ весьма малые промежутки, нодъ. 
B .iin iiieM i, множества обстоятельств!,, какъ внЬшннхъ, такъ и внутрен
них!,, въ свою очередь тоже изменяющихся. Такими образом!, всякая 
мысль объ определенныхъ чнслахъ, а следовательно и о математиче
ских!, законами, который мы моглп-бы надеяться получить, находится 
въ явномъ нротиворРчш съ особой природой этого класса явлены. 
Такъ, если-бы мы пожелали точно определить хотя-бы только самый 
нростыя свойства живого сущ ества, нанримеръ, его среднюю плотность 
или плотность одной нзъ его главными частей, его температуру, ско
рость внутренняго кровообращения, iiponopuiio простых!, элементов!,, 
входящими въ составь твердыми и жидкихъ частей тела, количество 
иоглощаемаго пмъ въ определенный промежутокъ времени кислорода
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и т. д. общую массу его поглощены, или постоянного его выдыхашя, 
а тймъ болгЬе энергш его мускульныхъ силъ, напряженность его впе
чатлений, то, очевидно, не только нужно было-бы сделать столько на
блюдены, сколько есть вндовъ и разрядовъ въ каждомъ виде, но прн- 
шлось-бы еще измерить весьма значительный измйнешя, который испы- 
тываютъ указанный величины при переходе отъ одного индивидуума къ 
другому и у  одного и того-же индивидуума въ зависимости отъ возра
ста, состояшя здоровья, внутренняго расположения, и вообще обстоя- 
тельствъ разнаго рода, непрерывно изменяющихся, иодъ в.шпнемъ ко- 
торыхъ индивидууцъ находится, какъ-то: состои те атмосферы и т. д.

Какое значеше могутъ иметь вей мнимыя числовыя опредйлешя, 
такъ старательно зарегистрированный, относящаяся къ разнымъ фпзюло- 
гическнмъ и даже патологическимъ явлешямъ и выведенный, въ самомъ 
лучшемъ случай, пзъ одного реального измйрешя, тогда какъ нхъ слй- 
дуетъ иметь множество? Они могутъ только вводить въ заблуждеше 
относительно настоящаго хода явлены и должны иметь строго говоря 
только одно прпмйнеше,— именно какъ мнемоническое, такъ сказать, 
средство для сообщешя определенности идеямъ. Во всйхъ этихъ слу- 
чаяхъ очевидно совершеино невозможно когда-бы то ни было найти 
истинные математические законы. Тоже, и еще съ болыпимъ основа- 
шемъ, относится къ сощальнымъ явлешямъ, который отличаются еще 
большей сложностью и вслйдетае этого еще большей изменяемостью, 
какъ мы это подробно покажемъ въ четвертомъ томй этого курса.

И з ъ ' предыдущего не следуетъ, однако, что мы должны отказаться, 
въ видй общаго философскаго тезиса, отъ мысли, что явлешя всйхъ 
классовъ сами по себй необходимо подчинены математпческимъ зако- 
намъ, которые въ большинстве случаевъ только благодаря чрезвы
чайной сложности самыхъ явлены останутся для насъ навсегда не
известными.

Действительно, нйтъ никакого основаны думать, что въ этомъ - 
отношены сам ыя сложный явлешя органическихъ тйлъ были бы сущ е
ственно другой природй, чймъ самый простыя явлешя иеорганпческихъ 
тйлъ, ибо, еслн-бы згы могли совершеино отдйлить каждую изъ простыхъ 
нричинъ, вызывающнхъ вмйстй одно фнзюлогнческое явлеше, то все 
заставляешь думать, что при этомъ выяснились бы ирисуице ей, при 
даиныхъ услоюяхъ, известный характеръ в л ¿ян ¡я и известный раз
мерь воздействия, столь же точно определенный, какъ н во всеоб- 
щемъ тягот].1п и— истинномъ представителе всйхъ основиыхъ законовъ 
природы.

Безпорядочиую изменчивость слйдствШ по^ождаетъ многочислен- 
ность разлнчиыхъ факторовъ, одновременно в о з дйй ствующихъ на одно 
и тоже явлеше; вслйдстчйе этого въ очень сложныхъ явлеш яхъ, оыть 
можетъ, не повторяется даже двухъ безусловно одинаковыхъ случая. 
Что-бы встретить такого рода трудность, намъ не нужно даже обра
щаться къ явлешямъ жпвыхъ тйлъ, такъ какъ подобный затруднения уже 
возннкаютъ и по отношение къ явлешямъ неорганпченныхъ тйлъ, когда 
мы разсматриваемъ наиболйе сложный изъ пнхъ, какъ нанримйръ, при 
изучены метеорологических!, явлены. Нйтъ никакого с-омнйшя въ томъ. 
что въ отдйльности каждый пзъ факторовъ, нроизводящихъ вмйстй 
данное явлеше, нодчпнеиъ математпческимъ законамъ, хотя намъ и не
известна большая часть ихъ; но многочисленность этихъ факторовъ 
дйлаетъ наблюдаемый слйдсттпя ихъ настолько неправильными и из-
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ы’Ьнчивыми, что каждый изъ нихъ калится не подчиненной никакому 
точному закону.

Предыдущее разсуждеше заставляете насъ заметить второе обсто
ятельство, въ силу котораго и въ виду слабости нашего разума безу
словно невозможно ввести изучеше наиболее сложныхъ явленш въ 
область приложенш математического анализа. Вы  самомъ деле, неза
висимо отъ крайняго непостоянства действительными результатовъ, про- 
являющагося въ наиболее частныхъ явлошяхъ и препятствующаго даже 
заметить для нихъ определенный числовыя нормы, изъ сложности явленш 
следуете, что если-бы далее мы когда нибудь узнали математнчеейе 
законы, которымъ нодчиненъ каждый факторъ въ отдельности, то при 
соединены такого большаго числа у слов! п соответствующая математи
ческая задача будетъ настолько превышать но своей трудности наши 
слабыя силы, что вопросъ чаще всего останется всетакн не разрешен- 
нымъ. Этимъ путемъ, Следовательно, нельзя вести действительное и 
плодотворное изучеш е большинства естественныхъ явленш.

Чтобы какъ можно точнее оценить указанную выше трудность, 
посмотримъ, до какой степени осложняются математическая задачи, от
носящаяся далее къ самымъ иростымъ явлешямъ неорганнческихъ тйлъ. 
если только мы попытаемся приблизить насколько возможно отвлеченное 
состои те къ конкретному, принимая во внимаше все главный услов1я, 
могущ!я оказать действительное вл!яше на результатъ явлен ¡я. Известно 
напримеръ, что весьма простое явлеше истечешя жидкости черезъ дан
ное отверейе нодъ вл!яшемъ одной только тяжести до сихъ поръ не 
имеетъ нолнаго математическаго решешя, если при этомъ принять во 
внимаше все существенный обстоятельства явлешя. Тоже самое можно 
сказать относительно еще ’ более простате движешя твердаго снаряда 
въ сопротивляющейся среде.

Почему математнческш анализъ съ такимъ поразительными усне- 
хомъ наше.лъ себе прпменеше для обстоятельнаго изучешя небесныхъ 
явлены? Потому что эти явлешя, не смотря на общепринятое мнении 
гораздо проще всехъ  другихъ. Наиболее сложны!! вопросъ, возникавший 
при пхъ изучены, относительно изменен!!!, которым нроизводитъ въ 
движенш двухъ телъ, притягивающихся другъ къ другу въ силу тяго- 
теш я, третье тело, такимъ же образомъ действую щ ее на первым два. 
гораздо проще, чймъ самы!! простой вопросъ земной физики; а между 
тем ь н указанный вопросъ уже настолько труденъ, что до сихъ норъ 
мы нмеемъ только приближенный р е ш е т я  его. При более глубоком'], 
раземотренш предмета не трудно даже убедиться, что астрож ш я сол
нечной системы высокимъ совершенствомч,, достигнутым!, ею благодаря 
применешю математики, обязана въ сущности искусству, съ которымъ 
люди воспользовались всей особенной и, такъ сказать, случайной лег
костью решешя соответственных'], задачъ,— легкостью, которую предста
вляете особое и въ этомъ отношены весьма благощлятное для насъ 
строеше • нашей планетной системы. Действительно, входящая въ ея 
состава, планеты довольно малочислены, и, что особенно важно, обла- 
даютъ массами, весьма неравными и значительно меньшими массы 
солнца; оне находятся на значительных'], разстояшяхъ одна отъ другой, 
и имеютъ почти сферическую форму; ихъ орбиты близки къ окружно
стями и представляюта незначительный взаимным наклонещя, и т. д. 
Изъ всей этой совокупности обстоятельства, следуете, что возмущешя 
чаще всего незначительны, и что для ихъ вычпелешя обыкновенно
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достаточно принять во вннмаше, кроме вл1ящя солнца на каждую от
дельную планету, вл1яше еще одной только планеты, которая по своей 
величине и близости можетъ вызвать заметное изменеше движешя. Но 
если бы, вместо такого положешя вещей, наша солнечная система была 
составлена пзъ более значнтельиаго числа планетъ, сконцентрированныхъ 
въ менынемъ пространстве и почти равныхъ по массе; если бы ихъ 
орбиты имели совершенно различный наклонешя и болыше эксцентри
цитеты; если бы эти тела обладали более сложной формой, нанрим4ръ 
были бы эллипсоидами съ большими эксцентрицитетами и т. д., то, 
очевидно, исходя изъ того лее закона тяготеш я, мы не съумели бы 
подчинить изучёше небесныхъ явленш нашему математическому анализу, 
и, по всей вероятности, до сихъ поръ не могли бы даже установить 
основнаго закона.

Эти гипотетпчесшя условгя осуществились бы со всей полнотой 
въ явлеш яхъ химическихъ, если бы мы захотели произвести относя
щаяся къ нимъ вычислешя на основаши Teopin всеобщаго тяготешя.

Взвесивъ соответственнымъ образомъ все предыдущая сообралсешя, 
можно, какъ я думаю, убедиться, что ограничивая въ будущемъ только 
некоторыми частями неорганической физики действительно осуществимое 
распространеше главныхъ нрнложешй математическаго анализа, я 
скорее преувеличиваю истинную область математики, чемъ съуясиваю 
ее. Насколько для меня было валено показать безусловную логическую 
всеобщность математики, настолько же я считалъ нужными отметить и 
обстоятельства, который ограничнваютъ ея действительное распростра
неше, чтобы тщетной погоней за невозмоленымъ совершенствомъ не 
содействовать уклоненш человеческого духа отъ истинно научнаго на- 
правлешя въ дёле изучешя наиболее слолсныхъ явленш.

Итакъ, стараясь по возмолсности расширять область применешй ма
тематики, мы долашы признать, что самыя трудный науки по природе 
своей останутся на неопределенное время въ подготовительномъ состо
янии предшествующемъ въ другихъ наукахъ эпохе, когда оне становятся 
доступными математическими теор1ямъ. Относительно наиболее слояг- 
ныхъ явлений намъ следуетъ довольствоваться точными анализоми об- 
стоятельствъ нхн возникновения, прпведешеми ихп ви общую взаимную 
связь, определешемп доли вл1яшя каждаго изи главныхъ факторовъ и 
т. д., но не изучать ихъ съ точки зрйшя количества, и поэтому не 
надеяться внести въ соответственный науки ту  высокую степень совер
шенства, какую даетъ при изучеиш более простыхъ явлешй правильное 
iipn.M'JnieHie математики какъ въ отношенш точности нашихъ познашй, 
такъ —  что, можетъ быть, еще важнее —  п въ отношенш ихъ согла- 
совашя.

Построеше пололсительной философш началось съ "математики, 
такъ какъ отъ нея мы получили методъ. Когда на все друпя основныя 
науки распространился тотъ-же способъ нзеледовашя, естественными 
образомъ стали неизбежными попытки внести туда математический духи въ 
болео широкой мере, чемъ то допускали соответствующая явлешя; это 
вызвало затемъ болйе или менее обширыыя работы, въ роде трудовъ 
Бертоле по химш, целью которыхъ было освободиться отъ преувелп- 
ченнаго вл!ян1я математики. Каждая наука въ своемъ развптш внесла 
въ положительный методъ вндоизменешя, зависевш1я отъ явлешй, подле- 
жавшихъ ея пзеледовашю; этими определились особенности ея; она

Огюстъ Контъ. T. I. 5
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о томъ, что такое уравнете, распространяя это назваше на всякое 
равенство между какими бы то н и  было функщями разсматриваемыхъ 
велпчпнъ. Ибо, хотя всякое уравнеше, очевидно, выражаетъ некоторое 
равенство, но далеко не всякое равенство будетъ действительно ура- 
внетемъ такого вида, который по природе своей допускаетъ применеше 
аналитическихъ методовъ.

Указанная неточность логическаго определен)я столь важнаго для 
математики поняия влечетъ за собой то существенное неудобство, что 
делаетъ почти необъяснимой, въ общемъ виде, громадную н серь
езную трудность, испытываемую нами нрн установлены! отношешя 
конкретнаго къ абстрактному, которую обыкновенно —  и съ полнымъ 
основашемъ— отмечаютъ по отношение къ каждому обширному матема
тическому вопросу въ отдельности. Если бы значеше слова уравнете 
было действительно такъ широко, какъ обыкновенно предполагается 
прп тказанномъ определены! его, то, конечно, нельзя было бы понять, 
въ чемъ действительно заключается сущ ественная трудность составлешя 
уравнешй для любой задачи; въ такомъ случае, повидпмому, все сво
дилось бы къ простому вопросу о форме, р е ш е т е  котораго даже никогда 
не должно бы требовать особеннаго умственнаго напряжешя, такъ какъ 
нельзя представить себе никакого точнаго соотношешя, непредставляю- 
щаго собой непосредственно равенства плн не прпводящагося къ нему 
очень быстро съ помощью весьма легкнхъ преобразованш.

Поэтому, если допустить вообще въ опредйлеше уравнения всякаго 
рода ф ункцш , то останется совершенно не выясненной причина чрез- 
вычайныхъ затруднен))), обыкновенно встречаюнцшся при приведены! 
вопроса къ уравненш  н очень часто вполне сравннмыхъ съ трудностями, 
вызываемыми аналитическими изеледовашямн уже полученнаго уравнешя. 
Однимъ словомъ, обычное общее абстрактное представлеше объ ура
вненш  вовсе не соотвЬтствуетъ действительному значенш, которое 
геометры, соображаясь съ развпттемъ науки, связываютъ съ этпмъ на- 
зван)емъ. В ъ упомянутомъ определен)н есть логическая ошибка, недо- 
статокъ соотношенгя, который необходимо устранить.

Съ этой целью,- я прежде всего различаю два рода функций:—  
функцш абстрактныя или аналитнчесюя, и ф ун к ц т конкретный. Только 
нервыя могутъ входить въ составь действительныхъ уравнет й, такъ 
что можно отныне определять, точно н достаточно глубоко, всякое ура
внете какъ равенство между двумя абстрактными функц)ями разсма
триваемыхъ велпчпнъ. Чтобы уже не возвращаться более къ этому 
основному определенно, я долженъ сделать здесь одно необходимое до- 
полнеше, безъ котораго самая идея моя не имела бы достаточно общ
ности, и указать, что эти абстрактный функцш могутъ относиться не 
только къ величинами, непосредственно представляемыми самой задачей, 
но и къ всевозможными вспомогательными величинами, связанными съ 
первыми и вводимыми часто въ виде простого математическагопреобразова- 
ш я для облегчешя составлешя уравнены) явлешй. Приводя это объясиеше, 
я здесь только въ общихъ чертахъ напереди сообщаю результата весьма 
важнаго и общаго изеледовашя, которое будетъ изложено въ конце этой 
лекцш. Теперь возвратимся къ сущ еству разлшыя между функщями 
абстрактными и конкретными.

Указанное делеш е можетъ быть установлено двумя существенно 
различными, но взаимно дополняющими способами: a p rio ri  и a pos
teriori, т. е. пли начиная съ общей характеристики особой природы



4-я л е к ц ш : О б щ т й  в з г л я д ъ  н а  м а т е м а т и ч е с к и  а н а л н з ъ . 6 9

каж дая разряда функщй, или перечисляя действительно, что вполне 
возможно, всЬ нын'Ь известным абстрактный функцш, или, по крайней 
мере, элементы, нзъ которыхъ он4 составлены.

A  p rio ri функцш, которыя я называю абстрактными, выража- 
ютъ такого рода зависимости между величинами, к а т я  можно предста
вить себе только между числами, не прибегая къ указашю на тй явле
ния, въ которыхъ эти зависимости осуществляются. Наоборотъ, я назы
ваю конкретными функцш, выражают,in т а т я  зависимости между 
величинами, к а т я  могутъ быть определены или поняты только прн по
мощи и звестн ая  физическаго, геометрнческаго, механнческаго или 
какого нибудь другого явлешя, въ которомъ онй действительно осу
ществляются.

Большинство функцш, даже представляющаяся ныне наиболее 
абстрактными, въ начале были конкретными', такнмъ ооразомъ пре
дыдущее различ1е легко объяснить, указавъ только последовательно на 
те  точки зрйшя, съ которыхъ, по мере роста науки, геометры разсматрн- 
вали наиболее простыя аналнтическгя функцш. Я укажу для примера 
на степени, сдЬлавнняся абстрактными функщями только после трудовъ 
B ie T a  и Декарта. Функцш х 2, х 3 въ современномъ анализе принима
ются за чисто абстрактный, но для древннхъ геометровъ были вполне 
конкретными, выражающими только отношешя площади квадрата или 
объема куба къ длине стороны или ребра. В ъ нхъ глазахъ эти функцш 
имели настолько исключительно конкретный характеръ, что только съ 
помощью геометрнческаго определешя древше геометры открыли 
элементарным алгебраичесшя свойства этнхъ функцш, относящаяся къ 
разложение переменной на две части; эти свойства въ то время были 
только теоремами геометрш и числовое значеше было связано съ ними 
значительно позже. Мне сейчасъ же представится случай привести, но 
съ другой уже целью, еще одинъ примеръ, хорошо разъясняюшдй ука
занное мною основное разлтп е функцш; я имею въ впду круговыя 
функцш, прямым и обратный, которыя и теперь еще признаются то 
конкретными, то абстрактными, смотря потому, съ какой точки зрйшя 
онй разсматриваются.

Установивъ обнця характеристичесшя черты функщй конкретныхъ 
н абстрактныхъ, и разсматривая это дйлеше функщй à posteriori, 
вопросъ о томъ, относится ли определенная функцш къ действительно 
абстрактнымъ и можетъ ли она поэтому войти въ составъ истиннаго 
аналитическая уравнения, можно привести къ простому вопросу о факте, 
такъ какъ мы сейчасъ же неречислимъ все функцш этого рода.

Н а первый взглядъ такое перечислеше кажется совершенно невоз- 
можнымъ, такъ какъ число отдйльныхъ аналитнческпхъ функщй оче
видно безконечно велико; но вся трудность вопроса исчезнетъ, если 
функцш разделить на простыя и сложный. Хотя число отде.льныхъ 
функцш, разсматрнваемыхъ математическимъ анализом!,, действительно 
безконечно велико, но эти функцш даже теперь состоятъ пзъ очень 
небольш ая числа элеиентарныхъ функщй, которыя легко указать; пе- 
речислешя послединхъ очевидно достаточно для того, чтобы определить 
абстрактность пли конкретность данной функщй, ибо она будетъ при
надлежать къ первому или второму классу, смотря по тому, состоитъ ли 
она только нзъ однихъ абстрактныхъ функщй, или же въ нее входятъ 
и друпя.

' Ниже следуетъ таблица основныхъ элементовъ всйхъ нашихъ ана-
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лптпческпхъ комбннацш, соответствующ ая современному состояшю науки. 
Очевидно достаточно привести съ этой ц'Ьлыо только функцш одной 
переменной, такъ какъ функцш многнхъ независнмыхъ перем'Ьнныхъ 
постоянно, по самой своей природЬ, более или менФ.е сложны.

П усть х  есть независимая переменная, у — соответствующ ая пере
менная,' зависящая отъ х. Различные виды простой абстрактной зави
симости между х  н у, которую мы только можемъ себе представить, вы
ражаются следующими десятью элементарными формулами, где каждая 
функщя соединена съ обратной, т. е. съ такой, которая получилась бы 
пзъ прямой функцш, если бы мы стали разсматрпвать зависимость х  
отъ у, а не у  отъ х:

I l 0.7/ =  a  - f  х  . . . .  функщя сумма-,
1-я пара у2°.у  =  а —  х  . . . .  „ разность;

| 1 °.у =  а х ........................  „ произведете-,

2-я пара 1 2°.у  =  — ................ „ частное;

г I o.у =  х а . . . . „ степень-,
3-я пара | 20'У =  у — ...............  „ корень;

/ р) у =  ах ........................  п показательная',
Р-я пара 1 2°.у =  1 х ................ „ логоривмическая;

, 1 °.у =  s i n x  . . . .  „ круговая прямая-,
5-я пара ~) 1 2°.у  =  are (sin =  х ) . . „ круговаяобратная-,

*) Чтобы насколько возможно увеличить столь недостаточный объемъ и 
средства математическаго анализа, геометры включаютъ въ число аналитиче- 
скнхъ элементовъ и последнюю пару функцШ. Хотя такое вюпочеше внолн* 
позволительно, однако надо заметить, что круговыя функщи не виолн* подхо- 
дятъ къ остальнымъ элементарнымъ абстрактнымъ функщямъ. Между ними 
есть существенное различи; въ томъ отношении, что первыя четыре пары д*й- 
ствптелино абстрактны и просты, между тъмъ какъ круговыя функщи могутъ 
проявлять или то, или другое свойство, смотря по тому, съ какой точки зрТ.шя нхъ 
разсматриваютъ и какъ ихъ прим*няютъ, по опт, никогда не бываютъ и про
стыми, и абстрактными вм*ст*.

Если функщя sinx вводится въ анализъ въ качеств* новой простой функ
щи, то она признается только какъ указаш е на геометрическое отношеше, изъ  
котораго она проистекаетъ, но въ такомъ случат; она очевидно конкретная 
функцш. Съ другой стороны, sinx аналитически удовлетворяетъ вс*мъ усло- 
в!ямъ настоящей абстрактной функцш, если его разсматрпвать какъ сокращен
ное выражеше формулы.

з -1 /=  1 — x V ^  1
е — с

2 V =  1

или соотв'Ьтствующаго ряда; по съ пос.тьдпей точки зр*ш я втх совсЪмъ не 
новая аналитическая функщя, такъ какъ она представлена состоящей изъ п ре
дыдущих!.. . ,  ,

Несмотря на это круговыя функщи обладают!, нисколькими особыми 
свойствами, позволяющими оставить ихъ въ таблиц* элементовъ математи
ческаго анализа.

1) Сохраняя свой конкретный характеръ, круговыя функщи поддаются 
вычисление, что даетъ возможность вводить ихъ въ уравнешя, если он* отно
сятся только къ даннымъ и если можно не принимать во впимаше ихъ алге
браическое выражеще;

2) Въ различныхъ круговыхъ функщяхъ, сравнивая ихъ только другъ съ 
другомъ, можно производить н*которыя преобразовашя, нетребукмщя также
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Изъ этихъ весьма немногочисленныхъ элемеитовъ н составляются 
вс'Ь абстрактныя функцш, нын4 нзв'Ьстныя. Какъ ни ограничено число 
нхъ, этихъ элементовъ очевидно достаточно, что образовать безконечное
множество аналитическнхъ комбинацш.

Н и одно ращональное соображеше a priori не ограничиваете строго 
предыдущей таблицы, которая является только д'Ьнствнтельнымъ отра- 
жешемъ современнаго состояшя науки. Наши аналитичесше элементы 
теперь бол'Ье многочисленны, чфмъ они были во дни Декарта и далее 
Ныотона и Лейбница', прошло не бо.тЬе столетие съ т4хъ поръ, какъ 
две посл'Ьденя пары функщй были введены въ аналпзъ трудами Ж ана 
Бернулли и Эйлера. Несомненно, что впоследствш будутъ допущены н 
новыя функщи: но, какъ я это укажу въ конце лекщи, мы не можемъ 
надеяться, что оне будутъ очень многочисленны, такъ какъ дЬислвн 
тельное увеличеше числа нхъ сопряжено съ большими трудностями.

Итакъ, теперь мы можемъ составить себе положительное п все- 
таки достаточно широкое поняНе о томъ, что геометры признаютъ за 
истинное уравнеше. Предыдущее объяснеше вполне даетъ намъ возмо
жность понять, какъ трудно на самомъ деле составлеше уравнешй  явленш, 
которое возмоясно въ действительности только тогда, когда удастся ма- 
тематичесше законы явленш выразить при помощп функцш, составлен- 
ныхъ исключительно изъ только что указанныхъ мною аналитическнхъ 
элементовъ. Очевидно, действительно, что только прп этомъ условш 
задача становится вполне абстрактной и приводится къ простому во
просу о числахъ, такъ какъ эти функщи— единственный простыл со- 
отношешя, который мы можемъ представить себе между числами, раз 
сматрнвая нхъ самнхъ въ себе. До этого пункта решешя своего во- 
просъ въ сущности остается, каково нп было внешнее его положение, 
по прежнему конкретными и не входить еще въ области исчисленгя. 
Основная трудность перехода отъ конкретнаго ке абстрактному, во
обще говоря, состоптъ главными образомъ въ недостаточности указан- 
наго весьма неболынаго числа аналитическнхъ элементовъ,находящихся въ 
нашемъ распоряженш, съ помощью которыхъ, не смотря на малое 
разнообраз1е нхъ, мы должны представить все точный  ̂отношешя, 
обнаруживаемый различными явлешямп природы. В ъ виду оезконечнои 
изменчивости, которая въ этомъ отношенш проявляется во внешнемъ

аналнтическаго выражешя фупкщй. Изъ этого очевидно вытекаетъ воз
можность вводить эти функцш въ уравнешя даже по отношеппо къ^неизвЬст 
нымъ, если только одновременно съ этпмъ въ составь уравнены не входятъ 
не-тригопометричесюя функцш отъ тЪхъ-же перемЪнныхъ.

Поэтому только въ случаЪ, когда круговыя функцш, отпосящшся кь 
известными величинами, связаны въ уравнешй съ абстрактными функцшмн 
двугаго рода, для рЪшешя уравнешя необходимо иметь въ виду ихъ алгебраи
ческое значеМе, вслъдств1е чего опЪ перестаютъ считаться новыми простыми 
функщями. Но даже и тогда, если принять во внимаше приведенное выше тол- 
коваше, допущешс этихъ функщй не лишить отнош етй присущаго нмъ . <- 
рактера настоящихъ аналитическнхъ уравнешй, что и составляете сущест 
нуга цель нашего перечислешя абстрактныхъ элементарныхъ функцш.

Изъ указанныхъ въ примЪчаше соображ етй видно, что можно съ поль
зой включить въ число аналитическнхъ элементовъ сшо пъкоторыя конкретны* 
функщи, если главный услов1я, нам-Ьченныя выше для 1щу говыхъ Ф ДР« > 
выполнены. Такъ нанр., труды Л е ж а н д р а  и въ последнее время Я коб^ объ  
эллнптнческихъ фупкщяхъ действительно расширили поле анализа,то же самое 
можно сказать о некоторыхъ определенныхъ интегралахъ, полученныхъ Фурье 
въ его теорш теплоты.
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Mipi, мы легко поймемъ, какъ часто наши силы должны оказываться 
недостаточными для рйшешя всйхъ дййствнтельныхъ трудностей, въ осо
бенности, если мы прнмемъ во вн и м ате, что вей элементы анализа 
возникли первоначально нзъ математпческаго раземотрйшя самыхъ про- 
стыхъ явлешй, такъ какъ вей они прямо нлн косвено веду тъ свое на
чало пзъ геометрш; поэтому a priori мы не нмйемъ никакого ращ- 
ональнаго основашя ожидать, чтобы они были въ coctohi пи выразить ма- 
тематичесше законы всякаго иного класса явленш. Я сейчасъ укажу 
одннъ общш глубоко гешальный npioMe, съ помощью которого человйческш 
умъ сумйлъ значительно уменьшить основную трудность, представля
емую отношешемъ конкретнаго къ абстрактному въ математнкй, не \ вс- 
лпчивая при этомъ числа аналитическихъ элементовъ.

Предыдущая объяснешя точно опредйляютъ истинный предметъ и 
область абстрактной математики; теперь я долженъ перейти къ изелй- 
дованш  ея главныхъ подраздйленш, ибо до сихъ поръ мы все время 
разематривали исчисленге во всемъ его объемй.

Первое прямое указаш е относительно состава науки исчислены 
заключается въ дйленш ея на двй главныя вйтви, этимъ вйтвямъ, 
за ненмйшемъ болйе удобныхъ терминовъ, я дамъ назвашя алгебраи
ческого исчислем я  нлн алгебры, н аривметическаго исчисления или 
аривмет ики , прося при этомъ понимать эти выражешя въ ихъ самомъ 
шпрокомъ логическомъ смыслй, а не въ томъ слишкомъ узкомъ значенш,
которое имъ обыкновенно дается.

Полное рйшеше каждаго вопроса исчислем я, начиная съ самаго 
элементарнаго и кончая самымъ сложнымъ, состонтъ по необходимости 
изъ двухъ послйдовательныхъ частей, внолнй различныхъ по своей 
природй.

Задача первой части состонтъ въ такомъ преооразованш предло- 
женныхъ уравнение которое указывало-бы сиособъ составлешя неиз- 
вйстныхъ величинъ съ номощыо извйстныхъ; это алгебраическая сто
рона вопроса.

Во второй части требуется вычислить полученныя въ первой 
части формулы, т. е. прямо опредйлнть значеше пскомыхъ чиселъ, 
выраженныхъ уже въ вндй опредйленныхъ явныхъ функцш отъ данныхъ 
чиселъ; въ этомъ состонтъ задача аривмет ики  ").

*) Предположимъ, наиримЪръ, что задача приводить къ следую щ ему  
уравнешю, связывающему величину х  съ двум я  известными величинами а и о,

ж3 +  3 а х  =  2 Ь,
которое между прочнмъ получается и при дЪленш угла на три равный части. 
И зъ уравнешя видно, что зависимость х, съ одной стороны, и а и и съ другой 
вполне определена, но пока уравнен1е сохраияетъ свою первоначальную форму, 
совсЪмъ невозможно представить себъ, какъ неизвестная величина получается 
изъ извЪстныхъ, а между тЪмъ именно это и надо найти, чтобы пристушпь  
къ вычисление х. Въ этомъ и состоять предметъ алгеораической части задачи. 
Но когда, путемъ различныхъ преобразовашй, последовательно делавш ихъ  
прбисхождеше неизвестнаго все более и более яснымъ, мы представимъ ура- 
в н ет е  въ виде

з _____________  з ___________

ж — Ь +  V  Ь- +  а3 +  ~\/~ Ь — V  Ь1 +  ал 
то задач а  алгебры кончается, и даже если для пасъ окажется невозможнымъ



4-я  лвкцтя: Овщш в зг л я д ъ  н а  м а т е м а т и ч е с к ш  а н а л и з ъ . 7 3

Понятно, что въ каждомъ действительно ращональномъ решенш 
задачи арпеметическая часть сл'Ьдуетъ за алгебраической и составляетъ 
ея необходимое дополнеше, такъ какъ, очевидно, необходимо сперва 
узнать ироисхождеше неизв'Ьстныхъ чиселъ, чтобы затймъ определить 
действительным значешя нхъ для каждаго отдельнаго случая; такнмъ 
образомъ конецъ алгебраической части задачи становится исходными 
иунктомъ арпеметическои.

Алгебраическое исчислеше и исчислеше аривметическое сущ е
ственно отличаются, следовательно, другъ отъ друга по цели, которую они 
себе ставятъ; они не менее отличаются и но той точке зрйшя, съ ко
торой въ нихъ разсматриваются величины: въ алгебре изследуются 
соотношешя между ними, а въ ариеметике —  чпсленпыя ихъ значешя. 
Истинный духъ исчислеш я  требуетъ вообще, чтобы назначеше каждой 
части его было удержано съ самой строгой последовательностью и чтобы 
лишя раздела меясду обоими перюдами решешя была проведена на
столько ясно, насколько это допускаетъ данный вопросъ. Внимательное 
соблю дете этого правила, слншкомъ нренебрегаемаго, молсетъ оказать 
большую услугу при р е ш е т и  каждой отдельной задачи, направляя уси- 
л1я нашего ума въ каждый моментъ р е ш е т я  задачи на истинныя труд
ности, который этому моменту соответствуютъ. Въ действительности, 
несовершенство науки исчислешя часто заставляетъ насъ, какъ я это 
объясню въ следующей лекщи, смешивать при р еш ети  одного и того- 
же вопроса соображен! я алгебраическш съ соображешями ариеметиче- 
скими. Хотя при этомъ нельзя разделить всю работу на две строго 
определенный части, одну чисто алгебраическую, а другую —  чисто 
ариеметическую, но пользуясь предыдущими указаниями, возможно из
бежать смешения двухъ родовъ соображений, какъ-бы ни была велика 
связь меясду ннмН.

Стараясь какъ можно короче резюмировать разлшпе, на которое 
я указалъ, можно въ общемъ алгебру определить какъ науку, имеющую 
предметомъ рт иет е уравненш, и это определеше, которое сначала мо- 
жетъ показаться слншкомъ узкими, будетъ однако достаточно широко, 
если указанный вы раж етя понимать во всемъ ихъ логическомъ объеме, 
т. е. подразумевать подъ ними преобразоваше неявныхъ функций въ 
эквивалентный явныя. Такимъ лее образомъ ариомет иш  молсетъ быть 
определена какъ наука, занимающаяся вычислетемъ функщй. Слсимая 
эти онределешя насколько только возмолено, мне кажется, я могу дать 
действительно верное ноняНе объ делещи исчислешя, сказавъ, какъ я 
это въ дальнейшемъ изложенш и буду делать во избеж ите объясни- 
тельныхъ пернфразъ, что алгебра есть исчислеше ф ункщ й, а аривме- 
т ика— исчислеш е численныхъ значенш.

Легко теперь понять, насколько недостаточны и далее неправильны 
обыкновенным онределешя. Чаще всего преувеличенное значеше, при
даваемое знаками, заставляетъ различать эти две основныя ветви нечн- 
слешя но способу обозначешя иредметовъ разеуяедешя въ каждой, что, 
конечно, является нелепыми вт> принципе и неверными въ действи
тельности. Далее знаменитое определеше, данное Ньютономъ, который

выполнить указанным формулой ариеметичеешя оперении, все такп полученный 
выводи будетъ реальными и часто очень важными. Задача аривметики состо
ять теперь въ томи, чтобы, исходя нзъ этой формулы, найти х , когда значешя 
чиселъ а и Ь будутъ даны.
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назвалъ алгебру всеобщей -аривметикой, даетъ, конечно, очень ложное 
поняые о природе п алгебры, п ариометики ).

Установнвъ основное делеш е псчислешя на две главный отрасли, 
я долженъ сравнить вообще объемъ, значение и трудность этихъ двухъ 
частей нсчнслешя, чтобы затймъ остановиться только на исчисленш 
функцш, которая должна быть главнымъ предметомъ нашего нзсле-

довашя.
Исчпслеше чнсленныхъ значешй, или ариеметнка на первый взглядъ, 

казалось-бы, должно занимать такое же широкое поле, какъ и алгебра 
потому, что оно, повидимому, можетъ дать место столыснмъ же отдъль- 
нымъ задачамъ, сколько можно представить себе разлпчныхъ алгеораи- 
ческпхъ формтлъ, подлежащпхъ вычисленю , Но очень простого разсу- 
жденхя достаточно, чтобы показать, что область ариеметпки по своей 
природе безконечно меньше, чймъ область нсчнслешя функций если 
разделить функцш на простыя н слож ныя, то, очевидно, умея вы
числять простыя функцш, мы не встр-Ьтимъ никакого въ этомъ отно- 
шенш затруднешя прн разсмотр'Ьнш сложныхъ функцш, Съ алгеорап- 
ческоп точки зр’Ьшя сложная функщя играетъ роль, совершенно отлич
ную отъ роли элементарныхъ функщн, входящихъ въ ея составь; отсюда 
и' вытекаютъ вей главный трудности анализа; въ ариеметшсЬ дело стоить 
совсймъ иначе: тамъ число действительно различныхъ ариеметическихъ 
операцш определяется только чнеломъ элементарныхъ абстрактныхъфу нк- 
цш, очень небольшую таблицу которыхъ я представплъ выше. Вы числите 
этихъ десятп функцш даетъ безусловную возможность вычислять все оез- 
конечное множество функцш, разематрнваемыхъ математпческимъ аналн- 
зомъ въ современномъ по крайней м ере  ̂его состоянш. Къ каким ь оы 
формуламъ не приводило насъ составлеше уравнешй, новыя ариеметн- 
чесшя операцш появятся только тогда, когда намъ удастся создать дей
ствительно новые аналнтнчесюе элементы, а число ихъ во всякомъ 
случай всегда останется очень малымъ. По самой своей природе ооласть 
ариометики  очень ограничена, тогда,какъ область алгебры, строго го
воря, безпредельна.

Важно однако заметить, что область ариеметикм въ действитель
ности гораздо шире, чемъ это обыкновенно представляютъ себЬ, гакъ 
какъ много чисто ариемет ическихъ  воиросовъ, состоящнхъ въ вычпе- 
ленш, обыкновенно не относятся къ ариеметике въ виду установнв- 
шагося обычая разематривать ихъ вм есте съ совокупностью более или 
менее серьезныхъ аналитическнхъ наследований; преувеличен нов нред- 
ставлеше о важности знаковъ и здесь является главной причиной этого 
смешешя идей. Такимъ образомъ, не только построеше таблнцъ лого- 
рпомовъ, но также и вычнелеше трнгонометрнческнхъ таблнцъ пред- 
ставляетъ чисто ариеметичесюя операцш более высокаго порядка. Можно 
указать какъ на отпосяшдеся къ тому же разряду, хотя и къ совер
шенно иному и высшему классу, на все  щнемы, при помощи которыхъ

*) Я счелъ нужпымъ особенно указать на это опредЪлеше потому, что 
она служить основашемъ усвоеннаго многими здравомыслящими лицами, не
знакомыми съ математикой, взгляда на абстрактную часть этой науки 
такъ какъ они не приняли во внимаше, что въ эпоху, когда такое опредЬлеше 
было установлено, математический анализъ не былъ достаточно развнтъ, чтооы 
можно было правильно понять характеръ каждой изъ его главныхъ частей, 
этимъ именно и объясняется, какимъ образомъ Ныотонъ могъ предложить опре- 
дЪлеше, которое онъ навЪрно отбросилъ-бы теперь.
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для каждой отдельной системы частиыхъ значенш величинъ прямо 
определяется численное значеше зависящей отъ ннхъ функцш, въ тйхъ 
случаяхъ, когда невозможно найти общее выралсеше этой функцш въ 
явномъ виде. Съ этой точки зр'Ъшя численное рт иет е  уравненш, алге
браическое реш ете которыхъ неизвестно, а также и вычислеше опреде- 
ленныхъ интеграловъ, явныхъ выраженш которыхъ мы не знаемъ, вь 
действительности, не смотря на ихъ внешни! видъ, принадлежать къ 
области ариометики, куда слйдуетъ отнести все операцш, имеющш 
целью нахожденге численныхъ значенш  функцш. Действительно, отно- 
сяицяся сюда сообралсешя постоянно однообразны, какого бы рода ни 
были соответствующая вычисления, и въ то же время постоянно отли
чаются отъ чисто алгебраическихъ соображешй.

Чтобы окончательно составить себе правильное понятае о дйи- 
ствительныхъ пределахъ исчиелешя величинъ, къ нему надо отнести 
часть всей науки исчиелешя, носящую въ настоящее время особое на- 
зваше теорш чиселъ, но до сихъ поръ еще такь мало разработанную. 
Целью этой отрасли исчиелешя, по природе своей весьма обширной, но 
неимеющей болынаго значенья въ общей системе науки, является опре- 
делеше свойствъ, присущихъ различными числами въ силу ихъ значе
нш, независимо отъ какой бы то ни было системы счислешя. 1еорш  
чиселъ составляетъ нечто въ роде трансцендентной ариометики  и къ 
ней действительно подходить определеше, которое Ньютонъ предложили 
для алгебры.

Итаки, область ариометики  въ действительности гораздо шире, 
чемъ это обыкновенно представляютъ себе; но, все таки, какое бы за
конное распространеше мы ни допустили для нея, остается несомнен
ными, что въ совокупности абстрактной математики исчисленге величинъ 
всегда будетъ, такъ сказать, только точкой по сравненш съ исчисле- 
нгемъ ф ункцш , составляющими существо науки. Правильность такой 
оценки станетъ еще яснее, если принять во в ш ш а т е  соображешя, ко
торый мне остается указать относительно истинной природы ариемети- 
ческихъ вопросовъ вообще при более глубокомъ раземотрепш ея.

Желая определить точно, въ чемъ состоит^ собственно вычисли
т е, легко убедимся, что оно представляетъ въ действительности 
только преобразоваше подлежащихъ вычисленш функщи, имеющее, 
несмотря на свою специальную цель, собственно ту же природу, какъ 
и все  преобразовашя, изучаемый въ анализе. Съ этой точки зренья, 
на исчисленге величинъ молено смотреть просто какъ на п ри лож ен и и  
особое применеше исчиелеш я функцгй, вследствье чего ариеметика, 
какъ отдельная часть, такъ сказать, печезаетъ изъ совокупности аостракт- 
ной математики.

Чтобы лучше понять это сообралсеше, следуетъ заметить, что если 
нами предложено найти значеше какого нибудь неизвестнаго числа, 
способъ образован{я котораго намъ улсе данъ, то это число при форму
лировали самой ариеметической задачи улсе определено и выражено 
въ известной форме; отыскивая его значеше, мы только придаемъ его 
выраженш известный видъ, въ которомъ обыкновенно точно выра
жается каждое отдельное число, т. е. представляем, его съ помощью 
обычной системы счислешя. В ы числеш е  состоитъ исключительно въ 
одномъ простомъ преобразованы и, если первоначальное выраженш 
числа соответствуетъ обычной системе счислешя, то, собственно говоря, 
нетъ п вычислетя или, другими словами, на вопросъ отвечаюсь ело
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£S Ä H S  д а г Ä ̂ • . тгиг»тт 11PQVттт̂ тятъ бтдетъ при сложенш -3  и 1**»
образованы, иной результат „¿тпяжрчя въ (ЬормЪ, соотв4т-е т  д а л  s u  «™-
счпслеиш едь1дтщее соображеше съ возможной точностью, сл*-
дуетъ « Е !  ? " « » »  величину, значить только выразить ее

въ форм*
а +  b? +  c f  +  e l f  +  e f ........... +  iß"*.

*5 3 H js S E H ^r3
к а к ъ ° 2  частные случаи н*которыхъ алгебраических* преобразовали, 

конечно не принимать во вн п м ате сиещальныхъ трудностей, воз-

Т то  абстрактная математика со-

стоитъ главными образомъ пзъ исчисленгя ф ун щ ги, пРе^ а™ ^ а™ 
очевидно самую важную, самую обширную и
въ дальнМшемъ изложенш это псчислеше и Л Е к ъ  Г Г с ? а н ш  ти- 
поедметомъ наш ить аналптическихъ соображевдй. Итакъ, не останав 
ваясь болйе на исчисление аеличинъ, я прямо нереиду v .

определили, ьь  ч е й , еобстненно заклю-

5 ==£~=3 ?= Я § 1трудно установить отн ош ете конкретнаго къ
теперь объяснить съ философской точки зр*нш оошдй п р ш м ъ ™  ?лу- 
ствомъ котораго человйчесшй духъ въ огромномъ чпел* важныхъ сл. 
ЧЯРВТ г у м 'Ь л ъ  победить это основное затруднена.чаевъ сумБлъ н о о ьд —  nr. „ , I!umt Ш[Ш0СЪ Въ его совокупности, мыр  J вая этотъ основной вопросъ въ его совокупн ое^ , * »
естественным'!, образомъ придемъ къ первому приему облегченш еостав- 
лен1я упавнешй явленш. Такъ какъ главное п р еп ятеш е въ данном* 
с луча* состоитъ въ ограниченности числа нашихъ аналитических!, ,э . 
ментовъ то казалось, полное р*ш еш е заключалось-бы въ построети  
новыхъ Но этотъ путь, сколь-бы естественными онъ намъ ни казался, 
па самомъ д*л*, при бол*е глубокомъ изсл*дован1И ^ J M I c t m  шиш- 
Biefi- несмотря на несомненную его пользу, легко убфднться

^ Д м Г “ ^ е ш е  совершенно повой элементарной аб
страктной ф ^ п  соиряж ^о само по себ* съ весьма 
ногтями- есть даже что-то такое въ этой мысли, что кажется противо 
р*чивымъ: ни одиыъ новый аналитический элемента не 
существенными услов1я своего назначения, если-бы его нельзя ы.
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немедленно вычислить', но, съ другой стороны, какъ вычислить новую 
действительно простую функщю т. е. ф ункцш , не представляющую 
собою комбинацш уже извёстныхъ функцш? Это кажется почти невоз- 
можнымъ. Поэтому в в е д е т е  въ анализъ новой элементарной функцш, 
пли скорей новой пары функцш (такъ какъ каждая функщя сопровож
дается обратной), предполагаеть одновременное создаше новой арифме
тической онерацш, что, конечно, очень трудно.

Если мы попытаемся составить себе поняпе о ср.едетвахъ, кото
рыми человечесшй духъ могъ-бы воспользоваться для изобретенш но- 
выхъ аналитическихъ элементовъ, и изследуемъ пр!емы, уже примененные 
въ действительности при создан ¿и имеющихся въ нашемъ распоряженш 
функщй, то въ этомъ отношении наблю дете оставить насъ въ полнон 
неизвестности, такъ какъ ухищрешя, употребленный человечествомъ 
дтя этой цели уже, очевидно, исчерпаны. Чтобы убедиться въ этомъ, 
разсмотримъ последнюю пару простыхъ функщй, который были введены 
въ анализъ, и при образованш которыхъ мы, такъ сказать, сами при
сутствовали, а именно четвертую пару, такъ какъ пятая, какъ я уже 
сказалъ, не содержнтъ въ себе, собственно говоря, новыхъ анадитиче- 
скихъ элементовъ. Функщя ах , а следовательно и ея обратная функщя, 
быта построена путемъ представлетя съ новой точки зрйшя уже из
вестной ранее функцш— степени, когда поняые о последней было до
статочно обобщено. Нужно было только разсмотрйть степень но отно
шение къ показателю вместо того, чтобы обращать все внимаше на изм .- 
неше основатя; отсюда и явилась простая и действительно новая фун
кщя, пзменеше значешй которой следовало совершенно новому закону. 
Но этотъ щнемъ, простой и гешальный, больше ничего дать не можетъ, 
такъ какъ, произведя толсе самое со всеми существующими теперь 
аналитическими элементами, мы только приведемъ одни элементы къ

Поэтому мы совсемъ пе представдяемъ себе, какпмъ образомъ 
можно приступить къ построение новыхъ абстрактныхъ элементарныхъ 
функцш, удовлетворяющихъ всемъ необходпмымъ услов1ямъ. Эго не 
значить, однако, что мы теперь действительно достигли уже предела, 
положеннаго въ этомъ отношенш ограниченностью способностей нашего 
ума; несомненно даже, что носледше успехи математическаго анализа 
значительно расширили паши средства въ этомъ отношенш, такъ какъ 
они ввели въ область исчпслешя некоторые определенные интегралы, 
могупце въ нзвестныхъ отнош етяхъ заступить место новыхъ простыхъ 
функщй, хотя они далеко не удовлетворяютъ всемъ необходимым!, усло
виям!. и поэтому не включены мною въ таблицу истннныхъ аналнгиче- 
скихъ элементовъ. Впрочемъ, после зрелаго размышлешя, я нахожу 
неоспоримым!,, что число этихъ элементовъ можетъ увеличиваться только 
крайне медленно. Такймъ образомъ, пе въ указанному выше пршме 
человеческая духъ можетъ найти могущественное средство для возможно 
большаго облегчения составлетя уравнении

Если устранить этотъ первый щнемъ, то останется очевидно еще 
только одинъ: въ внду невозможности прямо найти уравнешя между
разсматриваемыми величинами, следуетъ искать соответствующая урав- 
н е т я  между другими, вспомогательными величинами, связанными съ пер
выми известными определенными законами, чтобы затФмъ, пользуясь ихъ 
взаимными отношешями, переходить къ отношенш между основными вели
чинами Въ этомъ действительно и состоитъ въ высшей степени плодо



7 8 О . Контъ. К у р с ъ  п о л о ж и т е л ь н о й  ф н л о с о ф ш .

творная концепщя, созданная уыомъ человеческими н представляющая наи
более удивительное оруд1е для математическаго нзследовашя явлешй 
природы, а именно анализъ , называемый трансцендентнымъ.

Съ общей философской точки зрйшя, вспомогательный величины, 
вводимый вместо основныхъ нлп одиовремеиио съ последними, могутъ 
быть связаны, для облегченья составленья уравнешй, какимъ угодно оо- 
разомъ съ непосредственными элементами задачи. Такнмъ образом ь, 
идея трансцендентнаго анализа гораздо шире, чемъ обыкновенно ее 
представляютъ себе даже самые глубоше геометры.

Въ высшей степени важно понять ее во всемъ ея логическому 
объеме, такъ какъ, можетъ быть, установнвъ обдщь способъ составлен ¡я 
производныхъ функцш, отличный отъ того, которымъ до снхъ пору 
ограничивались и который, очевидно, не есть единственно возможный, 
удастся современемъ внести существенное усовершенствоваше въ сово
купность математическаго анализа н, следовательно, создать для нзсле 
довашя законовъ природы средства более сыльныя, чемъ современ
ные пр1емы, могушде прытомъ, безъ сомненья, истощиться.

Однако, если принять во вннмаше только современное состои те 
науки, то единственными вспомогательными величинами, вводимыми 
обыкновенно въ трансцендентнымъ анализъ вместо основныхъ колн- 
чествъ, являются плп такъ называемые безконечно малые элементы, 
дифференциалы разлпчныхъ ыорядковъ, если этотъ анализъ разсматрн- 
вать следуя воззрен1ямъ Лейбница, пли, если следовать взгляду Нью
тона, ф лю ксш — предтлы отношений одновременныхъ нрпращенш перво- 
начальныхъ велнчынъ, сравниваемыхъ другъ съ другомъ, или короче, 
первыя н послгодтя отношенья этнхъ прираьцешй, или, наконецъ, если 
следовать за Лаграыжемъ, собственно производныя этпхъ величннъ, т. е. 
коэффищенты при разлпчныхъ членахъ соответственныхъ приращешй 
ихъ. Эти три главныхъ воззрешя на современный трансцендентный 
анализъ, а равно и все друия, предложеныя въ разное время н менее 
определенно формулированный, по своей природе должны быть необхо
димо тождественны какъ въ теорш, такъ и въ приложешяхъ, что я 
выясню въ общихъ чертахъ въ шестой лекцш.

Лто-же касается ихъ сравнительнаго достоинства, то мы увпдимъ 
тамъ-же, что воззрешя Лейбница въ приложешяхъ до спхъ поръ, пред
ставляютъ неоспоримое превосходство, хотя ихъ логическое основаше 
совершенно неправильно; идея Лагранжа, поразительная по своем! про
стоте, но своему логическому совершенству, по тому философскому 
единству, которое она внесла въ общую систему математическаго ана
лиза, разделявшагося до того времени на два почт!у независимыхъ 
зара, представляютъ въ приложешяхъ серьезный неудобства, замедляя 
ходъ разсуждешя. Взгляды Ньютона во всехъ  этнхъ отношеньяхъ за- 
нимаютъ среднее место; менее удобные для практики, но более ращо- 
нальные, чемъ воззрешя Лейбница, они уступаю тъ пдеямъ Лагранжа 
въ философскомъ отношенш, но нревосходятъ нхъ въ приложешяхъ.

Здесь не место обстоятельно объяснять, какимъ образомъ разсмо- 
реш е этнхъ всиомогательвыхъ величннъ, вводимыхъ въ уравнеше вме
сто ыервоначальныхъ, действительно облегчаетъ аналитическое выра- 
жеше законовъ явлешй: шестая лекьця будетъ спещально посвящена 
этому важному предмету, который будетъ изследованъ тамъ съ разлнч- 
ныхъ общнхъ точекъ зренья, установившихся въ трансцендентному ана
лизе. Теперь я ограничусь разсмотрешемъ этой идеи въ самомъ общемъ
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видЬ, чтобы вывести нзъ нея основное д4леш е исчислет я функцЩ  на 
два существенно различныхъ исчислетя, последовательное прим кнете 
которыхъ при рЬшеши математическихъ задачъ прочно установлено.

Въ этомъ отношенш и сл’Ьдуя естественному ходу мысли, на пер- 
вомъ ийсшЬ надлежитъ по необходимости поставить трансцендентный 
анализъ, такъ какъ онъ имеешь общей целью облегчить составлеше 
самыхъ уравненш, что, очевидно, должно предшествовать собственно 
ргы иШ ю  этихъ уравнений, представляющему предметъ обыкновеннаго 
анализа. Но, хотя въ высшей степени' важно именно въ такомъ вид'Ь 
представлять себЬ истинную связь между этими двумя частями анализа, 
однако, следуя общепринятому обычаю, удобнЬе изучать трансцендентный 
анализъ только иослЬ обыкновеннаго анализа; ибо, хотя въ сущности транс
цендентный анализъ логически не зависши, отъ обыкновеннаго, или, 
по крайней мЬрЬ, теперь возможно поставить его въ почти независимое 
положеше, по все таки несомнЬнно, что при примЬнеши трансцендент
ного анализа къ рЬшенпо различныхъ задачъ возникаешь болЬе плн 
менЬе настоятельная надобность въ дополненш рЬшешя съ помощью 
обыкновеннаго анализа, и потому мы будемъ принуждены оставлять по
добные вопросы въ сторонЬ, если предварительно не нзучнмъ обыкно
веннаго анализа.

Итакъ изъ всего предъйДущаго мы видимъ, что иечиелет е ф у н щ ш  
или алгебра, въ самомъ широкомъ смыслЬ этого слова, состоишь нзъ 
двухъ существенно различныхъ частей; нзъ нихъ одна занимается не
посредственно ргошемемъ уравненш, когда эти уравнешя составлены 
прямо между разсматриваемыми величинами, а другая, исходя изъ ура- 
вненш между величинами, только косвенно связанными съ относящимися 
къ задачЬ,— т. е. изъ уравненш, который вообще гораздо легче соста
вить, имЬетъ своимъ прямымъ и постоянными пазначешемъ получать 
нзъ нихъ, при помощи неизмЬниыхъ аналитическихъ щнемовъ, соотвЬт- 
ствуюнця уравнешя между непосредственно разсматриваемыми величи
нами н приводить такими образомъ задачи въ область предыдущаго 
исчислетя. Первое иечиелете чаще всего ноентъ н азв ате  обыкновен
наго анализа, или собственно алгебры, второе составляетъ то, что на
зывается транс цендентнымъ анализомъ, н обозначалось различными 
назвашями: иечиелет е безконечно-малыхъ, иечиелет е флюкеш и  флю- 
ентъ, иечиелет е изчезающихъ и т. д., смотря по той точкЬ зрЬшя, съ 
которой этотъ анализъ разсматривался. Чтобы отстранить всякаго рода 
постороншя соображешя, я предлагаю назвать его иечислет емъ косвен- 
ны хъ функщ й, а обыкновенному анализу дать н а з в а те  исчислет я пря- 
м ы хъ (фунщш. Эти выраженья, который я составляю главными обра
зомъ путемъ обобщешя и болЬе точной формулировки идей Лагранжа, 
должны” просто и опредЬлепно указывать дЬйствптельный общш харак- 
теръ каждаго нзъ этихъ двухъ родовъ анализа.

Установивъ такими образомъ основное д е л е т е  математическаго 
анализа, я долженъ теперь разсмотрЬть въ полномъ объеме каждую изъ 
этихъ частей отдЬлыю, начавъ съ исчислет я прям ы хъ ф у н щ ш , но 
имЬя въ виду съ большей подробностью остановиться на различныхъ 
отдйлахъ косвеннаго исчислет я ф ункщ й.
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Общ1я соображешя объ исчисленш прямыхъ оункцж.

На основанш общаго объяснешя, приведеннаго въ конц* прошлой 
лекцш, исчислеш я прямы хъ ф у н щ т  плп собственно алгебры вполн* 
достаточно для р*ш еш я математическими задачи, если послфдшя на
столько просты, что можно сразу составить уравнеш я между разсма- 
триваемымн велпчпнамп, не вводя, вм*сто нпхъ или одновременно съ 
ними, какой-нибудь системы вспомогательными велпчинъ, прогезвод- 
ны хъ  отъ первыми. На самомъ д*л* въ огромномъ болынинств* слу- 
чаевъ исчислите косвенныхъ ф у н щ т , предназначенное для облегчен] я 
составленья уравнений должно предшествовать прпм'Ьненно прямого исчи
сления н подготовлять его. Но, хотя въ такомъ случай роль алгебры 
является только второстепенной, т*мъ не мен*е она всегда принимаетъ 
по необходимости участие въ полномъ р*ш енш  задачи, такъ что исчи- 
слёнге прям ы хъ ф у н щ т  по самой своей природ* продолжаетъ оста
ваться основашемъ всего математическаго анализа. По этому мы, прежде 
ч*мъ идти дальше, должны разсмотрйть въ общихъ чертахъ истинный 
составь этого исчислешя и степень развития, котораго оно достигло 
въ настоящее время.

Такъ какъ окончательной ц*лью прямого исчислешя является соб
ственно ргъшенге уравнение, т, е. раскрытие способовъ составления не- 
извйстныхъ величинъ съ помощью извйстныхъ на основании сущ ествую 
щими между ними уравнение, то прямое исчисление естественно нм*етъ 
столько различными частей, сколько действительно различныхъ клас
сов* уравнешй мы себ* можемъ представить; елфдовательно, его объемъ, 
строго говоря, безконеченъ, такъ какъ число аналитическими функций, 
могущихъ войти въ уравнешя, само по себ* безконечно велико, не смотря 
на то, что вс* эти функции состоять изъ очень небольшого числа пер
воначальными элементовъ.

Рациональная классификация уравнешй должна, очевидно, опред*- 
ляться природою входящими въ составь уравнений аналитическими эле
ментовъ; всякая другая классификация по сущ еству своему не можетъ 
не быть произвольною. В ъ этомъ отношении математики прежде всего 
дйлятъ вс* уравнешя съ одними или многими переменными на два 
главныхъ класса, смотря потому, заключаютъ-ли они только функции
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лервыхъ трехъ паръ (см. таблицу 4 лекцш стр. 70), или-же, кроме 
того, въ нихъ входишь еще показательный и круговыя .функщи. Назва- 
Hie функщи алгебраическихъ и трансцедентныхъ, которое обыкновенно 
даютъ этимъ двумъ главными группами аналитическихъ элементовъ, н е
сомненно мало удовлетворительно; шЬмъ не менее общеустановленное 
д'Ьлешс соотв'Ьтствующнхъ уравненШ вполне реально въ томъ смысла, 
что pim enie уравненШ, заключающихъ такъ-называемыя трансцендент
ный функцш, нредставляетъ по необходимости больше трудностей, ч4мъ 
piu iem e такъ-называемыхъ алгебраическихъ уравненШ. Благодаря этому, 
первыя уравненШ до снхъ поръ мало изучены, такъ что часто р'Ьшеше 
самыхъ иростыхъ уравненШ этого рода намъ совершенно неизвестно *).

Наши аналитичесше методы относятся почти псключительно къ 
р'Ьшеншмъ уравненШ второго рода. Разсматривая теперь только алге- 
браическШ уравненШ, нужно прежде всего заметить, что хотя онн часто 
содержать въ себе какъ ращональныя, такъ и нрращональныя функцш 
неизвестныхъ, но всегда возмонню, съ помощью более плн менее лег- 
кпхъ преобразованШ, привести второй случай къ первому; такнмъ обра- 
зомъ математики для решенШ всякнхъ алгебраическихъ уравненШ могли 
ограничиться нзучешемъ уравненШ, заключающихъ только ращональныя 
функщи. При возникновении алгебры уравненШ распределялись по числу 
ихъ членовъ, но эта класспфикащя была, очевидно, неправильна, такъ 
какъ она разделяла подобные въ действительности случаи и соединяла 
друие, въ которыхъ общимъ звеномъ являлось не имеющее реальпаго 
значения обстоятельство **).

Такое д е л е т е  сохранено только по отношение къ двучленнымъ 
уравненШмъ, действительно допускающимъ одно свойственное только 
нмъ общее pemenie.

Класспфикащя уравненШ по признаку, который называется ихъ 
степенью, издавна и повсюду принятая математиками, наоборотъ, въ 
высшей степени естественна и заслуживаешь упоминанШ здесь; сравни
вая только по степени соответствующая другъ другу по относительной 
сложности уравненШ, мы можемъ сказать, что это д е л е т е  строго опре
дели етъ большую или меньшую трудность ихъ решенШ. Такая после
довательность действительно заметна для всехъ уравненШ, р е ш е те  
которыхъ намъ известно; но ее можно объяснить въ общемъ виде, не
зависимо отъ результата самаго решенШ. Для этого достаточно обратить 
вннмаше, что уравнеш е каждой степени въ самомъ общемъ его виде 
ио необходимости заключаешь въ себе все уравненШ разлнчныхъ низ- 
шихъ степенен; тоже самое должно иметь место и относительно фор
мулы, определяющей неизвестную. Следовательно, какъ бы незначительна 
ни была, ио предположение a priori, соответствующая данной степени 
трудность решенШ, она должна увеличиваться по мере возрасташя сте
пени уравненШ, ибо трудность данной степени неизбежно осложняется 
трудностью всехъ предыдущих!, степеней.

*) Какъ-бы просто ни казалось, напртгЬръ, ур авн ете
а* +  Ь* =  сг,

ргошете его до сихъ поръ еще неизвестно; этотъ прнмъръ можетъ дать некото
рое пбняме о чрезвычайномъ несовершенстве указанной части алгебры.

**) Та-лсе^ошибка была на некоторое время допущена позлее въ исчпслеше 
безконечно малыхъ относительно пнтегрнровашя цифференщальныхъ уравнешй.

Огюстъ Коитъ. Т. Ъ  6
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Возрастан1е трудности настолько велико, что до снхъ норъ рйше- 
aie алгебраическими уравненш известно намъ только для первыхъ 
четырехъ степеней. Въ этомъ отношен1и алгебра не сделала заменило 
усп'Ьха со времени работъ Декарта и итальянскихъ математиковъ Х\ 1 
стол’Ь тя  хотя въ посл’Ьдше два вйка не было можетъ быть ни одного 
геометра, который не нытался-бы подвинуть впередъ piiuem e уравне- 
шй. Далее уравнеше пятой степени въ общемъ виде до сихъ норъ не
п о д д а е т с я  b c í m h  у си л д я м ъ .

В се возрастающая сложность, которую по необходимости доля,иы 
представлять формулы для р-Ьшешя уравненш  по mí,p i  увеличены сте
пени нхъ, и крайшя затруднетя, возникаю идя при пользованы форму
лой р'Ьшешя уравнешя четвертой степени и дЬлаюшдя ее почти непри
менимой, заставили математиковъ по молчаливому соглашешю отказаться 
оть продолжешя подобныхъ изсл'Ьдовашй, хотя они далеко еще не ечн- 
таютъ невозможными получить современемъ рйшеше^ уравненш пятой 
и HiKOTOpbixb высшихъ степеней *). В ъ этомъ отнош ети единственными 
вопросомъ, представляющими действительно важное значеше, по крайней 
M ip i си логической точки зрйшл, являлосъ-бы общее pim enie алгеораи- 
ческихъ уравнены любой степени; но, чймъ оолйе мы будемъ размы
шлять объ этомъ предмете, гЬмъ более мы согласимся съ Лагранжемъ, 
что эта задача превосходить сплы нашего ума. Надо, кромЬ того, еще 
замйтнть, что формула, которая выражала-бы корень уравнешя степени 
га, по необходимости должна-бы заключать въ ce ó t радикалы порядка га 
(или функцш той-же многозначности) въ виду того, что она должна да
вать га значений Кроме того, какъ мы внд'Ь.ы, эта формула должна еще 
заключать, какъ частные случаи, корни вейхъ уравнены низиыхъ сте
пеней; по этому оказывается, что формула будетъ заключать въ c e o i 
еще радикалъ порядка га— 1, порядка га— 2 и т. д.; такими образомъ, 
если-бы даже удалось найти подобную формулу, она была-бы елншкомъ 
сложной и потому неудобо и р и mí,и имой на практике, если только не 
удалось бы упростить ее, сохранивъ при этомъ всю ея общность, вве- 
дешемъ новыхъ аналптическнхъ элементовъ, о которыми мы пока не 
нмеемъ даже никакого понятая. Позволительно поэтому думать, что если 
мы въ этомъ отношены еще не достигли пределовъ, положенными намъ 
слабыми силами нашего разума, то мы очень скоро дойдемъ до иихъ. 
если будемъ деятельно и непрерывно продолжать такого рода изеле-

довашя. ,
Кроме того важно заметить, что если-бы даже мы получили ръ- 

uieHie алгебраическихъ уравнены любой степени, то мы закончилн-бы 
изучеше только очень небольшой части собственпо алгебры, т. е. исчн- 
слешя прямыми функцш, заключающего piiuenie вейхъ уравнены, ко
торый можно образовать съ помощью известными нм u t  аналитических ь 
функщй. Наконецъ, чтобы окончательно выяснить философскую точку 
зрйшя на этомъ предмета, следуетъ признать, что въ силу непреложна! о 
закона человеческой природы мы обладаемъ гораздо большими сред
ствами для постановки новыхъ вопросовч,, чемъ для решения нхъ, пли, 
другими словами, человечески! духъ более способенъ воображать, чъмъ

*) Мемуаръ Абеля „Mémoire sur les équations algébriques, où l'on d e
m ontre l’im possibilité de la résolution de l’équation générale du cinquièm e d eg ie  . 
въ которомъ доказывается невозможность общаго алгебрайческаго рЪшешя 
уравпенЩ степени пятой н выше, былъ напечатанъ въ 1824 щ  но какъ видно, 
не былъ извЬстенъ еще Конту. (Прим. рсо.).
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разсуждать; поэтому мы по необходимости всегда будемъ оставаться 
передъ неразрешимыми для насъ затруднешями, до какой-бы степени 
развитая пи дошла наша умственная деятельность. Такимъ образомъ, 
даже если-бы когда нибудь мы нашли полное р е ш е т е  всехъ  ныне 
известныхъ аналитическихъ уравнены, что после н!котораго обсуждения 
должно быть признано совершенно неосуществимыми, то несомнено 
прежде чемъ будетъ достигнуть этотъ результатъ и вероятно даже въ виде 
вспомогательиаго средства, мы победимъ го])аздо меньшую, но все таки 
весьма серьезную трудность, и построимъ новые аналитичесше элементы, 
введшие которыхъ создастъ новые классы уравнешй, о которыхъ мы 
теперь не имеемъ ни малейшаго понятая. Вследстане этого настоящее 
относительное несовершенство алгебры останется въ прежнемъ виде, 
не смотря на несомненное и весьма важное увеличеше абсолютнаго 
объема нашихъ познаны.

При современномъ состоянш алгебры полное р е ш е т е  ур ав н ен т 
двучленныхъ, некоторыхъ особыхъ уравнешй высшихъ степеней и не- 
большаго числа показательныхъ, логариемическнхъ и круговыхъ урав- 
ненШ иредставляетъ все те  основные методы, которые псчислеше прямыхъ 
функцШ даетъ для р е ш е тя  математнческихъ задачъ. Но и съ такими 
ограниченными средствами геометрамъ темъ не менее удалось изследо- 
вать, действительно поразительными образоми, весьма большее число 
важныхъ вопросовъ, какъ мы это увидимъ далее въ этомъ же томе. 
Обиця усовершенствовашя, введенный въ т е ч е т е  этого века въ систему 
всего математическаго анализа, отличались именно необычайно широ
кими развнтаемъ приложены неболынаго количества пртбретенны хъ 
по исчислены прямыхъ функцш познаны, а не направлялись къ увели
чен ¡ю нхъ. Въ этомъ отношены математики достигли такого успеха, 
что чаще всего при полномъ решены различныхъ задачъ нзъ исчисле- 
ш я прямыхъ функцы действительно применяются только самыя про
с т а я  части его, т. е. относящаяся къ уравнешямъ двухъ первыхъ сте
пеней съ одними или несколькими переменными.

Крайнее несовершенство алгебры относительно р е ш е т я  уравнены 
заставило математиковъ заняться новыми классомъ вопросовъ, истин
ный характера, которыхъ очень важно указать здесь. Признавъ необхо
димыми отказаться отъ дальнейшаго изследовашя способовъ р е ш е т я  
алгебранческихъ уравнены степеней высшихъ, чемъ четвертая, матема
тики занялись иополнетемъ этого огромнаго пробела, насколько то было 
возможно, и остановились на такъ называемомъ численномъ рт аенги  
уравнент . Не имея въ большинстве случаевъ возможности получить 
формулу , которая выражала бы, какой неявной функщей данныхъ чи- 
селъ является неизвестная, математики, за отсутств1емъ этого един- 
ственнаго, чисто алгебраического р еш етя , пытались по крайней мере 
определить, независимо отъ формулы, численное значенге каждаго не- 
известнаго для той или другой системы частныхъ значенш данныхъ ве- 
личинъ. Благодаря ряду работъ, эта неполная и, такъ сказать, незакон
ная операщя, въ которой тесно соединены чисто алгебраичесюе и чисто 
ариометичешае вопросы, можетъ быть выполнена действительно во 
в сехъ  случаяхъ для уравнен1й любой степени и даже любого вида. Въ 
указанномъ направлены остается только упростить щпемы и сделать 
нхъ действительно удобными для примейешя, что, какъ можно надеяться, 
и будетъ достигнуто впоследствы. Принимая во вн и м ате такое поло- 
ж е1ие исчнслен1я прямыхъ фуншии, при его применены стараются, на-
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р'Ьшеше уравненш . двагодЬненъ, за ноим-Ьшемъ истиннаго

= 5 = * » = = S 2 = S 3 £r Z T Z S » »
тельности шгЬютъ только подготовительный характеръ и служить всту 

Т  ^ Й ' ю у ч ^ в п д н о  . « н о  „аИтп_не — Ж Й

^ ж р ^ с ^ а н е т о м ъ ^ л ^ а ’Ь^ногд^данная задачу заключает^ ^ .  ce6t

й “ ны»; ь , » « » »

KS  „  - к н ы  ~ Х ь “ ° и Х Г н Т с ™ в р » ™ д а о “ р ^ ш  
3 T M ^ 3 í . % a L ®  m  ДВУХ, уравнений .любо» 

формы. самыхъ стыхъ вопросахъ, когда мы должны решить 

только одно хравнеше съ однинъ неизвйстнымъ,
тани оказывается в е с н а  несоверш енный, нцем оиъ даже « о н оттшш=тслучай! ни сколько не облегчаюгь намь производства новыхъ вычислен., 
ш ” т п у г о м ъ  очень мало отличающемся отъ перваго, такъ какъ . 
ир ín r io c i  ’ отвлечь и наследовать отдельно чисто алгебраическою гасть 
вопроса, общую для всйхъ случаевъ, возникающихъ вследствие простого 

“ tHK S  предидущихъ соображен«* исчислеше 
цш, разсматриваемое въ его современномъ с°стоднш eJTeCTB^ Hc°M0Pr 
делается на две совершенно различный одна отъ р у ™  “  и ю г я
ío  тому, останавливаемся ли мы на алгеоРаичес%0̂ ^ ^ ^ ^  
решети уравнения. Первая часть, единственная действительно удовлс
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творяющая насъ, къ сожаление, весьма мало развита п вероятно на
всегда останется въ крайне узкнхъ пред4лахъ; вторая, чаще всего 
недостаточная, шгЬетъ однако предъ первой преимущество значительно 
большей общности. Необходимость строго различать этп две части оче
видна, такъ какъ цель, поставляемая- себе каждой изъ нихъ, сущ ест
венно различна, и вслйдств1е этого отличается и точка зрйшя, съ которой 
въ каждой части изслйдуются величины. Кроме этого, если разсматривать 
эти части алгебры по отношешю къ методами, которыми онй руковод
ствуются, то мы придемъ къ совершенно различными системами под- 
раздйлеьпя. Действительно, первая часть должна делиться согласно при
роде уравн етй , реш енLe которыхъ известно, и совершенно независимо 
отъ какихъ-бы то ни было соображенш о величине неизвестныхъ. Во 
второй части, наоборотъ, npieMbi реш еш я естественно различаются не 
по степенямъ уравненш, такъ какъ они применимы къ уравнешямъ 
любой степени, но по численному значетю самыхъ неизвестныхъ: чтобы 
вычислить этп величины прямо, не пользуясь формулами, который 
выражали-бы ихъ, очевидно нельзя прибегать къ одними и тймъ- 
же способами, независимо отъ того, могутъ-лп быть величины найдены 
только съ помощью ряда приближения, всегда неполныхъ, или-же они 
могутъ быть получены совершенно точно. Различ1е между соизмеримыми 
п несоизмеримыми корнями, имеющее такое. значеше при численномъ 
р еш ети  уравненш и требующее при определенш корней нрименешя со- 
вершепио особыхъ пр1емовъ, утрачйваетъ свою важность прп алгебраи- 
ческомъ решенш уравнений где рацгональность пли ирращональность 
получаемыхъ чиселъ представляетъ простую случайность, не могущую 
оказать никакого вл1яшя на применяемые npieMbi; одними словомъ это 
различ1е имфетъ чисто ариеметическое 3iia4eHie. Тоже самое, хотя и 
въ меньшей степени, мояшо сказать о деленш соизмеримыхъ корней 
на цйлыя н дробныя. Наконецъ тоже замечаше относится, и еще съ 
большими основашемъ, къ самому общему деленш  корней на вещест
венные и мнимые. В се последшя соображешя, пмеюшдя основное зна
чеше при численномъ решенш уравненш н не имеюиця никакого при 
решенш алгебраическомъ, яснее и яснее заставляетъ чувствовать суще
ственное разлшйе этихъ двухъ главныхъ частей собственно алгебры.

Указанные два отдела алгебры, составляюиЦе непосредственный 
предметъ исчислешя прямыхъ функцш, подчинены третьему, чисто умо
зрительному, у  котораго оба первые заимствуютъ свои наиболее могу
щественные npieMbi и который весьма точно обозначепъ общими назва- 
шемъ meopiu уравнетй, хотя эта Teopin и касается только такъ назы- 
ваемыхъ алгебраическихъ ур авн етй . Численное решеше уравн етй , 
какъ наиболее общее, особенно нуждается въ этой ращональной основе.

Эта последняя и весьма важная часть алгебры естественно при
водится къ двумъ классами вопросовъ: во-первыхъ, къ вопросами, отно
сящимся къ составу уравнетй , и во вторыхъ, къ вопросами объ нхъ 
преобразоваши; эти преобразовашя имеютъ целью нзменеше корней 
уравнешя, остающихся неизвестными, следуя какому нибудь данному 
закону, при условш, что этотъ законъ однообразенъ по отношешю ко 
всеми корнями ■')•

*) По поводу Teopin уравнетй я должепъ указать здЪсь на нелншепный 
■ нзвЪстпаго значешя пробили. Основной пршщнпъ. па которомъ построена эта 

Teopia и который такъ часто применяется во всеми математическомъ ана-
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Чтобы дополнить предыдущее краткое оощее перечислена вскхъ су- 
шественныхъ частей исчислетя прямых* функщп, я долженъ наконецъ осо 
бе^но указать на одну пзъ самыхъ плодотворных* и важных* теорш 
собственно алгебры, именно на теорш  преобразован1я функдш въ ряды 
при помощи такъ называемаго метода неопределенных* коэфнщентовь. 
Этотъ чпсто аналитически! методъ долженъ быть прпзнанъ однимъ из* 
с 2 ы х ъ  замечательных* открыт!« Декарта; онъ конечно утратнлъ часть

т аз*  а именно разложен1е ращопальпыхъ и цълыхъ алгббранческггхъ функщй

« , Х ё Х “ м Л м 0 - в ы  ЧТО сотвмстпую.щВ классъ ypanneiin  ве мо- 
Ï T i E r a m  a i  плп поверхность sni generis, п его м ц т *  
мЪсто в с е г д а  входило-бы въ систему геометрическихъ мъстъ, соотвЬтствующ!.  

упяинешямт низшпхъ степеней, такъ что въ копцТ, коицовъ каждое уравнение

= S = S i = =
ТР .Г ' ч т о я  у%.вляюеь S  н и к т о  н е  попытался установить прямо это характе-
-пистнческое разлнше между фупкц1ямн отъ одной или многихъ перем*нныхъ.
Я укажу здесь  кратко на найденное мною абстрактное и оищее доказательство 
т е о р е м ы  х о т я  его удобнЬе было бы поместить въ спещальпомъ сочинепш  

1)’ Если бы f  (х. у) можетъ разлагаться на множители первой степени

X дало бы формулы, въ которыхъ непременно содержался бы у' ™ дъ зндкомъ 
радикала. Находящаяся подъ знакомъ радикала функши
были бы полными степенями, а между т*мъ онЬ должны были бы бдаь та^ 
выми чтобы соотвЪтствующш элементарные множители J  (я, у), первой с 
п е т  относительно а-, были тоже первой степени, или хотя бы просто рацюналь-

НЫМИ Это^бстояте^ьство можетъ нмЪть место только въ нЪкоторыхъ частных* 
стучаяхъ когда коэффищепты удовлетворяютъ более или меиЬе многочислен 
“  ’  но’ всегда опредъленпымъ услов1ямъ исключена радикалове. Тоже раз- 
суждеш е еще с е  большей силой прилагается къ функщямъ съ тремя, четырьм

И б°Л Ч  Второе доказательство, весьма отличное по природ* своей отъ перваго,

формуле функдш степени т отъ двухъ перемЪппыхъ, равно 3 , но если
бы такая сЬуншпя могла разлагаться хотя бы на два множителя, одипъ степени п, 
а другой степени т —и, то п роизведете ихъ заключало-бы число произволь-

м (и+ 3) . Ы  и)—U»— Д ± Д ,.„  та|Г1л;як1, дтп число.
ныхъ постоянныхъ равное   т > h 2
какъ легко убедиться, менее предыдущаго на п(т—п), то, следовательно, по
добное произведете, менее общее, чъмъ первоначальная функдш, по можетъ 
представлять ее постоянно. Видно даже, что такое сравпеше потребовало бы 
существовашя п{т—п) особыхъ отнош етй между коэффищентами этой функдш, 
которой легко можно было бы найти, раскрывая тождество. Этотъ новый родъ 
доказательствъ, основанный на с'оображенш, которым* обыкновенна пренебре- 
гаютъ, вероятно найдетъ себе  съ пользой прим*неше и въ нЬкоторыхъ др}
гнхъ случаяхъ.
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.своего значения со времени пзобр’Ьтешя и развитая исчислешя безко- 
нечно малыхъ, которое съ такимъ успЬхомъ замфняетъ его во многихъ 
частныхъ случаяхъ. Все возрастающее р асп р о стр ан и в трансцендентнаго 
анализа хотя и сделало этотъ методъ, съ одной стороны, менее необхо
димыми, съ другой стороны, однако, еще более увеличило число при- 
ложещй и расширило его поле д'Ьнствгя, такъ что благодаря полезному 
соедпнешю этнхъ двухъ теорш примйнеше неопредйленныхъ коэффи- 
щентовъ сделалось теперь бол4е широкимъ, чймъ даже до открытая 
исчислешя косвеннныхъ функцш.

Набросавъ общую картину алгебры въ собственномъ смысле это 
слова, я долженъ изложить некоторый соображешя о главныхъ пунк- 
тахъ исчислешя прямыхъ функцш, понятая котораго могутъ быть съ 
пользой освещены философскнмъ нзслйдовашемъ.

Трудности, относяпцяся къ некоторыми отдельными символами, 
созданными алгебраическими псчпслешемъ, а именно къ такъ называе
мыми мнимымъ  выраженьями, были, какъ мне кажется, значительно 
преувеличены чисто метафизическими соображеньями, который пытались 
применить здесь вместо изучешя этнхъ несколько странныхи результатовъ 
съ надлежащей точки зрешя, т. е. какъ простыхъ аналитическихъ фактовъ. 
Понимая пхъ такимъ образомъ, легко увидимъ, что такъ какъ вообще 
духи математическаго анализа состоитъ въ разсмотренш велпчннъ только 
съ точки зрешя ихъ взаимныхъ отношешй, независимо отъ всякаго 
представлен!я объ опредЬленномъ численномъ значенш пхъ, то математики 
по необходимости должны допускать всякаго рода выраженья, которыя 
являются результатомъ алгебранческпхъ комбпнащй. Если-бы матема
тики захотели отказаться хотя-бы отъ одного такого выражешя въ виду 
его кажущейся странности, которая всегда можетъ проявиться при из- 
вестны хъ частныхъ предположешяхъ о значенш разматриваемыхъ ве- 
лпчинъ, то они были-бы принуждены изменить общность всйхъ свонхъ 
понят!!! и вводить въ каждое разсуждеше целы!! рядъ совершенно чуж- 
дыхъ ему ограничен!!!; такимъ образомъ они лишили-бы математическш 
аналнзъ его главнаго и весьма характернаго пренмущества-простоты и 
однообраз!я идей, которыя въ немъ комбинируются. Затруднешя, обык
новенно нспытываемыя нашнмъ умомъ по поводу этнхъ странныхъ вы- 
ражешй, происходить, мне кажется, главнымъ образомъ отъ ошнбочнаго 
н безсознательнаго смйшешя понятш о ф ункцш  п съ понЯтаемъ о чи
сленномъ значенш , или, что приводится къ тому лее, отъ смешешя 
алгебраической точки зрешя съ аривметической.

Если-бы природа этого курса позволяла мне развить этотъ вопросъ 
съ достаточной полнотой, то было-бы не трудно, какъ я думаю, поль
зуясь надлежащими образомъ указанными въ этой п двухъ предыду- 
щихъ лекщ яхъ соображешями, разееять тотъ туманъ, которыми ложный 
взглядъ на дело обыкновенно окружаетъ все эти понятая. Подобное 
пзеледоваше доказало-бы, что математическш аналнзъ по природе своей 
во многнхъ отношешяхъ, мною только-что упомянутыхъ, гораздо яснее, 
чемъ это обыкновенно думаютъ даже сами геометры, введенные въ за- 
блужд&ше неправильными замечан!ямп метафнзиковъ.

Что-же касается отрицательныхъ величинъ, вызвавшихъ, благодаря 
тому-же метафизическому направлешю, столько неуместныхъ разеужде- 
н й , лнщенныхъ всякаго ращональнаго основан!я п какой-бы то ни было 
научной пользы, то слйдуетъ отличать, постоянно имея въ виду про
стой аналитически! фактъ, абстрактное значеше этихъ величинъ отъ



88 О. Контъ. К у р с ъ  п о л о ж и т е л ь н о й  ф и л о с о ф и и .

ихъ конкретнаго объяснешя, которыя до снхъ поръ обыкновенно смй- 
шпвалн. В ъ первомъ oTHOUieniii теор!я отрицательныхъ велнчннъ мо- 
ж'етъ быть съ надлежащей полнотой установлена съ одной алгебраиче
ской точки зр’Ьшя. Необходимость допустить такого рода результаты 
наравне со всеми другими вытекаетъ пзъ общаго соображены, только- 
что мною указаннаго; унотреблеше отрпцательныхъ велпчинъ, какъ 
аналитическаго способа обобщения формулъ, не можетъ создать въ дей
ствительности никакой серьезной трудности.

Итакъ можно считать, что абстрактная Teopifl отрпцательныхъ 
величинъ не оставляетъ желать ничего существенная); въ действитель
ности она представляетъ только те  затруднешя, которыя въ нее вве
дены весьма не кстати съ помощью разныхъ софистическихъ сообра
женш; но далеко не въ такомъ положены находится конкретная Teopifl 
этихъ величинъ.

Съ этой точкп зрей ¡я значение отрпцательныхъ величинъ глав
ными образомъ состонтъ въ удивительной способности знаковъ +  и —  
аналитически представлять протнвоположеше значений, которыя могутъ 
получать некоторый величины. Эта общая теорема объ отноийены кон
кретнаго къ абстрактному въ математике есть одно нзъ самыхъ бле- 
стящпхъ открытий, которымъ мы обязаны гешю Декарта, и сделано пмъ 
съ помощью простого правильно направленнаго фнлософскаго наблю
дения.

Съ техъ  поръ миойе геометры пытались установить прямо общш 
доказательства указанной теоремы, но до настоящаго времени все ихъ 
усилия были безнлодны, отчасти потому, что они пробовали уничтожить 
затруднение пустыми метафизическими соображениями или слишкомъ 
рпсковапнымп сравнешямн, отчасти потому, что они принимали простыя 
проверки въ частныхъ, более или менее ограннчеиныхъ случаяхъ, за 
настоящпя доказательства. В с е  эти неудачный попытки и смешение 
абстрактной и конкретной точекъ зреш я вызвали въ этомъ отношении 
такую путаницу, что здесь необходимо определенно устаиповнть общш 
фактъ, независимо отъ того, захочетъ-ли кто удовольствоваться принме- 
ненйемъ этого факта, нли-же ииопытаться объяснить его. Самый фактъ, 
помимо какого-либо объяснения его, состоять въ следупопцемъ: если въ 
какомъ-нибудь уравнении, выражающемъ отпошешя величинъ, могущихъ 
получать противоположныя значения, одна илни несколько нзъ иииихъ бу- 
дутъ подлежать отсчету въ сторону, ¡противоположную той, въ которой 
онп были приняты при первоначальном!, составлении уравнений!, то нТлп, 
надобности для этого второго положешя явления составлять непосред
ственно новое уравнеше, а достаточно въ первомъ уравнены  переме
нить знаки у  каждой изъ величинъ, изменивших!, значеше; преобразо
ванное такимъ образомъ уравнеш е всегда будетъ строго совпадать съ 
темъ уравнешемъ, которое мы нашлн-бы, если-бы начали искать мате- 
матичесиие законы явлен1я для ииоваго случая. В ъ этомъ-то постоян- 
номъ и необходимом!, совпадении уравнеши и состоять общая теорема. 
До спхъ поръ еще не удавалось действительно дать себе отчетъ въ 
этомъ положены; мы убедились въ справедливости его только путемъ 
больппаго числа геометрнчесишхъ и механпческихъ иоверокъ, достаточно 
многочиислеииньихъ ни достаточно разнообразными, чтобы для человека 
здравомыслящаго могло оставаться хотя какое-нибудь со м н ете  въ т о ч 
н о с т и  и общности указаннаго существеннаго свойства; съ философской 
точки зрешя, однако, эти поверки все-таки не освобождают!, насъ отъ
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обязанности искать объяснен/е положения такой высокой важности. 
Чрезвычайная общность теоремы указывает!» и ш  огромную трудность 
этого изслйдовашя, и на большую пользу, которую безъ сом//йн!я при- 
несло-бы общее понимаще этой великой истины для усовер/ш;н еш т т ш  
математцческихъ паукъ, такъ какъ, очевидно, духъ  человйчеешй мОгъ- 
бы достичь этого результата только поднявшись на такую точку зрйядя, 
съ которой по необходимости открылся-бы ему цйлый рядъ* новых/, 
идей, благодаря прямому и болйе глубокому разсмотрйн/ю отяодюшя 
конкретнаго къ абстрактному. Какъ-бы то ни было, иесовершеветво 
науки въ этомъ отношен ¡и нисколько не помешало геометрамъ вос
пользоваться указаннымъ свойствомъ въ самыхъ широких/, размйрахъ 
и въ самыхъ важныхъ случаяхъ во всйхъ частяхъ конкретной матема
тики, гдй потребность въ немъ чувствуется почти постоянно, Изъ 
одного иростого разсмотрйшя этого общаго факта, какъ я его онисалъ 
выше, можно даже извлечь некоторую логическую пользу. Такъ, на- 
примйръ, изъ него безъ всякаго доказательства слйдуетъ, что указан
ное положеще никогда не можетъ быть примйняемо къ величинам'!,, 
постоянно измйняю/цимъ свое нанравлен1е, но не дающимъ однако мйста 
простому противоположешю значешй; въ этомъ случай зиакъ, который 
стоить передъ каждымъ результатом , исчнелен/'я, не может/, имйть ника
кого конкретнаго объяснешя, н 1/аирасно иногда пытаются установить 
его; указанное обстоятельство, между прочямъ, имйетъ мйсто въ  гео
метр!// для рад/усовъ-векторовъ и въ механикй для силъ различныхъ 
налравлешй.

Вторая общая теорема объ отношеши конкретнаго къ абстрактному 
въ математик!,, о которой я считаю необходнмомъ особо упомянуть 
здйсь, обыкновенно называется принципомъ однородности', она несо
мненно по свонмъ приложешямъ имйетъ гораздо лн-ныне значешя, чймъ 
предыдущая. Указанная теорема заслужнваетъ однако нашего вн н м атя 
особенно потому, что по самой своей приpo.it можетъ иодтчить 
болйе широкое распространение, такъ какъ она одинаково прммйнима 
ко веймъ родамъ явленш, I/ еще потому, что часто прниоснтъ дййетви- 
тельную пользу при провйркй апалптвческнхъ законовъ явлений- Кромй 
того, я могу представ/гть прямое и общее доказательство уиомяиутаго 
принципа, которое мнй кажется оче//ь простым*;». Теорема основана на 
одномъ очевпдномъ само собою наблюден/и; точность всякаго отиотеш я 
между какими угодно конкретными величинами не зависши, о ть  выбора 
единицъ, съ которыми сравпнваютъ эти величины, чтобы выразить ижъ 
числами. Напримйръ, отношеше, существующее между тремя сторонами 
прямоугольника треугольника, не зависш и оть того, измйряшть ,те 
стороны метрами, милями или дюймами.

Изъ этого общаго соображешя слйдуетъ, что всякое ураюшю®, 
выражающее математически/ законъ какого нибудь ш е ш я ,  д д ш о  
обладать свойствомъ неизмйняемости во всйхъ огучаяхъ, когда вей за- 
ключающ/яся въ уравнеищ величины одновременно подвергаются изяг&ие' 
Щямъ, соотвйтетвующимъ измйнешямъ ихъ единиць- Подобный ш ж §- 
н е т я , очевидно, с о с т о я т ь  в ъ  т о м ъ , ч т о  вей величины кащдаго вида 
сразу становятся въ т  разъ меньше, если с о о п Л ш в т ю ш  ш  еди
ница становится въ т  разъ больше, или ваобороть. Т ак и м , образом , 
веяное уравнен/е, выражающее какую /»/будь конкретную ш я ш ш ь ,  
должаю обладать тймъ свойствомъ, что оно остается безь шшЬкешм щ ш  
увеличеши въ т разъ всйхъ заключающихся въ немъ ш т е п ь ,  н и р ш в -



90 О. Контъ. Курсъ п о л о ж и т е л ь н о й  ф н л о с о ф ш .

щихъ величины, отношешл между которыми разсматриваются, исключая, 
конечно, числа, обозначающая 'просто взаимный отношетя этихъ 
величинъ и остающаяся безъ перемены при измененш едпницъ. В ъ  этомъ 
свойстве и заключается законъ однородности въ самомъ его широкомъ 
значенш, т. е. не смотря на то, нзъ какихъ аналнтическихъ функций 
состоять уравнешя.

Чаще всего однако разсматрнвается только тотъ случай, когда 
функцш принадлежать къ числу такъ называемыхъ алгебраическизсъ, 
къ коимъ применимо понятйе о степени. В ъ такомъ случае общее по- 
ложеше можно установить еще точнее, определишь анадитическш х а 
р ак тер а  которымъ необходимо должно обладать уравнеше, чтобы у ка
занное свойство распространялось на него. Легко видеть, действительно, 
что при указанномъ выше измененш все члены  первой степени, каковъ- 
бы ни быль ихъ видь, ращональный или иррацюнальнын, целый или 
дробный, сделаются въ т  разъ больше, все члены второй степени въ 
т- разъ, все члены третьей степени въ т3 разъ больше и т. д.

Такпмъ образомъ члены одной н той-же степени, какъ бы разли
чишь ни былъ ихъ составь, будутъ изменяться одинаково, а члены раз- 
личныхъ степеней, какъ-бы ни было велико подобйе ихъ состава, будутъ 
изменяться въ различныхъ отношешяхъ; вследствйе этого для ненарушн- 
мости уравненгя необходимо, чтобы оно состояло изъ членовъ одной и той-же 
степени. В ъ этомъ и состоитъ, собственно говоря, обыкновенная теорема 
объ однородности, и на этомъ основашн общий законъ полумиль свое 
назваше, которое однако перестаетъ быть вполне иодходящимъ для 
всехъ другпхъ классовъ функцш.

Чтобы разобрать этотъ вопросъ во всемъ его объеме, следуетъ 
заметить одно существенное условйе, которое нужно иметь въ виду 
при щшмененш этого свойства въ томъ случае, когда явленйе. выра
женное уравнешемъ, заключаетъ велнчииы различной природы. Действи
тельно, можетъ случиться, что соответственныя единицы будутъ совер
шенно независимы другъ отъ друга, и въ такомъ случае теорема объ 
однородности будетъ иметь место по отношенш ко всемъ соответству- 
ющимъ классамъ величинъ, или но отношение только къ одному или 
несколькнмъ классамъ, подлежащнмъ разсмотретшо. Возможно, однако, 
что въ другихъ случаяхъ различиыя единицы будутъ находиться въ 
взаимной зависимости, определяемой природой самого вопроса; тогда 
необходимо принять во внимаше это иодчинеше единицъ при поверке 
однородности, ие существующей въ чисто алгебраическомъ смысле и вндъ 
которой будетъ изменяться сообразно роду явлстпй. Такъ, напримеръ, 
чтобы выразить мысль определеннее, допустимъ, что въ аналптнче- 
скомъ выражеши геометрическихъ явленШ мы разсматриваемъ одновре
менно лиши, поверхности и объемы; въ такомъ случае надо заметить, 
что три соответствуюиця единицы но необходимости связаны другъ съ 
другомъ такимъ образомъ, что когда, согласно общему закону ихъ со- 
подчннешя, первая единица увеличивается въ т разъ, то вторая уве
личивается въ т 2 разъ, а третья въ т3 разъ. Однородность можетъ 
иметь место въ подобныхъ уравнеш яхъ только съ указанными видопз- 
менешемъ, и въ этомъ случае, если уравнеше алгебраическое, то нужно 
будетъ определять степень каждаго члена, удвонвая показателей вели-
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чинъ, соотвйтствующнхъ площадямъ н утроивая-— соотв'Ьтствующихъ объ- 
емаыъ *).

Таковы главныя ебнця соображенья, относяшдяся къ исчпсленш 
прямыхъ функцш, конечно весьма недостаточныя, но которыми, однако, 
я прннужденъ ограничиться, чтобы не выйти изъ естественпыхъ пре- 
дйловъ этого курса. Теперь мы должны перейти къ философскому нз- 
слйдовашю исчислешя косвенныхъ функцш, особая важность и распро- 
странеше котораго требуютъ болйе подробнаго разсмотрйшя.

*) Двенадцать лЪтъ тому пазадъ, при ежедпевномъ моемъ преподаванш  
математики, я составилъ эту общую теорш однородности. После этого я узналъ, 
что г. Фурье въ своей обширной работе о теплоте, опубликованной въ 1822 г., 
с.тЬдовалъ со своей стороны подобному-же по существу пути. Несмотря на та
кое счастливое совп адете, къ которому естественно приводить прямое разсмо- 
трЪше такого простого вопроса, я не счелъ возможнымъ здесь  сослаться на 
его доказательство, такъ какъ сиособъ, который я только что изложилъ, дол- 
женъ охватить всю совокупность предмета, не останавливаясь ни на какихъ 
спещальныхъ приложешяхъ.



Ш е с т а я  л е к щ я .

Сравнительное изложеше различныхъ общихъ точекъ зренш. съ 
которыхъ можно разсматривать исчислеше косвенныхъ Функцш.

Въ четвертой лекцш мы определили философски! характеръ транс- 
цендентнаго анализа независимо отъ способа его поннмашя, разсмат- 
ривая только общую природу истиннаго его назначен ¡я во всей сово
купности математическнхъ наукъ. Какъ известно, этотъ анализъ былъ 
излагаемъ геометрами съ нйсколькихъ точекъ зреш я, совершенно раз
личныхъ, но, конечно, по необходимости равнозначущнхъ и приводя- 
щнхъ постоянно къ тождественнымъ результатамъ. В се  эти способы 
изложения можно привести къ тремъ главнымъ —  Лейбница, Ньютона 
и Лагранжа; все друие являются только ихъ второстепенными вндо- 
пзменешямп. Въ современномъ состояш и науки каждая изъ этпхъ 
трехъ общнхъ системъ представляетъ свои существенный н нсключп- 
тельныя преимущества, но до снхъ поръ еще не удалось построить 
единственный методъ, который соедннялъ-бы характер ичесшя особен
ности в сехъ  системъ. Размышляя объ этомъ важномъ вопросе во всемъ 
его объеме, обыкновенно, какъ мне кажется, приходить къ убежденно, что 
именно изъ идеи Лагранжа можетъ впоследствш  возникнуть подобная 
комбинащя методовъ. Когда этотъ важный философски"! трудъ, тре
бующей полной переработки в сехъ  основныхъ математическнхъ идей, 
будетъ надлежащимъ образомъ выполненъ, для ознакомлешя съ тран- 
сцендентнымъ аналнзомъ можно будетъ ограничиться только пзучешемъ 
этой последней системы; остальным будутъ тогда иметь для насъ 
только исторический интересъ. До тй хъ поръ, однако, въ этомъ отно- 
шенш должно смотреть на математику какъ на науку, находящуюся 
въ переходной стад ¡и и требующую даже для догматическаго изложе
ния трансцендентнаго анализа одновременнаго разсмотрйшя различ
ныхъ общнхъ щнемовъ, свойственныхъ нечисленно косвенныхъ функ
цш. Какъ бы мало удовлетворительной съ логической точки зреш я ни 
казалась эта множественность идей, относящ ихся къ совершенно тож
дественному предмету, несомненно, что помимо указаннаго неизбеж- 
наго услов1я въ настоящее время можно составить себе объ этомъ 
анализе понятие только весьма несовершенное или само по себе, или 
въ особенности но отношение къ прнменешямъ его, какой-бы путь мы
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ни нашли нужными выбрать. Этотъ недостатокъ системы въ самой 
важной части математическаго анализа совсймъ не покажется намъ 
страннымъ, если, съ одной стороны, принять во внимаше ея громадный 
объемъ и чрезвычайную трудность и, съ другой стороны, непродолжи
тельность ея существовашя. Едва прошло одно поколйше геометровъ 
со времени первоначальнаго появлешя идеи, которой несомненно 
суждено систематизировать всю науку, для придашя ей твердаго и 
однообразнаго характера; такимъ образомъ въ этомъ отношеши интел- 
лектуальныя привычки не могли еще выработаться достаточно твердо.

Еели-бы мы здйсь захотели наметить ращональную исторш  по- 
следовательнаго образован ¡я трансцендентнаго анализа, то намъ прежде 
всего слйдовало-бы тщательно отделить отъ псчислешя косвенныхъ 
функций въ собственномъ смысле слова первоначальную идею о методе 
безконечномалыхъ, идею, которая можетъ быть усвоена сама по себе, 
независимо отъ всякаго исчисления. Въ такомъ случай мы увидели-бы, 
что первый зародышъ этой идеи замйтенъ уже въ методе, постоянно 
применявшемся у греческнхъ геометровъ и известномъ подъ пменемъ 
метода исчерпыватя; этотъ методъ служили для перехода отъ поня- 
тШ, относящ ихся къ прямыми линиями, къ поняыямъ, связанными съ 
кривыми, и состояли, главными образомъ, въ замене кривой вспомо
гательными вписанными или описаннымъ многоугольникомъ, отъ кото- 
раго переходили къ самой кривой, выбирая надлежащими образомъ 
пределы первоначальных!, отношешй.

Какъ-бы неоспорима ни была подобная преемственность идей, 
видеть въ этомъ методъ нсчерпывашя истинный эквивалента, новыхъ 
методовъ, какъ это делали некоторые геометры, значитъ чрезмерно 
преувеличивать его значеше. Древше совсймъ не имели рацюнадьнаго 
и общаго щнема для опредйлешя указанныхъ пределовъ, въ чемъ соб
ственно и состоять обыкновенно наибольшая трудность задачи, и по
этому ихъ способы рйшешя никогда не были подчинены абстрактными 
и неизменными правилами, однообразное нрнмйнеше которыхъ должно 
было-бы непременно приводить къ искомому ответу, а въ этомъ то 
именно и заключается главная отличительная черта нашего трансцен
дентнаго анализа. Одними словомъ, нужно было обобщить идеи, применен
ный древними, и въ особенности, разсматрнвая пхъ чисто абстрактными 
образомъ, нужно было преобразовать ихъ въ нсчислеше, а это оказа
лось невозможными для древнихъ. Первый шагъ въ этомъ новомъ на
правлено! въ действительности принадлежитъ нашему великому гео
метру Ферма, и Лагранжи справедливо считали, что именно Ферма 
наметили въ общихъ чертахъ построеше трансцендентнаго анализа 
своими методомъ определеш я ш ибольш ихъ  и наименьшихъ значешй 
величинъ ][ нахождения касательныхъ, ибо существеннзтю часть его 
метода составляло введение въ раземотрйше съ вспомогательной целью 
относительныхъ приращ етй данныхъ переменныхъ, приращений, кото
рый отбрасывались какъ равный нулю после того, когда уравнеш я уже 
цодверглись надлежащими преобразовашямъ. Хотя Ферма первый смо
трели на трансцендентный аналнзъ действительно абстрактными обра
зомъ, но его методъ далеко еще не составляли стройно разработаннаго 
общаго и определеннаго исчислешя, имйющаго свою собственную си
стему обозначений, и въ особенности не были свободенъ отъ нзлиш- 
няго раземотрйшя членовъ, которые, осложнись въ высшей степени 
своимъ п р и с у т с т в и и  вей операции въ концй концовъ въ анализе
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Ферма совершенно отбрасывались. Эти недостатки весьма удачно устра- 
нилъ Лейбннцъ полвека спустя, после шЬкоторыхъ нромежуточныхъ вндо- 
нзм4ненш идей Ферма, введенныхъ Валлйсомъ и вг1> особенности Барроу; 
такимъ образомъ Лейбннцъ и былъ дМ ствительиы мъ создателемъ транс- 
цендентнаго анализавъ той форме, въ какой мы имъ пользуемся теперь.

Это важное открытие, какъ и все велиюя идеи человйческаго ума, 
было настолько подготовлено въ моментъ его появлешя, что Ньютонъ 
съ своей стороны одновременно или только немного раньше пришелъ 
къ безусловно равносильному методу, разсматривая трансцедентный 
анализъ съ совершенно иной точки зреш я, которая, хотя сама по себе 
и была гораздо ращональнЪе, однако въ действительности оказалась 
менее пригодной для того, чтобы сообщить основному методу широту и 
легкость, приданный ему идеями Лейбница. Наконецъ, нисколько позже 
Лагранжъ, устранпвъ разнородность соображешй, руководившихъ Лейб- 
ницемъ и Ньютономъ, обратилъ достигший уже высокаго совершенства 
трансцендентный анализъ въ чисто алгебраическую систему, которой 
недостаетъ только большей удобопрнм'Ьнимости въ приложешяхъ.

П осле такого краткаго обзора общей исторш трансценденгнаго 
анализа перейдемъ къ догматическому нзложенш трехъ главныхъ воз- 
зреш й, чтобы точно оценить ихъ характеристичесщя особенности и 
указать на необходимую тождественность вытекающихъ изъ нихъ мето- 
довъ. Начнемъ съ идей Лейбница.

Мысль Лейбница, какъ известно, состоять въ томъ, что въ исчнс- 
леш е, ради облегчешя установления уравнешй, вводятся безконечно 
малые элементы, составлявшее, по нредиоложешю,те величины, отношешя 
которыхъ требуется найти. Эти элементы или дифференцмлы  по не
обходимости постоянно находятся въ более нростыхъ и легче обнару- 
живаемыхъ отношенгяхъ, чемъ основныя величины; исходя изъ отно
шений между дифференциалами, при помощи особаго исчислен ¡я, имею- 
щаго целью исключеше этнхъ вспомогательныхъ безконечно малыхъ 
величинъ, можно перейти къ искомыми уравнешямъ, которым чаще 
всего невозможно получить непосредственно. Указанный косвенный 
анализъ можетъ быть косведнымъ въ различныхъ степеняхъ, такъ 
какъ иногда, если окажется, что составить уравнеш е прямо между 
дифференщаламн разсматриваемыхъ величинъ слишкомъ трудно, не
обходимо вторично прибегнуть къ применение того-же общаго щи ем а 
и, обращаясь съ дифференщаламн, какъ съ новыми основными вели
чинами, искать отношеше между ихъ безконечно малыми элементами, 
которые но отношении къ основнымъ величинами задачи будутъ днф- 
ференщаламп второго иорядка и т. д.; это преобразоваше можетъ быть 
повторено любое число разъ съ непременными усло1немъ исключать 
въ конце концовъ весь постепенно возраставший рядъ введенныхъ 
вспомогательныхъ безконечно малыхъ величинъ.

Лицу, незнакомому съ изложенными выше соображешями, не 
сразу понятно, какимъ образомъ употреблеше этнхъ вспомогательныхъ 
величинъ можетъ облегчить открытие аналитическихъ законовъ явлений: 
такъ какъ безконечно малыя нриращсшя данныхъ въ задаче величинъ 
того-же рода, какъ и сами величины, то, казалось-бы, отношешя ихъ 
не должны-бы получаться легче, ибо въ самомъ деле большее или 
меньшее численное значеше величинъ не Можетъ оказать никакого 
вл1яшя на изследовагие, ио самой своей природе совершенно незави
сящее отъ какой-бы то ни было идеи о количестве. Тем ъ не менее.
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очень нетрудно совершенно точно и вполне общимъ образо.мъ объ
яснить себе, насколько .такой щнезгь облегчаетъ реш еш е задачи. Для 
этого достаточно начать различать порядки безконечно малыхъ вели- 
чинъ, порядки, о которыхъ можно составить себе точное понятие, если 
принять во внимаше, что они могутъ быть представленными или по
следовательными степенями одной и той-же первоначальной безконечно 
малой величины или-же величинами, находящимися съ этими степенями 
въ опред’Ьленныхъ отношенгяхъ; такъ, наприм’Ьръ, вторые, третьи и 
т. д. дифференщалы одной и той-же переменной могутъ быть класси
фицированы какъ безконечно малыя величины второго, третьяго и 
т. д. порядковъ, такъ какъ легко доказать, что они представляютъ про
изведенья конечныхъ множителей на вторую, третью и т. д. степени 
иерваго дифференщала. Установивъ эти предварительныя поняия, 
можно сказать, что основная идея исчиолентя безконечно малыхъ со- 
стоитъ въ томъ, что безконечно малыя величины по отнош енш  къ 
конечнымъ постоянно пренебрегаютея и вообще нренебрегаются безко
нечно малыя любого порядка по отнош енш  къ безконечно малымъ-же 
низшаго порядка. Отсюда непосредственно видно, насколько такая воз
можность должна облегчать составлеше уравнешй между дифферен
циалами величинъ, ибо вместо этихъ дифференщаловъ можно подстав
лять любые более простые элементы, соблюдая только единственное 
услов1е, чтобы эти новые элезгенты отличались отъ предыдущихъ на 
безконечно  ̂малые по сравненш съ ними величины. Такнмъ шменно 
образомъ и можно въ геометрш разсматривать кривыя лиши, какъ 
состояния нзъ безконечно большаго числа прямолинейныхъ элементовъ; 
кривыя поверхности, какъ состояния нзъ нлоскихъ элементовъ, а въ 
механике переменное движеше какъ безконечный рядъ равномерныхъ 
движешй, слёдующ ихъ одно за другимъ въ безконечно малые нрозге- 
жут’ки времени. Въ виду важности этой удивительной концепцш, я 
считаю нужнымъ здесь краткимъ указашемъ на несколько главныхъ 
иримеровъ еще более выяснить ея основной характеръ.

Предположнмъ, что требуется определить направлеше касатель- 
ной въ какой-нибудь точке плоской кривой, уравнен!е которой дано; 
общее реш ен¡е этой задачи и было первымъ предметомъ, который 
имели въ виду создатели траноцендентнаго анализа. При решен1и за
дачи надо разсматривать касательную, какъ секущую, соединяющую 
две безконечно близкихъ другъ къ другу точки; зате.чъ, называя черезъ с1у 
и с1х безконечно малыя разности координата этихъ двухъ точекъ, нзъ

первыхъ-же элементовъ геометр1н тотчасъ-же найдемъ уравнеше ¿ =  ~

для трнгонометрическаго тангенса угла, образуемаго осью ж-овъ и иско- 
мой касательной; въ системе прямолинейныхъ координата это и есть 
простейший способъ онределегпя но л о жен ¡я касательной. Если это ура
внеш е, общее для всехъ  кривыхъ, установлено, то вопросъ приводится 
къ простой аналитической задаче, состоящей въ исключенш введен- 
ныхъ въ качестве всномогательныхъ безконечно малыхъ величинъ с1у и 
(1х иутемъ определен ¡я для каждаго частнаго случая, на основанш 
уравнен1й данной кривой, отнонкчпя йу къ йх\ это въ свою очередь 
выполняется весьм а, простыми и однообразными гцйемамн.

Для втораго примера нредположимъ, что требуется определить 
для какой-нибудь кривой длину дуги, принимая ее за функщю коор
дината концовъ ея. Найти сразу уравнеше между дугой в и коордн-
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натаян концовъ ея невозможно, но очень легко найти соответствующ ее 
отн о ш ете между дифференщалами, этихъ велщшнъ. В ъ самомъ д'Ьлй, 
самыя простьтя теоремы элементарной гсометрш датотъ для бесконечно 
малой дуги с1з, разсматриваемой, какъ прямая лшпя, у р а в н е т я  

(¡в2 --  о1у2 +  с1х2, или сЫ2 =  Ах2 +  с1у2 +  йг2,

смотря потому, будетъ-лп данная кривая плоской или кривой двоякой 
кривизны. Въ томъ н другомъ случай задача теперь принадлежигъ 
вполне къ области анализа, который, на основаиш указан наго отно- 
шешя, съ помощью исключения днфференщаловъ, приведетъ къ зави
симости, существующей между самыми конечными величинами, что 
собственно и представляетъ предмета н сч и сл етя  косвенных’!, функщи.

Тоже самое молено сказать и о квадратуре криволйнейныхъ пло
щадей. П усть кривая плоская и определяется прямолинейными коор
динатами; нредставнмъ себе, что площадь А , заключенная между кри
вой, осью ж овъ и двумя крайними координатами, увеличилась на бес
конечно малую величину с1А вслйдсттае соответственна™  нриращешя 
абсциссы. В ъ такомъ случай о тн о ш ете этнхъ двухъ днфференщаловъ 
получится непосредственно и очень легко, если криволинейный эле
мента данной площади замйнить нрямоугольникомъ, образованными 
крайней ординатой и приращешемъ абсциссы; эти элементарный пло
щадки отличаются другъ отъ друга только на безконечно малую вели
чину втораго порядка, вслй дстае чего, какова-бы ни была кривая, тот- 
часъ-же получится весьма простое диффереищальное уравнеш е

с1А =  ус1х,
изъ котораго нсчислеше косвенныхъ функщи даетъ возможность, если 
сама кривая определена, вывести конечное уравнение, представляющее 
непосредственный предмета задачи.

Нодобнымъ-же образомъ въ динамике, когда ищется выражеше 
скорости, прюбрйтаемой въ каждый момента Тйломъ, движущимся ио 
какому-нибудь закону, то д ви ж ете въ т е ч е т  и безконечно малаго эле
м ента” времени t слйдуетъ разематривать какъ равномерное, и въ та- 
комъ случай немедленно получается диффереищальное уравнеш е 
Ае=ьсИ, въ которомъ V есть скорость, прюбрйтенная т'Ьломъ во время 
пробега пути е; отсюда уже легко, при помощи нростыхъ ненэменныхъ 
аналитичсскихъ щнемовъ, получить формулу, которая давала-бы, на осно- 
ванш соответствующ аго соотношеши времени и пространства,скорость въ 
каждомъ частномъ случай движешя, или, наоборотъ, которая указывала- 
бы, каково должно быть это о тн о ш ете, если законъ измйнешя скорости но 
отношешю къ пространству или но отношешю ко времени былъ-бы извй- 
стенъ. Наконецъ, чтобы указать на задачи иного рода, замйтимъ, что при 
изученш термологическихъ явлешй, какъ это удачно сдйлалъ г. Фурье, 
нодобнымъ-же образомъ можно весьма просто, какъ мы это позже увн- 
димъ, составить общее диффереищальное уравнеше, выражающее нз- 
мйнеше въ распределено! теплоты въ любомъ тйлй, какнмъ-бы усло
вием т. оно ни было подчинено; для этого достаточно воспользоваться 
однимъ соотношешемъ, весьма легко установливаемымъ и показываю- 
щимъ распредйлещ е теплоты въ нрямоугольномъ параллелепипеде, и 
разематривать затймъ геометрически всякое тйло, какъ состоящее изъ 
безконечно малыхъ элементовъ такой-же формы, и термологическн- 
нстечеше тепла, какъ постоянное въ т е ч е т е  безконечно малаго про- 
межутка времени. Нослй этого вей задачи, могунця встретиться въ



абстрактной термологы, приводятся, какъ и въ геометры и механикй, 
кт. простынь аналитическимъ задачамъ, которые всегда будутъ состоять въ 
исключены дифферанщаловъ, введенныхъ въ качеств^ вспоногательныхъ 
велнчинъ ради облегчешя установлешя уравнены.

Столь разлнчныхъ по природ^ своей иримйровъ бол’Ье чймъ доста
точно, чтобы дать ясное поня’п е объ огромномъ значены основной идеи 
трансцендентнаго анализа въ той форм!, какую прндалъ ей Лейбницъ, 
идеи, представляющей, безъ сомнйшя, величайшую пзъ всйхъ концеищй, 
до которыхъ когда-либо возвышался человйческш духъ.

Изъ предыдущего видно, что эта ндея была необходима для за- 
вершешя основаны математики и дала возможность широкимъ и ило- 
дотворнымъ образомъ определять отношеше конкретнаго къ абстракт
ному. Съ этой точки зрйшя ее нужно разсматрнвать, какъ необходимое 
дополнеше великой идеи Декарта объ общемъ аналитнческомъ предста
влены естественныхъ явлены, идеи, достойно оцененной и правильно 
применяемой только со времени создашя анализа безконечно малыхъ, 
безъ котораго она даже въ геометры не могла принести важныхъ 
результатовъ *).

Хотя въ предыдущнхъ еоображешяхъ я счпталъ необходимымъ 
особенно настаивать на удивительной легкости, которую по самой своей 
природе трансцендентный анализъ нредставдяетъ для отыскашя мате- 
матнческихъ закоиовъ всйхъ явлешй, я не могу не обратить вннмаше на 
второе основное свойство нсчпслешя, быть можетъ, столь-же важное, 
какъ п первое и не менее присущее анализу: я имею въ виду чрезвы
чайную общность днфференщальныхъ формулъ, выражающпхъ каждое 
определенное я в л е т е  одиимъ уравнешемъ, какъ-бы разнообразны ни 
были услов1я, при которыхъ оно разсматрнвается. Такимъ образомъ, съ 
точки зреш я анализа безконечно малыхъ, въ предыдущпхъ примерахъ 
одно днфференщальное уравнеше даетъ касательный ко всемъ кривымъ, 
другое— вынрямлеше ихъ дугъ, третье— квадратуры; одна неизменная фор
мула выражаетъ также математические закоиъ всякаго неременнаго дви- 
женш и, наконецъ, одно уравнеш е постояино представляетъ распредф- 
л е т е  теплоты въ любомъ теле и въ любомъ случае.

Эта удивительная общность, служащая для геометровъ основа- 
шемъ самыхъ сложныхъ соображены, является счастлнвымъ, необходн- 
мымъ и почти неносредственнымъ слФдсттнемъ самаго духа трансцен- 
деитнаго анализа, особенно въ концепщи Лейбница; она вытекаетъ пзъ 
того, что при замене безконечно малыхъ элементовъ разсматриваемыхъ 
велнчинъ другими, более простыми, которыя одне только и входятъ въ 
составь дифференщальныхъ уравнены, нослФдтя безконечно малыя ве

X

6 - я  л е к щ я :  И с ч н с л е ш е  К О С В Е Н Н Ы Х Ъ  Ф У Н К Ц Щ . 9 7

*) ДЪПствитсльпо, весьма замечательно, что даже такой мыслитель какъ 
Паскаль обратила такъ мало внимашя на основную идею Декарта и совершенно 
ие предчувствовалъ того общаго переворота, который она непременно должна 
была произвести во всей систем-!, математическихъ познашй. Это обстоятель
ство объясняется тТ.мъ, что безъ помощи трансцендентнаго анализа удиви
тельный метода Декарта не была въ состоя иш привести къ какпмъ-лнбо суще- 
ствеипымъ результатам!., которыхъ нельзя было-бы получить почти такъ лее 
хорошо при помощи геометрическихъ методовъ древнихъ.

Даже самые выдаюпцеся умы до сихъ пора въ общихъ методахъ всегда 
менЪе цЪнили собственно ихт. философской характера, чЪмъ тЪ дъйствителытыя 
знашя, которыя эти методы могли немедленно дать.

Ог юс тъ Контъ.  Т.  I. . 7
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личины по самой своей природе постоянно остаются однй и те-же для 
цйлаго ряда задачъ, каковы-бы ни были отдельные предметы, входянце 
въ составь изучаемаго явлеюя. Такъ, наиримеръ, если разложить ка
кую-нибудь кривую на прямолинейные элементы, то a priori видно, что 
отношеше между этими однородными элементами должно по необходи
мости постоянно оставаться однимъ и гЬмъ-же для всякаго нодобнаго 
геометрическаго явлешя, хотя соответствующ ее этому дифференщаль- 
ному закону конечное у р ав н е те  п должно изменяться при переходе отъ 
одной кривой къ другой. Очевидно, тоже обстоятельство пмеетъ место 
во всякомъ другомъ случае; следовательно анадизъ безкоиечно малыхъ 
не только даль общш снособъ косвеннаго образовашя уравнены, который 
было-бы невозможно составить прямо, ио кроме того онъ представил'!, 
еще возможность изсл'Ьдовать при математнческомъ изучен1и естествен- 
ныхъ явлены новый классъ законовъ, более общихъ, имеющихъ тфмъ не 
менее ясный и точный смыслъ для всякаго привыкшаго къ пхъ толкованш 
ума. Эти законы остаются неизменными для каждаго явлешя въ какпхъ 
бы предметахъ оно ни было изучаемо, и изменяются только въ при пе
реходе отъ одного явлешя къ другому; пзследуя изм ените этнхъ за
коновъ, можно было иногда получить, съ еще более общей точкп зрй- 
т я ,  положительный сопоставлешя отдельныхъ классовъ совершенно 
различныхъ явлены, пользуясь для этого аналоией, представляемой 
днфференщальными выражешлми ихъ математических'!, законовъ. При 
фнлософскомъ 11зучеы1и конкретной математики, я постараюсь точно 
оценить это второе характеристическое свойство трансцендентнаго ана
лиза, не менее удивительное, че.чъ первое, и дающее возможность 
целую систему такихъ громадныхъ наукъ, какъ геометр ¡я и механика, 
привести къ небольшому числу аналитическихъ формулъ, изъ кото- 
рыхъ человечески! умъ, на основаны изв'Ьстныхъ неизменныхъ пра
вили, можетъ вывести р е ш е т е  задачъ для ¡¡сехъ частныхъ случаевъ.

Чтобы закончить общее излож ете идеи Лейбница, мне остается 
только разсмотрйть само въ себе доказательство логическаго процесса, 
къ которому она приводить,— что, къ сожаленш, составляетъ наименее 
совершенную часть этого прекраснаго метода.

П ервое время, после открытия анализа безкоиечно малыхъ самые 
знаменитые геометры, къ чпслу которыхъ принадлежать два брата 
Бернулли, Иванъ и Яковъ, —  справедливо обращали главное внимаше 
на p acu u ip eH ie  и развитие безсмертно.й идеи Лейбница н на увеличите 
числа ея применены, и оставляли въ стороне строгое установление ло- 
гическихъ основъ, на которыхъ покоились методы этого новаго исчис
лены *). Долгое время они довольствовались возможностью неожидан
ными р'Ьшетемъ самыхъ трудныхъ задачъ отвечать на ясно высказан
ный возражение большинства второклассных!, геометровъ нротнвъ нрин-

*) Нельзя безъ глубокаго интереса видЪть наивный энтуз1азмъ знаме- 
нитаго Гюйгенса по поводу этого удивительнаго творешя, хотя преклонный 
возрасти пазваннаго ученаго не позволили ему лично воспользоваться новыми 
важными оруд1емъ, безъ котораго ему, впрочеми, удалось сдВлать нисколько 
капитальпыхъ открыпй. „Я съ удивлешемъ и восхшцсшемъ вижу“ писалъ онъ 
въ 1692 году маркизу Л’Опиталю, „шпроту I! плодотворность этого искусства; 
куда-бы я пи посмотрВлъ, я нахожу возможность новыхъ применены его; на- 
нонецъ, тамъ я ожидаю безконечный прогрессъ и предметъ для размы- 
шленш“.
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циповъ новаго анализа; они безъ еомн'Ьшя были убеждены, вопреки 
общеу становившемся взглядами, что въ математике более, ч4мъ ви 
какой нибудь другой науке, молено смело пользоваться новыми мето
дами, далее если ихъ доказательство несовершенно, лпшь-бы эти ме
тоды были плодотворны по своими результатами, таки какп ошибка, 
при облегчение повйрокп и увеличение ихп числа, не останется долго 
незамеченной. Однако, после перваго увлечешя, нельзя было оставаться 
ви такомъ положены, и надо было непременно обратиться кн самыми 
основами анализа Лейбница, чтобы вн общемн виде установить безу
словную точность уиотребляемыхи пр1емови, не смотря на очевидное 
upoTHBopinie ихп си обыкновенными правилами разеуждешя. Ки сожа
ление, Лейбннцн поспешили ответами и дали совершенно ошибочное 
обпяснеше, говоря, что они разематриваетп безконечно малый вели
чины, какп величины несравнимый, и что они пренебрегаети ими по 
отношенш ки конечными величинами, каки от дельными песчинками  
по отношешю ко всему морю. Это соображеше совершенно исказило 
его анализп, низводя по следы й до степени простого прнближеннаго 
исчислешя, им'Ьющаго ви этомп отношенш тоти серьезный недоста- 
токи, что, вообще говоря, не давало бы возможности представить 
себе, до какой степени последовательный операцы увеличиваютн перво
начальный ошибки, который, очевидно, могути достигнуть такими об- 
разоми какнхи угодно размерови. Лепбннцп следовательно понимали 
истинныя ращональныя ‘ основы созданнаго ими анализа совершенно не
правильными образоми. Его первые последователи ограничивались 
сперва поверкой точности анализа путеми сравнешя ви некоторыми 
частныхп случаяхи результатовн его си выводами, полученными си по
мощью обыкновенно алгебры или геометры древнихи, стараясь, на 
сколько это было возможно, найти р е ш е те  различныхп задачи на осно
ваны  прежнихп npieMOBb, после того каки оно было найдено по но
вому методу, единственному, си помощью котораго сначала можно было 
придти ки решение. Когда-жс этоти громадной валшости вопроси под
вергся обсужденью ви более общей форме, то геометры, вместо того, 
что-бы прямо обратиться ки действительной трудности его, предпочли, 
каки напрнмери, Эйлери и д’Аламбери, до известной степени укло
ниться отп разрешешя ея, доказывая абстрактными образоми необхо
димое и постоянное соглаше идеи Лейбница, разематриваемой во вейхи 
ея приложен!ихп, си другими основными идеями трансцендентнаго ана
лиза, и ви особенности си идеями Ньютона, точность которыхп была 
вне всякаго спора. Подобная общая поверка, конечно, вполне доста
точна, чтобы разс.еять всякое сом н ете относительно нрава применять 
анализи Лейбница. Но ыетоди безконечно малыхп таки важени и почти 
во всехи  свонхи ирим ейетяхи обнаруживаети такое действительное 
превосходство надп всеми общими концепщями, последовательно пред
ложенными, что невозможность оправдать этоти методи сами по себе и 
необходимость логически основывать его соображешями иного рода, 
который зате.мн не находили-бы себе применешя на практике, показы- 
вали-бы несомненное несовершенство самаго фнлософскаго характера 
науки. Поэтому прямое и общее доказательство безусловной рацюналь- 
ности метода безконечно малыхи представляется вопросоми действи
тельной важности. После различныхп более пли менее несовершен- 
ныхи попытокп решить этоти вопроси и после того, каки философская 
работы Лагранжа обратили ви конце прошлаго века вним ате геоме-
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тровъ на общую теорио анализа безконечно малыхъ, одинъ весьма 
почтенный геометръ, Карно, далъ наконецъ действительно прямое и 
логическое объяснеше метода Лейбница, доказавъ, что онъ основанъ 
на принципе необходпмаго уравновешешя опшбокъ, что и представ
ляешь, вероятно, точное н ясное выражение того, что Лейбннцъ неопре
деленно п смутно высказалъ, пытаясь установить ращональное основные 
своего анализа. Такимъ образомъ Карно оказалъ науке серьезную 
услугу *), важность которой, какъ мне кажется, еще недостаточно ощЬ- 
ней'а; однако, какъ мы увнднмъ въ конце этой леКцы, все эти логи
ческая надстройки къ методу безконечно малыхъ, но всей вероятности, 
способны просуществовать только очень недолго, такъ какъ онЬ глубоко 
ошибочны въ основе. ТЬмъ не менее, я думаю, что для дополнешя 
изложещя этого важнаго вопроса я долженъ разсмотреть здесь общее 
разсуждеше, предложенное Карно, чтобы прямо доказать аналпзъ Лейб
ница: вотъ въ чемъ заключается суть его.

Устанавливая дифференщальное уравнеш е явлешя, мы заменяемъ 
непосредственные элементы разсматриваемыхъ величинъ другими, более 
простыми безконечно малыми элементами, которые отличаются отъ пер- 
выхъ на безконечно малыя относительно ихъ величинъ; эта замена 
составляетъ главный щпемъ метода Лейбница, который помимо нея 
нисколько не облегчалъ-бы въ действительности состав л ешя уравнены. 
Карно счптаетъ, что эта гипотеза вноситъ действительно некоторую 
ошибку въ полученное такимъ образомъ уравнеш е, и поэтому оно на
зываешь последнее несовершенными', очевидно, однако, эта ошибка должна 
быть безконечно мала; съ другой стороны, все аналнтичесшя операции 
производимый надъ дифференщальными уравнешями, какъ при диффе
ренцированы, такъ п при интегрированы съ целыо, по исключены вве- 
денныхъ въ качестве вспомогательныхъ безконечно малыхъ величинъ, 
придти къ конечнымъ уравнен!ямъ, точно также по самой своей при
роде вводятъ, какъ это не трудно вндить, подобныя ошибки; такимъ 
образомъ въ окончательныхъ уравнеш яхъ происходить точное уравновй- 
шеше опшбокъ, и, но выраженш Карно, они становятся совершенными. 
ВЬрнымъ и неизменнымъ признакомъ действнтельнаго уравнов’Ьшешя 
опшбокъ Карио счптаетъ полное исключеше всехъ безконечно малыхъ 
величинъ въ уравнены, что и составляетъ на самомъ деле конечную 
цйль всехъ операцы угрансцендентнаго анализа. Если мы ни разу ие 
допустили ни одного нарушешя общнхъ иравилъ разсуждешя, кроме 
вызываемыхъ самой природой метода безконечно-малыхъ, и такъ какъ 
полученныя такимъ образомъ безкоиечно малыя ошибки могли ввести 
во вей уравнешя тоже только безкоиечно малыя ошибки, то отношения, 
связывающей между собой одпе конечным величины, прюбр4тутъ безу
словную точность, ибо въ этихъ отношешяхъ могутъ иметь мЬсто только 
конечный ошибки, а такихъ ие могло возникнуть при указанныхъ опе- 
ращ яхъ. В се это общее разсуждеше основано на понятии о безконечно- 
малыхъ величинахъ какъ о величинахъ безконечно уменьшающихся, 
тогда какъ величины, отъ которыхъ они происходить, признаются 
конечными.

*) Посмотрите замечательное сочинеше, которое опъ опубликовалъ подъ  
заглав1емъ „Размышлешя о метафизики исчислетя безконечно малыхъ'1, гдИ 
можно найти ясное и полезное, хотя и нисколько новерхиостное изложеше 
всИхъ главныхъ точеки зрПшя, съ которыхъ разсматривалась общая система 
исчислешя косвенныхъ функщй.
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Чтобы пояснять однимъ прим*ромъ это отвлеченное изложеше, 
обратимся еще разъ къ задач* о касательныхъ, которую легче всего 
проанализировать вполн*. Допустимъ, что полученное выше уравнеше

* =  заклю'и етъ  въ себ* безконечно малую ошибку, такъ какъ оно

безусловно в'Ьрно только для секущей. Теперь, для окончательнаго р^- 
шенш задачи, надо найти, съ помощью уравнешя каждой кривой, отно- 
шеше менаду днфференщаламп коордннатъ. Еслп уравнеше кривой, какъ 
я предполагаю, есть у =  ах2, то очевидно получится

с1у =  2 ахс1х +  ас1х2.

Въ этой формул* надлежитъ пренебречь членомъ ас1х2, какъ без
конечно малой величиной втораго порядка,

Зат*мъ съ помощью совокупности двухъ несовершенныхъ урав-
ненш

t =  с1у =  2 ах с!х

можно совершенно исключить вс* безконечно малыя, и окончательный 
результата

будетъ но необходимости точнымъ всл*дств!е полнаго уравнов*шешя 
двухъ сд'Ьланныхъ ошибокъ, такъ какъ въ результат* по самой при
род* его не должны заключаться безконечно малыя ошибки, единствен
ный, однако, который могли бы войти туда по характеру пронзведен- 
ныхъ надъ уравнешемъ операщй.

Легко было бы повторить тоже разсуждеше по отношение ко 
вс*мъ другимъ общпмъ приложешямъ анализа Лейбница,

Изложенная зам*чательная теор1я, конечно, окажется бол*е остро
умной, ч*мъ основательной, если разсмотр*ть ее глубже. Въ д*йствн- 
тельности, она страдаетъ, однако, т*мъ же логнческимъ недостаткомъ, 
какъ н самый методъ безконечно малыхъ, и мн* кажётся, что вся эта 
теор1я является только естественными развнттемъ и общпмъ объясне- 
шемъ указаннаго метода, такъ что ее можно признавать до т*х ъ  поръ, 
пока будетъ допущено прямое нрим*неше метода.

Переходя теперь къ общему изложешю двухъ другнхъ основ
ных!, концепций трансцендентнаго анализа, я ограничусь по отноше
ние къ каждой ук а зател и  основной идеи ея, такъ какъ философскш харак- 
теръ этого анализа достаточно выясненъ выше, при разсмотр*нш воз- 
зр*шй Лейбница, на которыхъ я долженъ былъ остановиться съ осо
быми внимашемъ потому, что они позволяют!, легче схватить методъ 
во всеми его объем* и описать его съ наибольшей быстротой.

Ныотопъ представили свои воззр*шя на трансцендентный анализъ 
поелфдовательно въ н*сколькихъ различныхъ формахъ; та пзъ нихъ, 
которая теперь наибол*е принята, по крайней м*р* среди геометровъ 
на континент*, была названа Ньютономъ методомъ первыхъ и  поелтд- 
нихъ отношений, голи методомъ предгъловъ; всего чаще употребляется 
теперь это посл*днее назваше.

Съ точки зр*ш я Ньютона общш духи трансцендентнаго ана
лиза состоитъ въ введенш, вм*сто основныхъ величинъ пли одно
временно съ ними, ради облегчешя составлешя уравненш, пред*ловъ 
отношешл одповременныхъ приращенш основныхъ величинъ, или дру
гими словами, носл*дшя отношешя этихъ приращешй; эти пред*лы или
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чт льны ми величинами. Облегчеше, вносимое анализомъ Ньютона въ 
составлеше выраженш математическнхъ законовъ явленш вообще, за
ключается въ томъ, что это нсчислеше, занимаясь не самыми нрира 
шешямп данныхъ величинъ, а только пределами отношенш этихъ при- 
пащенШ даетъ намъ возможность постоянно заменять каждое прира- 
S L  д руго й , бол t e  простой величиной, съ гЬмъ условлемъ, чтобы ихъ 
последнее отнош ете было отношешемъ равенства, или, Д1^Г11И ;
вамп чтобы предйлъ нхъ отношешя былъ равенъ единиц*. Действи
тельно очевидно, что нсчислеше нредйловъ отъ такой замЬны ни въ 
чемъ не бтдетъ нарушено. Исходя изъ этого принципа, можно придти 
почти къ тЬмъ-же результатамъ, которые даетъ анализъ Леионн и , 
понимая ихъ съ совершенно иной точки зрйшя: кривътя разсматрива- 
ются здйсь какъ пределы ряда прямолинейныхъ многоугольннъовъ, не 
S Í  движещя5 какъ нредйлы совокупности равномерных*, прн-

^ е ^ ь и а и р а в л е ш е

o t o ”  тао вторая точка н ер ей ч еш я  еа безконечно „риолижается 
ю  первой Навивая разности координат,, двухъ точекъ чорезъ, 4 
S ,  Г  всякой моменть для тангенса угла, который ооразуетъ с г у щ а я  

съ осью абсцпсъ, иолучимъ

í  — Дх’

а отсюда, взявъ пред*лы, для самой касательной нолучпмъ слйдующую 
общую формулу трансцендентнаго анализа

на основанш которой нсчислеше косвенныхъ функщй,, во* 
нпмл случай когда дано уравнеш е кривой, покажеп. намъ. какъ пол) 
чить отшшёнГе между * и ж, исклю чит, введенный выше вспомоги- 
тельнь!я величины. Чтобы довести рй и еш е задачи до конца, нредноло-

жимъ, что 0
у =  ах-

есть уравнеш е предположенной кривой, очевидно, по.п шмь

\ у  =  2  ах  Дж +  а (Дж)2

откуда заключаемъ, что
^  =  2  а х  +  а Дж.
Дх

Но очевидно, предйлъ, къ которому стремится второй членъ но 
мйрй уменьшен!я Дж, есть 2 ах. Итакъ съ помощью этого метода най-

деШ ЧТ0 1 =  2  ах,

*) Я употребляю букву L  для обозначешя предйла.
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какъ уже было получено выше для этого-же самаго случая съ помощью 
анализа Лейбница.

Подобнымъ-же образомъ, когда определяется длина дуги кривой, 
нужно приращеше дуги 8 заменить хордой приращешя; эти две вели
чины, очевидно, находятся въ такомъ отношены, что пределъ его есть 
единица; тогда, следуя тому-же щнему, какими мы пользовались въ 
методе Лейбница, получимъ следующее общее уравнеше для спрямле- 
ш я дугъ

смотря по тому, будетъ-ли кривая плоская или двоякой кривизны. Т е
перь для каждой отдельной кривой нужно перейти отъ этого уравнешя 
къ уравнение между дугой и абциссой, что входить въ составь транс- 
цендеытиаго анализа въ собственномъ смысле слова.

Съ тою-же легкостью можно применить методъ пределовъ и ко 
всемъ другими общими задачами, р е ш е т е  которыхъ по методу безко- 
нечно-малыхъ было указано выше.

Такова но сущ еству принадлежащая Ньютону концепция транс- 
цендентнаго анализа пли, правильнее говоря, идея, которую Маклоренъ 
и д’Аламберъ, пытаясь определенно установить и согласовать сообра- 
жешя Ньютона по этому вопросу, представили, какъ самое ращональ- 
ное основаше его анализа.

Прежде чемъ перейти къ излоясешю концепцы Лагранжа, я дол- 
женъ всетаки указать здесь еще на другую форму, въ которой Нью- 
тонъ представили тотъ-же самый методъ; эта форма заслуяшваетп на
шего особениаго внимашя какъ по ея удивительной въ некоторыхъ 
случаяхъ ясности, такъ и потому, что она дала наиболее удобную для 
разсматрнваемаго способа нонимашя трансцендентнаго анализа систему 
обозначены, и, что, наконецъ, она до сихъ поръ служить особой фор
мой нсчислешя косвенныхъ функцпг, принятой всеми англшскпми гео
метрами. Я имею въ виду здесь исчислеше флюксгй и флюэнтъ, осно
ванное на общемъ поняты о скорости.

Чтобы-бы легче выяснить основную идею нсчислешя флюксий, бу- 
демъ разсматривать каждую кривую, какъ следи точки, одаренной пе
ременными движешемп, подчиненными какому нибудь закону. Различ
ный величины, который связаны съ кривой, какъ-то абсцисса, орди
ната, дуга, площадь и т. д. можно тогда считать произведенными одно
временно съ кривой въ различные моменты этого движенья; скорость, 
съ которой будетъ описана каждая пзъ этнхъ велпчинъ, будетъ назы
ваться флюксгей этого количества, носящаго въ свою очередь имя ея 
флюэнты. Согласно такому ввозренш  весь трансцендентной анализъ бу
детъ состоять въ непосредственномъ составлены уравнены между флюк- 
шями данныхъ величпнъ, чтобы затЬми при помощи спещальнаго исчис- 
лешя находить отсюда уравнешя между самими флюэнтами. Сказанное 
здесь о крйвыхи можетъ быть, конечно, применено къ какими угодно 
величинами, предполагая, при помощи подходящихъ представлений, что 
одне нзъ нихъ произведены движ ет нмн другихъ.

Легко понять общую и необходимую тождественность этого метода, 
осложненнаго посторонними ноняНеми о движены, си методомп преде-
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„пвъ тгйствптельно если, возвращаясь опять къ кривой, предположить, 
г Т ъ  можно всегда сделать, что д ви ж ете описывающей кривую 
точки совершается равйомЬрно въ нзвЬстномъ направлеши, напрнмЬръ, 
в ъ ^ t ó n p S n  абсциссы, что флюкшя абсциссы будетъ постоянной, 
какъ элеиентъ времени; для всЬхъ же остальныхъ производимым двп- 
жешеми величинъ оно можетъ считаться равномерными только въ т 
í e n i e  безГонечш  чалого промежутка времени. Установивъ это и пмЬя 
въ виду что Скорость по ея механическому у м ы сл у  есть отпощен и 
ппойтеннаго пространства ко времени, употребленному на его прохож 
S S  Г ч т о , ¿ о м -i т о г о ,  время здесь нропорцшнально = астанш  во- 
рттпссы твнднмъ, что флюксш ординаты, дуги, площади и т - 
если отбросить промежуточное соображеше о времени, д'Ьй т̂®“ те^  
оказываются только последними отношешями приращешй этихъ различ-
ныхъ величинъ къ приращенш абсциссы. . .

Мётодъ флюксш и флюэнтъ въ действительности есть только спо 
собъ представлять себе съ помощью механпческихъ ср авн етй  методъ 
ПРПВЪТХЪ И ПОСЛеДНИХЪ ОТНОШ еШ Й, КОТОРЫЙ ОДИПЪ ТОЛЬКО И 110ДД. ■
исчисленш. B c 'r í a c T i i i e  этого, методъ флюксш, конечно, обладаета т .мп- 
же общими преимуществами во всехъ  главныхъ прим Л1е.пДях 1 ^  1Ъ 
цендентнаго анализа, какъ и методъ пределовъ, и намъ здесь незачемъ

Д0Ка3М т р п м ° щ  ншсонецъ, концепщю Лагранжа. И д е я  его, во все.! 
удивительной простоте, заключается въ томъ, что трансцедент ^.
“тгпч’г ппелсттвляется какъ алгебраически щпемъ, на основанш которагс,

S í  Í Í Í  одновременно съ ншш, вводятся ихъ т. о по
пппетН енш  йангража, коэффищенты при первомъ члене въ щ  
пящеши функцш, разложенной по восходящими степенями приращешй 
независимой переменной задачи. Исчислеше косвениыхъ функцш. въ 
собственнш ъ смысле слова, здесь, какъ и въ концепцш Лейбница и 
Ньютона состоптъ въ исключетши производныхъ, введениыхъ въ на i 
? т в П с п о м о г ™ н ы х ъ  величинъ, съ целью пахождешя на основана 
с , „ и " н "  м ежд, ним,, отношевШ с о о т в й с в у ю и н х ъ  уравне.....

^ т З Г Г б ^ Г ^ — Т н т н н й  я„алн згявл«втся.„рост,.,м ^  но

очень важными распространешемъ обыкновеннаго анализа. > ж едрн ообы  

нымъ для геометровъ щнемомъ было введеш ° в^
оташя вместо величинъ, подлежавшихъ разсмотренпо, ихъ степенс , 
логориемовъ, синусовъ и т. д., съ целью унростнть ^  
найти ихъ Последовательное составленье производныхъ япляе^ ^  
щимъ npieM O M b того-же рода, обладающими только большей обпщосты« 
и поэтому представляющими гораздо более важное орудн> дл¡ дос 
жен!и обшей цели Хотя безъ сомнешя a priori можно понять, что 
предварительное разсмотрйше производныхъ можетъ о б в и т ь  состав- 
ттрrío тнавненш однако не легко ооъяснш ь, почему • >1
долженъ получиться скорее именно при и з в е ст н о ^  составле-
ШЯ производныхъ, чемъ при ВСЯКОМ Ъ другомъ нрс 1̂ с J ‘ т 
п состоять слабая сторона великой мысли ЛагР“ т  ^  
ло сихъ иоръ не удалось выяснить въ общемъ и абстрактному виде, оезъ 
РазсмотРе,пя другихъ концепщй трансцендентнагс. а н а л и з а ¿ « с т а т 
ное значеше, которое понимаемый такими образомъ анализе долженъ 
иметь при изследованш математическихъ законовъ явленш. <Зто значеше
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можно только констатировать, изучая каждый главный вопросъ отдельно, 
но такая проверка становится даже затруднительной, если избрать 
слояшый вопросъ.

Чтобы указать кратко, какъ изложенный способъ понимашя транс- 
цендентнаго анализа можетъ быть действительно прим'Ьненъ къ реше
ны» математнческихъ задачъ, я ограничусь здесь разсмотр'Ьшемъ съ 
этой новой точки зрЬшя самой простой изъ изслйдованныхъ выше за
дачъ, а именно задачи о касательныхъ,

Вместо того, чтобы определять касательную, согласно воззрешямъ 
Лейбница, какъ продолжеше безконечно малаго элемента кривой, или 
какъ предельное иоложеше секущей, согласно воззрение Ньютона, Ла- 
гранжъ останавливается на простомъ геометрическомъ свойстве ея, 
аналогичном!, съ оиределешемъ древнихъ, и разсматрнваетъ каса
тельную какъ прямую, проходящую на столько близко къ кривой, что 
между кривою и касательной черезъ точку касашя нельзя провести ни
какой другой прямой. Чтобы определить направлеше касательной, надо 
найтн общее выражеше разстояшя ея въ какомъ нпбудь направлены, 
напримеръ, въ направлены ординаты, до второй точки кривой отличной 
отъ первой, и затемъ произвольную постоянную, относящуюся къ на
клонение прямой и входящую по необходимости въ выражеше разстояшя, 
подобрать такъ, чтобы сделать его наименыпимъ. Такъ какъ разстояше, 
очевидно, равно разности ординатъ точекъ кривой и прямой, соответ
ствующих!) одной и той-же новой абсциссе х  +  h, то оно выразится 
формулой (f ( x ) —  t)h +  qh- +  rh3 +  ... и т. д.
где t, какъ и выше, обозначаешь неизвестный тангенсъ угла, обра- 
зуемаго осью х  съ искомой прямой, a f ( x )  есть производная отъ 
ординаты f(x ). Установив!, это положеше, легко видеть, что распоря
жаясь t такъ, чтобы первый члент, предыдущей формулы обращался въ 
нуль, мы сделаемъ разстояше между двумя лишями наименьшпмъ, такъ 
что всякая другая прямая, для которой t не будетъ иметь определен- 
наго указанными образомъ значешя. по необходимости уклонится отъ 
кривой больше. Итакъ для направления искомой касательный получается 
общее выражеше

t =  f(x),
т. е. результатъ, совершенно совпадавший съ формулами, получаемыми 
съ помощью методов!, безконечно малыхъ и пределов!,. Теперь остается 
для всякой отдельной кривой найти f ( x ) ,  что является уже вопросомъ 
чисто аналитическими, совершенно тождественными съ соответствую
щими вопросами, возникающими при применены! другихъ методовъ.

Разсмотревъ съ достаточною подробностью во всей ихъ совокуп
ности главпыя создапныя до иастоящаго времени обшдя концепции 
трансцендентнаго анализа, я не долженъ останавливаться на другихъ 
TeopiflXb, какъ, напримеръ, на исчислении исчезающихъ, предложенномъ 
Эйлеромъ, такъ какъ все оне являются только более или менее важ
ными и неимеющими особыхъ приложены видопзменешямп разсмотрен- 
ныхъ уже методовъ. Чтобы закончить все это изследоваше, мне остается 
теперь установить только сравнительную оценку трехъ оеновныхъ ме
тодовъ; предварительно, однако, я долженъ въ общемъ виде доказать 
ихъ совершенное н необходимое согласоваше.

Изъ предшествующаго прежде всего видно, что съ точкп зрйшя 
действительпаго назначешя указанныхъ трехъ методовъ, независимо отъ
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т. е. отъ отношены дифференщала каждой функцш къ днфферен- 
щалу соответствующей переменной, такъ какъ, определяя первый,диф- 
ференщалъ, по самой природе метода безконечно малыхъ нужно огра
ничиться иервымъ членомъ приращешя функцш, содержащимъ первую 
степень безконечно малаго приращешя переменной? Такимъ-же обра- 
зомъ не является-лн производная, тоже по самой своей природе, пре- 
дтломъ, къ которому по необходимости стремится отношеше между прн- 
ращешемъ первоначальной функцш и приращешемъ ея переменной, по 
мере того какъ эти приращешя неопределенно уменьшаются, такъ какъ 
производная, очевидно, выражаетъ значеше этого отношешя въ предпо
ложены, что приращеше переменной становится равнымъ нулю. Функ-

щя, въ методе Лейбница обозначаемая черезъ-^-> которой въ методе

Ньютона следовало-бы присвоить зпакъ Ь  < п которую, наконецъ, Ла-

гранжъ выражаетъ черезъ ¡'(х ), есть постоянно одна и та-же функция, 
разсматрнваемая съ трехъ различныхъ точекъ зрешя, причемъ сообра- 
жешя Лейбница н Ньютона, собственно говоря, выставляютъ только на 
видъ два общихъ и необходнмыхъ свойства производной функцш. Раз- 
сматриваемый абстрактно трансцендентный аналнзъ въ принципе своемъ 
постоянно остается одннмъ и темъ-же, какая бы концепция ни была 
нами избрана; щлемы псчислешя косвенныхъ функций по необходимости 
остаются одинаковыми въ всехъ  этнхъ методахъ, которые поэтому при 
каждомъ применен1п должны приводить къ безусловно согласнымъ между 
собою результатамъ.

Если теперь мы попытаемся оценить относительное значеше этихъ 
трехъ равнозначущнхъ идей, то въ каждой изъ нпхъ найдемъ свой- 
ственныя сч! преимущества и недостатки, не позволяюшде до сихъ поръ 
геометрамъ определеннымъ образомъ принять одну изъ нпхъ и раз- 
сматривать затемъ ее какъ окончательную. Безспорно, идея Лейбница 
во всехъ  приложешяхъ представляетъ ярко выраженное превосход
ство въ томъ отноше1пи, что съ наибольшей быстротой и съ напмень- 
шнми уоил1ямн ума приводить къ составлению уравненш между вспо
могательными количествами; ея именно нрпмененш обязаны мы темъ 
высокнмъ совершенствомъ, котораго, наконецъ, достигли все обшдя теорш 
геометрш и механики. Каковы бы ни были теоретнчесшя мнения гео- 
метровъ о методе безконечно малыхъ, разсматрпваемомъ абстрактно, вс/й 
молчаливо соглашаются, какъ только нхъ приходится изследовать новый 
вопросъ, применять преимущественно методъ Лейбница, чтобы не уве
личивать естественный трудности задачи чисто нскусственнымъ препят- 
С'пйемъ, которое возникало бы вследств1е неуместнаго и упорнаго ;ке- 
лашя пользоваться менее удобнымъ пр1емомъ. Самъ Лагранжъ, пере- 
строивъ на новыхч. основахъ весь трансцендентный аналнзъ, съ полной 
откровенностью, столь свойственный его генш , засвндетельствовалъ ясно 
и решительно свое уважеше къ характеристнческпмъ особенностямъ 
конце и 1Ц и Лейбница, применяя только последнюю во всей системе своей 
аналитической м еханики. Такой фактъ освобождаетъ насъ отъ даль
ней шаго обсуждешя этого предмета.

Если однако разсматривать концепщю Лейбница саму по себе 
и только съ логической точки зрешя, то нельзя не согласиться съ Ла- 
гранжемъ, что она глубоко неправильна въ основе, такъ какъ— говоря 
словами Лагранжа— самое понятте о безконечно малыхъ есть идея лож-
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пая  которую на самомъ дЬл’Ь невозможно усвоить ясно, хотя въ этомъ 
отиошенш и сущ ествтю тъ некоторый нллюзш. Трансцендентный аналнзъ 
въ концепцш Лейбница, по моему мненш , представляетъ крупное фи
лософское несовершенство, ибо онъ оказывается основаннымъ но сущ е
ству на т'Ьхъ самыхъ метафпзическнхъ прннцнпахъ, отъ которыхъ челове- 
ческШ духъ съ такнмъ трудомъ освободнлъ свои положительным теорш. 15ъ 
этомъ отношенш можно сказать, что аналнзъ безконечно малыхъ носить.ха
рактерный отпечатокъ эпохи своего открытая и генш своего создателя. Мож
но конечно путемъ остроумной теорш уравновешения ошиоокъ ооъяснить 
себе въ общемъ виде, какъ это сделано выше, точность прлемовъ, вхо- 
дящнхъ въ составъ метода безконечно малыхъ. Но не является-лн су- 
шественнымъ неудобствомъ самая необходимость различать въ матема
тике два класса разсужденш, изъ которыхъ одни совершенно строги, а 
въ другихъ намеренно допускаются ошибки, подлежащш исключенш 
впослЪдствш? Несомненно, что приводящая къ такнмъ страннымъ ре- 
зультатамъ идея должна быть признана мало удовлетворительной.

‘ " Сказать, какъ это иногда делалось, что по отношешю къ каждой 
задаче можно методъ безконечно малыхъ въ собственномъ смысле слова 
привести къ методу пределовъ, обладающему безукорнзненнымъ логн- 
ческимъ характеромъ, значило-бы обходить затрудненш, не разрешая 
его. Кроме того подобным преобразовашя почти совершенно лишаютъ 
идею Лейбница тйхъ существенных!) препмуществъ легкости и оы- 
строты умственныхъ операцш, который такъ высоко ставятъ ее въ ряду
другнхъ методовъ. .

Наконецъ, если даже н не обращать вниманш на указанный уже 
выше соображешя, то всетаки очевидно, что методъ безконечно-малыхъ 
иредставлялъ-бы по своей природе тотъ существенный недостаток!,. что 
онъ нарушалъ-бы единство абстрактной математики, такъ какъ ооосно- 
вывалъ-бы трансцендентное исчпслеше на принципам,, весьма отлич- 
ныхъ отъ тйхъ, на которыхъ построенъ обыкновенный аналнзъ. Что 
делеш е анализа на две совершенно независимый области препятствуетъ 
образованш действительно общнхъ аналитических!, понятии Чтобы 
вполне оценить следстапя этого обстоятельства, нужно мысленно пред
ставить себе состояше, въ которомъ находилась наука, пока Лаграижъ 
не установнлъ общую и окончательную гармонш между этими двумя
огромными отраслями анализа.

Переходя къ концепцш Ньютона, мы должны, очевидно, признать, что, 
по самой своей природе, она стоить вне тФхъ основных!, логических!, 
возражений, который вызываетъ методъ Лейоница.

Понятие о предголахъ действительно замечательно но своей ясно
сти и правильности: въ трансцендентном!, анализе, нрсдставлепномъ 
такимъ образомъ, уравнения считаются точными съ самаго начала, и 
обиня правила разсужденш соблюдаются постоянно также строго, как ь 
н въ обыкновениомъ анализе. Но, съ другой стороны, этотъ методъ 
далеко не даетъ такпхъ удобств!, при решении задачъ, какъ методъ 
безконечно малыхъ. Налагаемое методомъ Ньютона требоваше не раз- 
сматрнвать самостоятельно и отдельно приращения велнчннъ или ихъ 
отношешя, а принимать во внимаше только пределы этихъ отношешй 
значительно замедляетъ ходъ мышления при составлении вспомога- 
тёльпыхъ ур ав н етй . Можно даже сказать, что это требоваше сильно 
затрудняетъ чисто аналптичесшя преооразовашя уравненш. Поэтому 
трансцендентное исчисление, разематриваемое отдельно отъ его прило-
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женш, при этомъ методе далеко не обладаетъ тон широтой п общностью, 
которую ему даетъ концешця Лейбница. Такъ, нанрпмеръ, только съ 
болынимъ трудомъ удается распространить теорш  Ныотона на функцш 
съ нисколькими независимыми церемонными. Какъ-бы то ни было, но 
сравнительно меньшая пригодность этой теорш замОтна особенно въ ея 
примОнешяхъ.

Я не могу не заметить здесь, что мнопе геометры на континенте, 
принимая методъ Ныотона, какъ болОе ращональпый, за основу транс- 
цендентнаго анализа, скрыли отчасти неудобства этого метода съ по
мощью глубокой непоследовательности, прнм'Ьннвъ къ этому методу 
обозначен!я, предложенный Лейбнпцемъ для метода безконечно-малыхъ 
н свойственный собственно только его методу. Обозначая черезъ

величину, которую въ теорш пред'Ьловъ сл’Ьдовало-бы, собственно

говоря, обозначать черезъ Ь ~ , н распространяя на вей друия ана-

лптпчесшя пошгпн такое же переяйщеше знаковъ, геометры, конечно, 
задавались целью соединить особым преимущества обоихъ методовъ, но 
въ действительности достигли только неправильнаго смйшешя, привычка 
къ которому не даетъ возможности создать себе ясное п точное пред- 
етавлеше о томъ нлн дртгомъ методе. При раземотрйшн этого прхема 
самого по себе не можетъ не показаться странными, что геометры пы
тались установить действительное соедннеше двухъ столь различныхъ 
общихъ теорш нутемъ одннхъ обозначенш.

Наконецъ, методъ предйловъ представляетъ, хотя и въ меньшей 
степени, серьезное неудобство, указанное мною выше прп обзоре ме
тода безконечно малыхъ, н состоящее въ томъ, что н нмъ создается 
полное разделите между обыкновенными п трансцендентными анали- 
зомъ, такъ какъ пошгпе о предйлахъ, несмотря на всю его ясность и 
точность, тЬмъ не менее само по себе, какъ это заметили Лагранжи, 
является идей совершенно посторонней, отъ которой аналитпчесюя теорш 
не должны были-бы зависеть.

Совершенное единство анализа и чисто абстрактный характеръ 
его основных’!. понятШ находнтъ себе высшее выражеше въ концепцш 
Лангранжа и только въ ней; по этой причине она н является наибо
лее ращональной и наиболее философской пзъ вейхъ трехъ концепцш. 
Тщательно отбрасывая всяыя посторонни! соображешя, Лагранжи при
дали трансцендентному анализу истинный свойственный ему характеръ, 
представит, его какъ обширный классъ аналитнческнхъ преобразований, 
при помощи которыхъ замечательно облегчается выражеше условш различ
ныхъ задачи. В ъ  тоже время этотъ анализъ является простыми расшп- 
решемъ обыкновеннаго и сделался только высшей алгеброй. Съ этого 
момента об’Ь различным, до т’Ьхъ поръ столь далешя одна отъ другой 
части абстрактной математики могутъ считаться составляющими одну 
систему.

Къ сожалении, идея Лангранжа, обладающая, независимо отъ про
стоты п ясности входящихъ въ ея составь понятш, столь важными 
свойствами и которая, благодаря ея высокому философскому превосходству 
надъ вс'Ьмн другими предложенными методами, безъ сомнйшя, должна- 
бы сдйлаться окончательной теор1ей трансцендентнаго анализа, въ со- 
временпомъ своемъ состояши представляетъ въ прпложешяхъ, но срав
нение съ концепщей Ныотона и въ особенности Лейбница, елпшкомъ
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и н о г о  трудностей, н поэтому еще не можетъ быть принята окончательно 
Самому Лагранжу съ помощью своего метода только съ величайшемн 
трудомъ удалось получить главный результаты, уже найденные при ре- 
шенш общихъ геометрическихъ и механическихъ задачъ по методу без- 
конечно малыхъ; отсюда можно составить себе пошгае, съ какими труд
ностями придется бороться при нзслйдоваши съ помощью того-же 
метода действительно новыхъ п важныхъ воиросовъ. Правда, Лагранжъ 
во многихъ слтчаяхъ показалъ, что трудности, даже искусствен- 
ныя, побуждаютъ людей гешальныхъ къ чрезвычайными у а ш я м ъ , ко
торые могутъ привести къ болйе широкими результатами. Такими 
именно образомъ Лагранжъ, пытаясь применить свой методъ къ изу- 
ченцо кривизны лиши, таки мало поддававшейся, невидимому, прнложе- 
н ш  этого метода, создали прекрасную теор1ю сопрнкасашя и т'ймъ усовер- 
шенствовалъ эту важную часть геометрш. Несмотря, однако, на такое 
счастливое исключеше, методъ Лагранжа тймъ не менее до спхъ поръ 
остался, во всей совокупности своей, совершенно непригодными для 
ирнложешй.

Окончательными результатомъ общаго сравнешя, только что на- 
бросаннаго мною и требующаго более широкаго развиНя, является ука
занный мною въ самомъ начале этой лекцш выводи, что для дРйствн- 
тельнаго усвоеш я трансдендентнаго анализа нужно не только разсмо- 
трйть его принципы съ точки зрйшя трехъ различныхъ по своими 
основаньями концепций созданныхъ Лейбницомъ, Ныотономъ иЛагран- 
жемъ, но, кроме того, необходимо привыкнуть решать наиболее важ
ные вопросы какъ псчнслешя косвенныхъ функцш, таки п его прило
жений, при помощи всйхи трехи методови и ви особенности при по
мощи перваго и последияго. Я горячо рекомендовалъ-бы такой путь всеми, 
кто пожелаетъ разсмотрйть философски это удивительное создаше чело- 
веческаго духа, равно какъ и теми, кто пожелалъ-бы научиться легко 
и успешно пользоваться этими могущественными орудаемъ. Во всйхи 
другнхъ частяхъ математики изследоваше различныхъ методови ре
шения одного п того-же класса задачъ можетъ быть полезно, даже не
зависимо отъ историческаго интереса, которое эти методы представляютъ, 
но тамъ оно не является необходимыми; здесь же оно безусловно 
неизбежно.

Установивъ въ этой лекцш со всей точностью философами 
характеръ псчнслешя косвенныхъ фушсщй, на основашн главныхи кон- 
цепцш, на которыхъ возможно построен]е его, я долженъ теперь раз- 
смотрйть въ следующей лекцш ращональное д е л е т е  и общш состави 
этого псчнслешя.
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06щ1й обзоръ нсчислешя косвенныхъ Функцш.

Изъ изложенныхъ въ прошлой лекцш соображенш видно, что 
нсчнслеше косвенныхъ функцш по необходимости делится на две части, 
или правильнее говоря, распадается на два совершенно различныхъ, 
но тЬсно связанпыхъ по своей природе нсчислешя; въ первомъ изъ 
нихъ требуется, исходя изъ существующихъ между соответственнымп 
основными величинами отношенш, найти отношешя между вспомога
тельными величинами, введеше которыхъ представляетъ общую основ
ную черту нсчислешя косвенныхъ функцш,— во второмъ-же, наоборотъ, 
требуется открыть нрямыя уравнешя на основанш непосредственно уста
новленных!, косвенпыхъ. Такова въ действительности двойная цель, 
постоянно преследуемая трансцендентными анализомъ.

Два указанный нсчислешя получили различный назвашя, въ зависн- 
мостп от!, точки зрешя, съ которой разсматривалась вся совокупность 
этого анализа. Такъ какъ до сихъ порт, по изложенными выше причи
нами наиболее употребителен!, методъ безконечно малыхъ въ собствен
ном!, смысле этого слова, то на континенте почти все геометры для 
обозначения этнхъ двухъ родовъ нсчислешя пользуются назвашямн 
дшфференцчальнаго и  интегральнаго исчислен/я, предложенными Лейбни
цем!, и вытекающими совершенно ращонально изъ самой идеи его. 
Ныотонъ, следуя своему методу, назвали первое— исчислет емъ флюксш, 
а второе исчислет емъ флюэнтъ, выражешя, принятым вообще въ 
Англш. Наконец!,, исходя изъ глубоко философской теорш Лагранжа, 
можно нхъ называть первое— исчислет емъ производныхъ ф ункцш , а 
второе— исчислет емъ первоооразныхъ функцш . Я буду пользоваться 
терминами Лейбница, какъ наиболее удобными во французскомъ языке 
для составленья различных!, вспоыогательныхъ выражений, хотя, на 
основанш приведенныхъ въ предыдущей лекцш объясненш, я буду вы
нужден!, одновременно обращаться къ различными концепщямъ, следуя 
на сколько возможно Лагранжу.

Очевидно, что дпфференщальное исчислеше есть ращональное 
основан ¡е интегральнаго, такъ какъ мы умЪемъ и можемъ непосредственно 
интегрировать только дифференщальныя выражешя, полученный диф- 
ференцировашемъ простыхъ функцш, составляющихъ обиде элементы 
нашего анализа.
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Искусство интегрпровашя состоять засимъ но сущ еству въ при
ведены, насколько это возможно, всЬхъ остальиыхъ случаевъ въ зави
симость только отъ указаннаго небольшого числа основныхъ интегри
рованы.

Разсматрнвая всю совокупность трансцендентнаго анализа, какъ я 
его охарактернзировалъ въ прошлой лекцш, мы сначала можемъ н не 
видеть, въ чемъ заключается собственно польза дифференщальнаго 
исчислешя, независнмо отъ его отношешя къ интегральному, и намъ 
кажется, что последнее является единственным!) прямо необходнмымъ 
исчпслешемъ. Действительно, исключеше безконечно малыхъ или про- 
нзводныхъ, введенныхъ въ качестве вспомогательныхъ величннъ для 
облегчешя составлешя уравнешй, является, какъ мы видели, окон
чательной н неизменной цйлью исчислешя косвенпыхъ функщй; по
этому естественно думать, что псчислеше, которое учить насъ пзъ 
уравнешй между этими вспомогательными величинами выводить урав
нешя между основными, должно совершенно удовлетворять общимъ по
требностями трансцендентнаго анализа, и на первый взглядъ незаметно, 
какое особенное п постоянное место можетъ занять въ такомъ анализе 
реш еш е обратной задачи. Было-бы совершенно неправильно объяснять, 
согласно принятому обычаю, прямое н необходимое назначите самаго 
дифференщальнаго исчислешя, указывая, что оно должно составлять 
дифференщальныя уравнешя, отъ которыхъ интегральное псчислеше 
переходить затемъ къ конечными уравнешямъ, такъ какъ первона
чальное составлеше дифференщальныхъ уравнены, собственно говоря, 
не служить и не можетъ служить целью какого-бы то ни было исчи
слешя, а на оборотъ по самой своей природе является необходимой 
исходной точкой всякаго исчислешя. Какими образомъ, въ частности, 
дифференщальное псчислеше, которое само но себе приводится къ ука
занно способовъ дифференцирования различных!, уравнешй, можетъ да
вать общщ щнемъ для составления этихъ уравнешй? Во вс-Ьхъ прило- 
жеш яхъ трансцендентнаго анализа составлеп1е уравнены облегчается 
методомъ безконечно малыхъ, а не исчислет емъ  безконечно малыхъ, 
совершенно отличными отъ него, хотя и представляющим-!, весьма важ
ное его дополнеше. Указанное выше определите давало-бы совершенно 
ложное понятге объ особомъ назначены дифференщальнаго исчислешя, 
устанавлнвающемъ его место въ общей системе трансцендентнаго 
анализа.

Такими образомъ видеть въ дифференщальномъ исчислены только 
простой предварительный нр1емъ, не тгЬ ю щ ы  никакой другой общей 
и существенной цели, кроме подготовлешя необходимаго основан ¡я 
для интегральнаго исчислешя, значило-бы весьма несовершенными обра- 

. зомъ понимать истинную важность этой первой отрасли исчислешя кос- 
вениыхъ функцы. Такъ какъ, обыкновенно, но этому предмету понятия 
носятъ весьма туманный характер-!,, то я считаю нужными бегло ука
зать здйсь на важное соотношеше частей анализа такъ, какъ я его пони
маю, и выяснить, что при всяком-!, применены трансцендентнаго ана
лиза первая прямая и необходимая часть постоянно принадлежать диф
ференциальному нечисленно.

При составлены дифференщальныхъ уравнешя какого-нибудь явле- 
шя мы очень рйдко ограничиваемся введешемъ дифференщаловъ только 
т-Ьхъ величинъ, отношешя которыхъ мы ищемъ. Ставить себе такое 
услов!е значило-бы безполезно ограничивать способы, предоставляемые
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намъ трансцедентнымъ анализомъ для выражешя математическихъ за- 
коновъ явлешй. Чаще всего въ эти первоначальный уравнешя вводятся 
днфференщалы другихъ величинъ, отношешя которыхъ известны или 
предполагаются известными, и безъ разсмотрешя которыхъ иногда было- 
бы невозможно даже установить требуемый уравнешя. Такъ, напрнмеръ, 
въ общей задаче о выпрямлешн крявыхъ, дифференщальное уравнеше

йв- =  с1у- 4- (1х2 или йз2 =  с1х2 +  с1у2 +  сЬ2

устанавливается не только между искомой функщей &• н независимой 
переменной х ,  отношеше къ которой требуется найти, но сюда въ тоже 
время, какъ необходимый промежуточный величины, введены еще 
и днфференщалы одной или двухъ функцш у и г, число коихъ равно 
числу даиныхъ задачи; составить непосредственно уравнеш е между Лв 
с1х было-бы невозможно, и притомъ оно относилось-бы только къ каж
дой отдельной изъ разсматриваемыхъ кривыхъ. Тоже самое молено ска
зать о большинстве задачъ. Но въ данномъ случае видно, что днфферен- 
щальное уравнеше не можетъ быть интегрировано непосредственно. 
Прежде всего нужно, чтобы днфференщалы функцш, которыя предпо
лагаются известными и введены только въ качестве промежуточ
ных!,. были совершенно исключены и уравнешя заключали-бы въ себе 
только днфференщалы однихъ искомыхъ функцш и действительно не- 
зависимыхъ переменныхъ. после чего решеше задачъ войдетъ на са- 
момъ деле въ область интегральнаго нсчислешя. Такое подготовитель
ное нсключеше различиыхъ дифференщаловъ, имеющее целью умень
шить по возможности число безконечно малыхъ, составляешь предмете 
одного дифференщальнаго печпелешя, такъ какъ, очевидно, это исклю
ч и те можетъ быть произведено съ помощью опредйлешя, на основанш 
уравненш между известными но предпололсенш и взятыми въ каче
стве вспомогательиыхъ функщями, отношешй ихъ дифференщаловъ 
другъ къ другу, а такое онределегпе представляетъ простой вопросе 
днфференцнровашя. Такъ, напрнмеръ, въ случае вынрямлешя дуги, 
нужно прежде всего вычислить с1у или (1у и <1г, дифференцируя урав- 
неше или уравнен!я каждой данной кривой; на основанш этихъ выра- 
жешй указанная выше общая дкфференщальная формула будете за
ключать въ себе только (1ч и (1х; после такого преобразован!я псклю- 
чшйе безконечно малыхъ можетъ быть произведено съ помощью одного 
интегральнаго нсчислешя.

Такимъ образомъ общее и необходимое назначеше дифферешцаль- 
наго исчислен!я при решеши разныхъ вопросовъ, требующнхъ примй- 
нс1пя трансцендентнаго анализа, представляется въ следующем!, виде: 
подготовить, на сколько возможно, нсключеше безконечно малыхъ, т. е. 
во всякомъ частномъ случае преобразовать первоначальный дпфферен- 
щальныя уравнеш я такъ, чтобы они заключали въ себе дифференщалы 
только действительно независимых!, переменныхъ и искомыхъ функцш; 
для этого нужно исключить, съ помощью дпфференцнровашя, днффе- 
ренщады вс'Ьхъ другихъ пзвестныхъ функщй, которыя могли быть 
введены какъ промежуточным величины при составленш дифферешцаль- 
ныхъ уравне1пй задачи.

Въ некоторыхъ вопросах!,, хотя и немиогочнеленныхъ, но, какъ 
мы увидимъ позже, очень важныхъ, искомым величины входятъ въ п ер - 
воначальныя дифферешцальиыя уравнешя прямо, а не въ виде диффе
ренщаловъ; эти уравнешя заключают!, въ такнхъ случаяхъ только днф-

Огюстъ Контъ. Т. I. ^
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ференщалы различных! нзв!стны хъ функщн, играющихъ, на основан!п 
предыдущаго объяснешя, роль промежуточныхъ велпчннъ. Это конечно 
самые благопр!ятные случаи, такъ какъ, очевидно, совершенно доста
точно одного дифференщальнаго исчислешя для полнаго псключе- 
шя безконечно малыхъ, и для р!ш еш я задачи н !т ь  надобности въ ин
тегрировании Т а т е  случаи представляетъ, напримйръ, задача о каса- 
тельныхъ въ геометрш, задача о скоростяхъ въ механик!, и т. д.

Наконецъ, н!сколько другнхъ задачъ, таклсе очень малочисленныхъ 
и т!м ъ  не м ен!е весьма важныхъ, представляютъ второе исключеше, 
по природ! своей совершенно противопололсное первому; это именно 
задачи, въ которыхъ дифференщальныя уравнения могутъ быть непо
средственно интегрированы, такъ какъ съ самого начала они содер
жали только безконечно малыя, относящаяся къ нскомымъ функ- 
щямъ или къ действительно независпмымъ перем!ннымъ, и потому не 
было никакой надобности вводить кашя-бы то нн было промежуточный 
функщн. Е сли даже въ этомъ случай н вводятся т а т я  функцш— по 
предположен!«) прямо, а не въ вид! днфференщаловъ— то съ помощью 
обыкновенной алгебры можно будетъ удалить пхъ н привести задачу 
къ виду, допускающему непосредственное прим!неш е интегральнаго ис- 
числешя. Днфференщальное нсчнслеше не играетъ тогда никакой особо!! 
роли въ рйшенш этихъ задачъ, цйликомъ нрпнадлежащихъ къ области 
интегральнаго исчпслешя. Общая задача квадратуръ представляетъ въ 
этомъ отношен!н интересный прнмйръ, такъ какъ соответствующее днф
ференщальное уравнеше

(ТА =  уйх

будетъ подлежать непосредственному интегрированно, какъ только на 
основашн уравнешя данной кривой будетъ исключена промежуточная 
функщя у, дпфференщалы которой совершенно не входить въ задачу.

Тоже обстоятельство имйетъ м !сто въ отношенш къ задач! о вы- 
численш объемовъ и еще въ н!сколькнхъ другихъ, весьма существен- 
ныхъ случаяхъ.

Н а основанш в с !х ъ  предъидущихъ соображенш математнческ!я за
дачи, требуюшдя прим!нешя трансцендентнаго анализа, сл!дуетъ  вообще 
раздйлить на три класса: первый классъ доллсенъ заключать въ себ! 
задачи, который могутъ быть вполн! р!ш ены па основан!и одного диф- 
ференидальнаго исчпслешя безъ всякой помощи интегральнаго; второй, 
наоборотъ, задачи, вполн! нрннадлелшшдя къ области интегральнаго ис
числешя, такъ что днфференщальное нсчнслеше не принимает!, ника
кого участия въ р!ш еш и ихъ; наконецъ, въ третьемъ и самомъ обшир- 
номъ класс!, представляющемъ нормальный случай, тогда какъ первые 
два являются только исключешямн, оба исчислешя посл!довательно ирини- 
маютъ оиредТленное и необходимое участие въ полномъ р!ш еш и задачъ, 
причемъ днфференщальное исчирлеше вводить въ первоначальный 
дифференщальныя уравнешя изм!нешя, необходимый для прим!не- 
шя къ нимъ интегральнаго исчислешя. В ъ такомъ опред!ленномъ ви д ! 
представляются общ!я отношешя этихъ двухъ исчислен!и, понимаемыя 
обыкновенно недостаточно точно.

Бросимъ теперь общ!!! взглядъ на ращональный составь каждаго 
изъ указанныхъ исчислешй, начиная, какъ очевидно н сл!дуетъ д!лать, 
съ дифференщальнаго исчислен!я.

При пзложенш трансцендентнаго анализа обыкновенно принято къ
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чисто аналитической части, состоящей изъ абстрактнаго учешя о диф- 
фенцпрованш п интегрированш, присоединять изучеше главныхъ ея 
приложешй, особенно относящихся къ геометрш. Такое смйшеше идеи 
является сл'Ьдствйемъ дгЬйствнтельнаго хода развитая науки и представ
ляетъ въ догматическомъ отношенш ваясныя неудобства потому, что 
препятствуетъ правильному пониманш анализа и геометрш. Такъ какъ 
зд’Ьсь мне нужно разсмотрйть наиболее ращональную координаций наукъ, 
то въ нпжеслйдующемъ очерке я буду касаться только нсчислешя косвен
ныхъ функцш въ собственномъ смысле этого слова, оставляя общш 
разборъ обширныхъ геометрпческпхъ и механическихъ приложешй до 
той части этого тома, которая посвящена философскому изучешю кон
кретной математики *).

Главное дйлеше собственно дифференщальнаго нсчислешя, т. е. 
общаго учеш я о дифференцировании основано на различш между двумя 
случаями, а именно случаемъ, когда дифференцированно подлежатъ 
явныя аналитнчесюя функцш и случаемъ, когда эти функцш неявны; 
происходяпия отсюда две части нсчислешя обыкновенно обозначаются 
назвашями дифференцировашя формулъ и дифференцировашя уравненш. 
Легко понять á priori важность этой классификацш. Действительно, 
такое д е л е т е  было бы совершенно безпфльнымъ, если-бы обыкновен
ный анализъ былъ совершенными, т. е. если-бы мы умели алгебраически 
решать вей уравнешя, такъ какъ тогда каждую неявную функцш можно 
было-бы сделать явной; дифференцируя все функщй только въ нхъ 
явной форме, мы вторую часть дифференщальнаго нсчислешя привели 
бы непосредственно къ первой безъ всякаго особаго затруднешя. Но, 
какъ мы видели, алгебраическое р е ш е т е  уравненш до сихъ поръ еще 
находится почти въ перюде детства, а для большинства случаевъ со
вершенно неизвестно; поэтому вполне понятно, что вопросъ стоптъ со
вершенно иначе и приходится, собственно говоря, дифференцировать 
функцш, не зная ея, хотя она и определена. Дифференцироваше не- 
явныхъ функцш по самой своей природе оказывается, следовательно, за
дачей вполне отличной отъ той, которую представляютъ явныя функщй, 
и, конечно, гораздо более слоясной. Очевидно, вместе съ тймъ, что сле
дуешь начинать съ дифференцировашя формулъ, чтобы затймъ при по- 
мощи некоторыхъ неизменныхъ аналитическихъ соображении на кото
рыхъ здйсь мне не нужно останавливаться, привести къ этому первому 
случаю н дифференцироваше уравнении

Указанные два обшде случая дифференцировашя отличаются другъ 
отъ друга еще въ одномъ отношении равно необходимом!, и слишкомъ 
важномъ, чтобы не указать зд'Ьсь на него. Зависимость между диффе- 
ренщалами, но cpanueH iio съ зависимостью между конечными величи
нами, является постоянно более косвенною прп днфференцироваши 
неявных!, функщй, ч’1шъ при днфференцироваши явныхъ. Действительно, 
нзъ соображении представленных!, Лагранжемъ относительно составле- 
híh дифференщальныхъ уравненш, известно, съ одной стороны, что 
одно и то же первоначальное уравнеше, смотря потому, кашя постоян-

*) Я давво уже установнлъ въ обыкновенномъ преподаванш моемъ 
трансцендентнаго анализа указанный мною зд'Ьсь порядокъ. Г. Матьё, новый 
профессор!, трансцепдептнаго анализа въ Политехнической Школъ, съ кото
рым!, я имЪлъ удовольмтае встрТ,чаться, принялъ въ этомъ году въ своемъ 
курсъ подобный-лсе по существу порядокъ излож етя.
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ныя величины исключаются, можетъ дать место большему или мень
шему числу различныхъ по форме, хотя въ действительности и равно- 
значущнхъ, пронзводныхъ уравнены; это обстоятельство не имеете 
места прп дифференцированы явныхъ формулъ. Съ другой стороны, 
безконечная система первоначалышхъ уравнены, соответствующ ихъ 
одному и тому же производному уравнение, представляетъ гораздо 
большее аналитическое разнообраз1е, чемъ функщи, соответствующая 
одному и тому-же явному днфференщалу и отличаюшдяся другъ отъ 
друга только постояннымъ членомъ. Поэтому можно сказать, что не
явный функщи действительно более изменяются при дифференцирова
ны, чемъ явныя функцы. Это соображеше мы скоро снова встретнмъ 
при разсмотрешп пнтегральнаго исчислешя, въ которомъ оно является 
особенно важнымъ.

Каждая пзъ указанныхъ двухъ основныхъ частей дифференщаль- 
наго исчислешя въ свою очередь делится на две совершенно различ
ный теорш, смотря потому, предстоять ли дифференцировать функцш съ 
одной или съ несколькими независимыми переменными. Второй слу
чай, по своей природе, совершенно отличенъ отъ нерваго и очевидно 
более сложенъ, если даже разсматрнвать только явныя функцы. не го
воря уже о неявныхъ. Впрочемъ второй случай приводится вообще къ 
первому съ помощью одного весьма простого и неизменнаго принципа, 
состоящаго въ томъ, что полный дифференщалъ функщи, соответствую 
щей одновременному прпращенш различныхъ независимыхъ перемен- 
ныхъ, заключающихся въ ней, разсматривается какъ сумма частиыхъ 
днфференщаловъ, которые получились-бы при последовательном!, при
ращ ены каждой переменной отдельно, если бы все друия переменный 
оставались постоянными. Кроме того, здесь надо со внимашемъ отме
тить новое поняпе, вводимое въ систему трансцендентнаго анализа 
вследстгйе разлюби между функщями съ одной и многими перемен
ными, а именно понятае о частныхъ пронзводныхъ функщн по от
ношение къ каждой отдельной переменной; число пронзводныхъ воз
растаете по мере увеличешя порядка нхъ и числа переменных!.. Изъ 
этого следуете, что дифференщальныя отношен ¡я функщй съ несколь
кими переменными по самой своей природе и более косвенны и, въ 
особенности, гораздо менее определенны, чемъ отношешя функщй ст. 
одной переменной. Это обстоятельство особенно заметно относительно 
неявныхъ функщй, где вместо произвольных!, ПОСТОЯННЫ Х'!., исклю
чаем ы х! при составлены дифференщальныхъ уравнены, соответствую
щихъ функщямъ съ одной переменной, исключаются произвольным 
функщи данныхъ переменныхъ; отсюда при интегрированы ироистс- 
каютъ особыя затруднеюя.

Наконецъ, чтобы дополнить этотъ обирй обзоръ главныхъ сущ е
ствен ны х! частей дифференщальнаго исчислешя въ собственном! 
смысле этого слова, я долженъ добавить, что при дифференцирован! и 
неявныхъ функцы съ одной или несколькими переменными нужно еще 
отличать случаи, когда требуется сразу дифференцировать различным 
функщи этого рода, входяпця одновременно въ известным первона
чальный уравнеш я, отъ случаевъ, когда все  эти функщи отделены 
одна отъ другой.

Действительно, въ первомъ случае функщи очевидно будутъ еще 
более неявны, чемъ во второмъ, если мы примемъ во внимаше, что 
несовершенство обыкновениаго анализа, препятствующее обращение
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всякой неявной функцш въ соответствующую ей явную, не позволяетъ 
также и отделить функцш, входянця одновременно въ какую нибудь 
систему уравнений. Въ этомъ случае приходится дифференцировать, не 
только не умЬя реш ать первоначальныя уравнены, но даже и не имея 
возможности произвести въ нихъ необходимым исключешя, что и вызы
в ает! новым трудности.

Такова естественная связь и рацюнальное распределеш е глав- 
ныхъ теор 1Й, входящихъ въ составь общаго учеш я о дифференциро
ваны. Изъ этого вндцо, что такъ какъ дифференцпроваше неявныхъ 
функщй вытекаетъ изъ дифференцнровашя явныхъ съ помощью одного 
иостояннаго принципа, и такъ какъ другой определенный принципъ 
приводить дифференцпроваше функщй съ нисколькими переменными 
къ дифференцирован!»] функций съ одной переменной, то, въ конце 
концовъ, все дифференциальное нсчислеше основано на дифференцнро- 
ван!н явныхъ функц!й съ одной переменной, единственномъ диффе- 
ренцирован!и, непосредственно выполннмомъ. Легко понять, что эта 
первоначальная теор!я, необходимое основаше всей системы, со
стоит! только въ дифференцированы десяти иростыхъ функщй, пред
ставляющих! обшде элементы всехъ нашихъ аналитических! комбина- 
щй и заключающихся въ помещенной въ четвертой лекцы (стр. 70) 
таблице, ибо очевидно, что дифференцпроваше сложных! функцш не
посредственно и необходимым! образомъ вытекаетъ изъ дифференци
ровашя составляю щ их! ихъ иростыхъ функцш. Итакъ, все учеш е о 
дифференцнрованш, собственно говоря, состоит! въ установлены этихъ 
иервыхъ основны х! дифференщаловъ и двухъ выше упомянутыхъ 
принципов!, съ помощью которы х! все возможные случаи приводятся 
къ простейш им!. Изъ сопоставлешя этихъ различных! соображешй 
видно, какъ проста и вм есте съ темъ совершенна система собственно 
дифференщальнаго исчислены, иредставляющаго несомненно самое 
интересное съ логической точки зрФшя явлен!е, какое только можетъ 
дать нашему уму математический анализъ.

Общая картина, которую я только что набросалъ, заключала-бы 
темъ не менее весьма существенный п ропуск!, если-бы не указать 
здесь отдельно еще на одну теорйо, по своей природе составляющую 
необходимое доиолнеше учен!я о дифференцирован!»!, а именно на 
теорш , которая постоянною своей целью имеетъ преобразован!е про
изводных!, соответствующ ее замене одних! независимых! перемен
н ы х! другими: эта теорш даетъ возможность относить къ новымъ пере
менным! все обиця днфференщальныя формулы, установленный сперва 
для д р уги х! перем енны х!. Указанный вопросъ, какъ и все, составля- 
ющ!е дифференщальное исчйслен!е, разреш ен! теперь самымъ полнымъ 
н простым! образомъ. Не трудно понять общее значеше, которое ука
занная теорш должна иметь при различных! нрименешяхъ трансцен- 
дентнаго анализа; на нее надо смотреть, какъ на новое и важное ору- 
д1е этого анализа, такъ какъ она позволяетъ для облегчешя составив
ши Дифференц!альпыхъ уравнен!!! выбирать систему независимых! 
перем енны х!, кажущуюся наиболее удобною, хотя-бы позже ее нужно 
было отбросить. Такъ, напримеръ, большинство главныхъ геометриче
ск и х! задачъ реш ается гораздо легче, если лиши и поверхности отне
сены къ прямолинейным! координатами, а указанная теор1я даетъ воз
можность применять реш еш е этихъ задачъ къ формами, выраженными 
аналитически при иомощн полярныхъ  координат! или какимъ нпбудь



1 1 8 О. Контъ. Курсъ п о л о ж и т е л ь н о й  ф и л о с о ф ш .

другими образомъ: можно поэтому начинать дифференщальное ре-шеше 
задачи, пользуясь постоянно прямолинейной системой координата, 
однако, только какъ вспомогательной; отъ нея, на основании указан
ной нами выше теорш, мы перейдемъ къ окончательной системе, кото
рую иногда невозможно разсматривать прямо.

Вполне естественно, если будетъ сделана попытка указать на весьма 
важный пропускъ въ рацюнальной классификацш всей совокупности диф- 
ференщальнаго исчислешя, только что изложенной мною, такъ какъ я 
не подразделили каждую изъ четырехъ главныхъ частей на основанш 
другого общаго соображешя, которое можетъ показаться сначала весьма 
серьезнымъ, а именно на основанш порядка дифференцирования. Легко 
однако понять, что такое разлшне не нмйютъ никакого д’Ьйствптель- 
наго значешя въ дифференщальномъ исчислении, такъ какъ оно не 
создаетъ никакихъ новыхъ трудностей. Въ самомъ д'Ьл'Ь, если-бы диф
ференщальное псчислеше не было виолнй закончено, т. е. если-бы мы 
не ум'Ьлн дифференцировать безусловно всякую функцию, то днффе- 
ренцпроваше второго и л и  вообще высшаго порядка каждой определен
ной функцш могло бы вызвать особыя затруднения; но полная универ
сальность днфференщальнаго исчисления, очевидно, даетъ намъ у в е 
ренность въ возможности составить дифференщалы любого порядка 
всйхъ известными аналптическпхъ функции, такъ какъ задача приво
дится вполне къ дифференцированно перваго порядка, повторенному 
последовательно несколько разъ. Такпмъ образомъ разсмотрйше раз- 
личныхъ порядковъ дифференщаловъ можетъ, конечно, привести насъ 
къ болйе или менее важнымъ замечаниями, въ особенности относи
тельно образован ¡я дифференщальныхъ уравнений и носледовательныхъ 
частныхъ пронзводныхъ функций со многими переменными, но, оче
видно, не создастъ новой общей задачи въ учен in о дифференцирова
нии Мы сейчасъ-же увидимъ, что это разлшпе, неиграющее, такъ ска
зать, никакой роли въ дифференщальномъ исчислении, наоборотъ, npi- 
обретаетъ весьма важное значеше въ ннтегральномъ исчислении, благо
даря крайнему несовершенству последняго.

Наконецъ, хотя я вообще нахожу, что здесь я совсемъ не долженъ 
бы разсматривать главныхъ приложено! днфференщальнаго исчислешя, 
тймъ не менее следуетъ сделать исключенie относительно реш е- 
ш я чисто аналптическпхъ воиросовъ, такъ эти приложении вполне 
ращонально можно поместить сейчасъза самымъ учешемъ о дифферен
цировании въ собственномъ смысле слова вследствш очевидной одно
родности лежащихъ въ ихъ основе соображешй. Эти вопросы можно 
привести къ тремъ главными группами: 1) разложен¡е въ ряды функ- 
щй съ одной или несколькими переменными или, въ более общемъ 
виде, преобразоваше функцш, представляющее самое лучшее и са
мое важное приложеше днфференщальнаго псчнслегпя къ общему 
анализу и заключающее въ себе, кроме основнаго ряда, открытаго Тэй- 
лоромъ, еще и весьма замечательные ряды, найденные Маклореномъ, 
Иваномъ Бернулли, Лагранжемъ и другими; 2) общая теория значении 
m axima и minima функщй съ одной или несколькими перемен
ными, которая представляетъ одну изъ самыхъ интересныхъ задачи 
аналпза,— хотя теперь она сделалась совершенно элементарной— и къ 
решение которой дифференщальное псчислеше прилагается совершенно 
естественными образомъ;3 )наконецъ,общ ее определеш е истиннаго значе- 
ш яфункщ й, представляющихся въ неопределенномъ виде при некоторы хъ
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частныхъ предполоясешяхъ относительно значенш соответствую щ их! 
переменны х!; этотъ вопросъ является наименее обширным! и наиме
нее важными изъ всехъ  трехъ, но все-таки заслуживает! быть отме
ченным! здесь.

Безъ сомнеш я первый вопросъ следуетъ признать самымъ важным! 
во в сехъ  отнош еш лхъ; вм есте съ темъ впоследствии онъ можетъ нрюбре- 
сти дальнейшее распространеше, въ особенности, если дать дифференци
альному исчислешю более широкое применеше при преобразованы функ- 
цш, чемъ это делалось до сихъ поръ,— предмет!, по которому Ла- 
гранжъ оставил! несколько драгоценны х! указаний, до ныне еще не 
обобщ енных! и не приняты х! во внимаше.

М не очень жаль, что размеры этого труда заставляю т! меня ограни
читься столь краткими и недостаточными указашями на различные пред
меты, только что упомянутые, природа которы х! допускаетъ более широ
кое развитие, невыходящее притом! изъ пределов! общности идей, со
ответствующей нашему курсу. Теперь я перехожу къ такому лее беглому 
обзору общей системы интегральнаго исчислешя въ собственном! смысле 
этого слова, т. е. абстрактнаго у чети я объ интегрированы.

Основное делеш е интегральнаго исчислешя основано на томъ 
лее принципе, какъ и выше указанное делеш е дифференщальнаго, 
т. е. на различии интегрирования явныхъ дифференщальныхъ формулъ 
и дифференщальныхъ уравнений. Такое отделеш е этихъ двухъ слу
ч аев! имеетъ но отношешю къ интегрированно еще более глубокое 
значеше, чемъ по отношешю къ дифференцнрованш. Действительно, 
въ дифференщальномъ исчислены это делеш е основывается, какъ мы 
видели, только на крайнем! несовершенстве обыкновеннаго ана
лиза. Наоборотъ, легко видеть, что если бы даже все уравнеш я могли 
быть решены алгебраически, дифференщальныя уравнеш я темъ не 
менее представляли бы случай ннтегрировашя, совершенно отличный 
отъ ннтегрировашя явныхъ дифференщальныхъ формулъ. Напрпмеръ, 
если для большей простоты ограничиться дифференщалами перваго 
порядка п одной функщей у  переменной х  и предположить, что какое

нибудь дифференщальное уравнеш е мелсду х , у, и решено относи

тельно то задача ннтегрировашя по природе своей останется безъ

измеиешя, такъ какъ вырансеше производной будетъ обыкновенно со- 
дерясать въ себе ту самую первообразную функцш, которую мы ищемъ, 
и рЬшеше подвинется въ действительности только въ томъ отношены, 
что даныое дифференщальное уравнение будетъ преобразовано въ урав- 
неше первой степени по отношешю къ производной, что само по себе 
имеетъ мало значешя. Зависимость дифференщала по отношенью къ 
интегрировашю останется почти столь-же неявной, какъ и прежде, и 
будетъ предоставлять те-же самыя характерйетическля трудности. Алге
браическое решенйе уравнены можетъ привести разематриваемый нами 
случай къ простому интегрировашю явныхъ дифференщаловъ только 
въ томъ весьма частномъ случае, когда данное дифференщальное урав
неше не будетъ заключать въ себе самой первообразном функщй, это 
обстоятельство даетъ, конечно, возмолшость при реш ены  уравнеш я вы

разить ~  въ функцш одного х  и такимъ образомъ привести всю за

дачу къ квадратурамъ.
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Только что указанное мною по отношение къ самымъ простымъ 
дифференщальнымъ уравнешямъ соображеше будете, очевидно, иметь 
еще большее значешо для уравнений высшихъ порядковъ или уравне
ний, одновременно содержащихъ различный функщи нфсколькихъ не- 
зависимыхъ перемйнныхъ.

Такпмъ образомъ интегрироваше дифференщаловъ, онредйлеи- 
ныхъ только неявнымъ образомъ, по самой своей природе и совер
шенно независимо отъ состояш я алгебры, иредставляетъ случай, со
вершенно отличный отъ интегрировашя дифференщаловъ, выражен- 
ныхъ явно въ функщи независимыхъ нерем'Ьнныхъ. Интегрирован¡е 
днфференщальныхъ уравнен!и следовательно но необходимости слож
нее интегрировашя явныхъ дифференщаловъ, съ изучешя котораго 
началось интегральное псчислеше, и къ которому затемъ, по мере 
возможности, старалпсь привести все другие случаи. Действительно, 
целью разлнчныхъ аналнтичеекпхъ щпемовъ, предложенными до енхъ 
поръ для интегрировашя днфференщальныхъ уравнеш й, какъ-то отдй- 
леш я переменными, метода множителя и т. д., является п ри ведете 
интегрнровашя уравнешй къ интегрированно днфференщальныхъ фор- 
мулъ, которое одно по своей природе можете быть выполнено прямо.

Къ сожалйшю, какъ ни несовершенно это необходимое основаше 
всего ннтегральнаго исчислешя, способы нриведешя къ нему интегри
роваш я днфференщальныхъ уравнений еще менее подвинулись впередъ.

Каждая нзъ двухъ основныхъ ветвей ннтегральнаго исчислешя 
подразделяется затемъ на две друпя, какъ и въ днфференщальномъ 
исчисленш, и притомъ по совершенно аналогичными соображешямъ 
(которыя но этому я н не буду излагать вновь), именно смотря по
тому, разматрпваются-ли функщи съ одной или съ несколькими неза
висимыми переменными. Я  укажу только, что это дйлеше, какъ и 
предыдущее, въ ннтегральномъ исчислен! и им еете еще большее значе- 
ше, чемъ въ днфференщальномъ. Это обстоятельство особенно заметно 
относительно днфференщальныхъ уравнешй. Действительно, д и ф ф е 
р е н т  ал ьныя уравнеш я съ нйсколвкими независимыми переменными 
могутъ, очевидно, представлять характерную и гораздо более высокаго 
порядка трудность, такъ какъ искомая функщя определяется дифферен
циально простымъ соотношешемъ между ея различными частными про
изводными по различнымъ отдельно взятымъ переменными. Отсюда и 
возникаете самая трудная и самая обширная часть ннтегральнаго нечн- 
слешя, называемым обыкновенно интегрщюванге.иъ уравнеш й въ чпет- 
ныхъ производныхъ и созданная д’Аламберомъ: въ ней, но спра
ведливому замечай¡ю Лагранжа,-геометры должны были-бы видеть дей 
ствительно совершенно новое исчислеше, философсшй характеръ ко
тораго оценемъ еще недостаточно точно. Н аиболее важное различи) 
между этими случаемъ и ннтегрировашемъ уравнешй съ одной неза
висимой переменной состоите, кдкъ я уже заметили выше, въ введен ¡и, 
для придашя соответствующимъ интегралами всей возможной общности, 
нронзвольиыхъ функщй вместо простыхъ произвольныхъ постоянныхъ.

Едва-лн я долженъ указывать, что эта важная часть трансцен- 
дентнаго анализа находится вполне въ перюдй своего детства, такъ 
какъ даже въ самомъ простомъ случай, а именно въ случай уравнен ¡я 
перваго порядка съ частными производными одной функщи съ двумя 
независимыми переменными, мы до енхъ норъ совеймъ еще не умйемъ 
окончательно привести задачу къ интегрированию обыкновенныхъ диф-
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ференщальныхъ уравнешй. ИнтегрированГе, относящееся къ функщямъ 
съ нисколькими переменными, подвинулось значительно впередъ въ 
несравненно болйе простомъ случай, когда дифференщальныя формулы 
имйютъ явный видъ. Въ этомъ случай действительно возможно, если 
формулы удовлетворяютъ надлежащими условгямъ интегрируемости, 
привести ихъ интегрироваше къ квадратурами.

Новый признаки разлггая, на основаны котораго можно установить 
дальнййнпя иодраздйлешн интегрировашя явныхъ и пеявныхъ диффе- 
ренщаловъ съ одной или со многими перемйнными, заключается въ 
болйе или менйе высокомъ норядкй дифференцированы, хотя въ диф- 
ферешцальномъ исчислены этотъ порядокъ, какъ мы видйли, не соз- 
даетъ особыхъ трудностей. Относительно явныхъ дифференщаловъ съ 
одной или нйсколькнми перемйнными необходимость различать ихъ по 
порядку объясняется только крайними несовершенствомъ интегральпаго 
исчислешя. Действительно, если-бы всегда можно было проинтегрировать 
всякую дифференциальную формулу перваго порядка, то интегрироваше 
формулы второго и всякаго другого порядка не составпло-бы, очевидно, 
новой задачи, такъ какъ послй одного интегрировашя получплоеь-бы 
дифференциальное выражеше ближайшаго порядка; а отсюда, рядомъ 
соотвйтствующихъ аналогичными интегрированы, можно было-бы на- 
вйрно дойти наконецъ до первообразной функцш, что и составляетъ 
основной предметъ подобнаго пзслйдовашя. Но ограниченность нашихъ 
познаны объ интегрированы перваго порядка измйняетъ положеше 
вопроса, и болйе или менйе высокш порядокъ дифференщаловъ создаетъ 
новыя затруднешя; относительно дифференщальныхъ формулъ порядка 
выше перваго можетъ случиться, что, умйя интегрировать ихъ одпнъ 
или нйсколько рази поди рядъ, все таки мы не будемъ въ состоянш 
дойти до первообразной функцш, если предварительный интегрировашя 
введутъ въ дифференщалъ ннзшаго. порядка такщ выражены, интегралы 
которыхъ неизвйстны. Это обстоятельство будетъ встречаться тймъ 
чаще, что последовательные интегралы вообще, какъ пзвйсТно, очень 
отличаются отъ производныхъ, нзъ коихъ они получены, а число из- 
вйстныхъ намъ ннтеграловъ весьма незначительно.

По отношении къ неявными дифференщаламъ разлшпе порядка 
еще важнйе, такъ какъ, кромй указанной выше причины, влгяше ко
торой здйсь очевидно одинаково и даже еще замйтнйе, чймъ въ преды
дущем'!. случай, легко вндйть, что повышеше порядка дифференщальныхъ 
уравнены по необходимости выдвигаетъ совершенно новые вопросы. Дей
ствительно, если бы даже возможно было интегрировать безусловно 
всякое уравнеш е перваго порядка съ одной функщей, то этого было 
бы еще недостаточно, чтобы получить окончательные интегралы урав
нены любого порядка, такъ какъ не каждое дифференциальное уравнеше 
можно привести къ уравнение ближайшаго низшаго порядка. Если, 
напримйръ, нужно определить функщю у перемйнной х  на основаны

отношешя между х , у, ^  и , то первыми ннтегрировашемъ нельзя

будетъ непосредственно получить соответствующее дифференщальное

отношеше между х , у н , пзъ котораго вторыми ннтегрировашемъ

можно было-бы дойти до иервоначальнаго уравнешя. Если не вво- 
• дить новыхъ вспомогательными функцш, то такой результата будетъ 

непремйнно пмйть мйсто только въ случай, если данное уравнеше второго
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порядка совершенно не заключаетъ въ себе искомой функщи г) одно
временно съ ея производными. Вообще слЪдуетъ признать, что диффе- 
ренщальныя уравнешя представляютъ случаи тЪмъ более неявной за
висимости, чёмъ выше ихъ порядокъ; эти уравнеьпя могутъ быть при
ведены одно къ другому только при посредстве спещальныхъ методовъ, 
разработка которыхъ составляетъ совершенно новый классъ воиросовъ, 
до снхъ норъ почти совершенно нензсл’Ьдованныхъ далее по отношенью 
къ функщямъ съ одной переменною ~).

Наконецъ, при более глубокомъ раземотренш этого разлшпя днф- 
ференщальныхъ уравненш по ихъ порядку, мы найдемъ, что оно могло 
бы входить въ последнее общее р а з д а е т е  дифференщальныхъ уравне- 
шй, на которое я еще долженъ указать. Действительно, дпфференщаль- 
ныя уравнеш я съ одной пли несколькими независимыми переменными 
могутъ заключать въ себе только одну функцш  пли лее, въ очевидно 
более сложномъ п неявномъ случае, соответствующемъ дифференцнро- 
вашю неявныхъ совокупныхъ функцш, намъ будете предстоять опре
делить въ одно н тоже время несколько функщй на основанш дпффе- 
ренщальныхъ уравнений, въ которыхъ эти функцш входятъ вмёстЪ 
другъ съ другомъ и съ различными своими производными. Ясно вполне, 
что такая постановка вопроса представляете собою новую особую труд
ность, а именно— отделить пскомыя функцш другъ отъ друга, соста- 
внвъ для каждой, на основанш данныхъ дифференщальныхъ уравнении, 
отдельное дифференщальное уравнеш е, не заключающее въ себе ни 
другнхъ функщй, ни ихъ нроизводныхъ. Эта предварительная работа, 
аналогичная исключенью нензвестныхъ въ алгебре, очевидно, необходимо 
должна предшествовать всякой попытке интегрировать уравнеш е прямо, 
такъ какъ, за нсключешемъ искусственныхъ щпемовъ, которые очень 
редко могутъ быть прилагаемы, нельзя одновременно пытаться непосред
ственно определить несколько различныхъ функцш.

Легко установить точное и необходимое совпадеши этого новаго 
делешя съ предыдущнмъ, основаннымъ на порядке дифференщаль
ныхъ уравнении Действительно, известно, что общш способъ отделе- 
шя функщй въ совокупныхъ дифференщальныхъ уравнеш яхъ со
стоять главнымъ образомъ въ составлен!!! дифференщальныхъ уравне
нш для каждой функщи отдельно, нричемъ порядокъ новыхъ уравне
ний равенъ сумме порядковъ всехъ  данныхъ уравнений Такое нреобра- 
зоваше можно всегда выполнять. Съ другой стороны всякое дифферен
щальное уравнеш е любого порядка, относящееся только къ одной функ
щи, очевидно, всегда можно привести къ уравненш  перваго порядка, вводя 
надлежащее число вспомогательныхъ совокупныхъ дифференщальныхъ 
уравнешй, заключающихъ въ себе различный производима ыизшихъ 
порядковъ, принимаемый за новый подлежащая определенно функщи. 
Этотъ пр1емъ несколько разъ бьтлъ примененъ съ успехомъ, хотя во
обще онъ представляется неестественнымъ.

Итакъ, въ общей теорш дифференщальныхъ уравнений сущест- 
вуетъ два рода по необходимости равнозначущнхъ услов ш, а именно:

*) Единственный случай такого рода, который былъ вполнЪ разработанъ, 
представляетъ общее пнтегрироваше линейныхъ уравнешй любого порядка съ  
постоянными коэфищептамн; но и здЪсь интегрнроваше оказывается въ концЪ 
кондовъ въ зависимости отъ алгебранческаго рЪшешя уравнешй степени, рав
ной порядку дифференцировашя.
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совокупность большаго пли меныпаго числа функщя и болйе или ме
нйе высоки! порядокъ дифференцировашя отдйльной функцш. Повышая 
порядокъ дифференщальныхъ уравнешй можно отдйлить вей функцш, 
а искусственно увеличивая число функцш, можно вей уравнешя при
вести къ уравнениями перваго порядка. Поэтому въ томъ и другомъ 
случай трудность одна и таже, только она разсматривается съ двухъ 
различными точекъ зрйшя; но какъ бы мы ее однако ни разематри- 
вали, эта новая общая обоими случаями трудность действительно су- 
ществуетъ и но своей природе образуетъ вполне точно определенную 
границу между ннтегрировашемъ уравнешй перваго порядка и уравне- 
шп высшаго порядка. Я предпочитаю указать на дйлеше въ последней 
формй, какъ болйе простой, болйе общей и болйе ращональной.

Изъ выше указанныхъ различными соображены о ращональ
ной зависимости главными частей интегральнаго исчислешя видно, 
что интегрироваше явныхъ дифференщальныхъ формулъ перваго по
рядка съ одной перемйнной есть необходимое основаше вейхъ другими 
интегрированы, которыя могутъ быть выполнены какъ рази настолько, 
насколько ихъ можно привести къ этому элементарному случаю, оче
видно, единственному, поддающемуся по своей природе непосредствен
ному изслйдованш. Указанному простому и основному интегрированно 
часто нрисвоивается удобное _ назваше квадратуры въ впду того, что 
всякы  интегралъ этого рода I/" (х) с1х, молено въ действительности раз- 
сматривать, какъ площадь кривой, уравнеше которой въ прямолнней- 
ныхъ коордннатахъ есть у =  !  (х).

Разсмотрйнный классъ задачи соотвйтствуетъ элементарному дпф- 
ференцировашю явныхъ функцш съ одной перемйнной въ дифферен- 
щальномъ исчислены; но задача интегральнаго исчислешя, но самой 
своей природй, гораздо сложнйе п особенно гораздо шире, чймъ задача 
дпфференщальнаго исчислешя, которая, въ концй концовъ, какъ мы 
уже видйли, приводится къ дифференцированш первыхъ десяти прос
тых!, функщй, составляющнхъ элементы вейхъ разематриваемыхъ въ 
аналнзй функщй. Наоборотъ интегрироваше сложными функщй совсймъ 
не вытекаетъ непременно изъ интегрировашя простыми функщй, н каж
дая новая комбинащя иослйднпхъ представляете, съ точки зрйшя инте
гральнаго исчислешя, особыя трудности. Отсюда естественными ^обра- 
зомъ вытекаетъ неограниченность объема и чрезвычайное разнообраз1е 
н сложность вопроса о квадратурами, относительно которыми наши 
познашя, не смотря на вей усн.пя математиковъ, до сихъ поръ еще 
такъ не полны.

Раздйляя задачу о квадратурахъ, какъ это п слйдуетъ делать, 
сообразно съ формой производной, прежде всего надлежптъ отличать 
алгебранчесшя функщй отъ функщй трансцендентными. Истинное 
аналитическое интегрироваше нослйдняго класса выражены до сихъ 
поръ весьма мало подвинулось впереди, какъ для показательными 
функщй, такъ н для функщй лагориемическихъ н круговыми. До 
настоящаго времени пзелйдовано только очень неоолыное число 
случаевъ иослйднпхъ трехъ родовъ, причемъ были выбраны самые 
простые, н тймъ не менйе и эти случаи приводили ооыкновенно къ 
высшей степени трудными выкладками. Съ философской точки зрйшя 
по этому предмету мы должны особенно заметить, что различные ме
тоды квадратуръ не исходить изъ какой-нибудь общей теорш инте
грировашя н состоять пзъ простыми преобрзфоваши, совершенно не-
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связанныхъ другъ съ другомъ и очень многочисленных!), благодаря 
тому, что прпложёшя каждаго изъ нихъ крайне ограничены. Я долженъ 
однако указать здесь на одпнъ изъ такнхъ щнемовъ, который, не 
составляя въ действительности метода интегрировашя, т'Ьмъ не менЬе 
зам'Ьчателенъ по своей общности: я говорю о пр1емй, предложенномъ 
Иваномъ Бернулли и известными подъ назвашемт. интегрироват ь по 
част ьмъ, посредствомъ котораго можно всякш интегралъ привести къ 
другому, иногда легче интегрируемому, чймъ первый. Это остроумное 
открыт!е заслуживает!. упоминанья еще въ другомъ отношении оно 
впервые дало" идею преобразовашя еще неизвйстныхъ ннтеграловъ 
одннхъ въ друпе. идею, въ последнее время получившую более широ
кое развшле, которою въ особенности такъ оригинально н съ такимъ 
усшЬхомъ воспользовался Фурье въ аналнтнческихъ задачахъ, поста- 
вленныхъ теор1ей теплоты.

Что-же касается интегрировашя алгебраическихъ функщй, то оно 
подвинулось больше впередъ. Однако до снхъ поръ еще почти ничего 
неизвестно относительно прращональныхъ функщй, интегралы кото- 
рыхъ были получены только въ весьма неболыпомъ числе случаевъ, н 
то после преобразовашя этихъ функщй въ ращональныя.

Интегрирование ращональныхъ функщй до сихъ поръ составляетъ 
въ интегральномъ псчисленш единственную теорш , действительно вполне 
разработанную; съ логической точки зрйшя она является наиболее удо
влетворительной. но, быть можетъ, и наименее важной частью всего 
исчисления. Чтобы получить правильное иредставлеше о крайнемъ не
совершенстве пнтегральнаго исчислешя, важно отметить, что даже эта 
столь ограниченная часть задачи решена въ совершенстве только отно
сительно собственно интегрировашя, разсматриваемаго абстрактно, тогда 
какъ на практике, не говоря уже о сложности вычислешя, тео)ня очень 
часто совсймъ не можетъ быть применена благодаря несовершенству 
обыкновеннаго анализа, ибо здесь интегрироваше ставится въ зависимость 
отъ алгебраическаго решенйя уравнений, что крайне ограничиваетъ при- 
менеше ея.

Чтобы въ общемъ виде понять характеръ различных!, щнемовъ, съ 
помощью коихъ выполняются квадратуры, мы должны признать, что но 
природе своей они могутъ быть основаны только на дифференцироваши 
десяти простыхъ функций; результаты этого дифференцировашя, раз- 
сматриваемое съ обратной точки зрйшя, нредставляютъ столько-же не
посредственных!. теоремъ пнтегральнаго исчислешя, единственных!, 
получаемыхъ непосредственно, ибо, какъ я уже объяснил!, въ началI. 
этой лекщи, все искусство интегрировашя состоит!, въ приведенш, на 
сколько это возможно, всехъ  другихъ квадратур!, къ небольшому числу 
элементарныхъ квадратуръ, приведении, къ сожаленпо, чаще всего оста
ющемся невыполиимымъ для насъ.

Въ предыдущем!, носледовательномъ иеречислеши сущ ественныхъ 
частей пнтегральнаго исчислешя въ соответствш  съ нхъ взаимными логи
ческими отношеньями, я намеренно, чтобы не прерывать связи разсуждешя, 
оставилъ безъ отдельнаго разсмотренья весьма важную теорш , обра
зующую неявно часть общей теорш иитегрйровашя дифферешцальныхъ 
уравнений, на которую я здесь долженъ указать особо, ибо оиа, такъ 
сказать, стоитъ вне самаго пнтегральнаго исчислешя и темъ не менее 
представляет!, огромный интересъ, какъ по своему логическому совер
шенству, тахьъ и по обширности приложении Я  имею въ виду такъ на-
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зываемыя особый решешя дифферешцалъиыхъ уравненш, иногда не
правильно называемыя также частными  решешями, бывння предметомъ 
весьма зам’Ьчательныхъ работа Эйлера и Лапласа, прекрасную и про
стую общую теорш  которыхъ далъ намъ Лагранжъ. Какъ известно, 
Клеро, заметивнпй первый ихъ существоваше, вид'Ьлъ здесь парадоксъ 
интегральнаго исчислешя, ибо характеристической особенностью этихъ 
р'Ьшеши является то, что, удовлетворяя дифференщальнымъ уравне- 
шямъ, они тЬмъ не менее не входятъ въ составь соотвЬтствующихъ 
общихъ пнтеграловъ. Позже Лагранжъ въ высшей степени остроумно 
н вполне удовлетворительно объяснилъ этотъ парадоксъ, показавъ, что 
особенный решешя всегда получаются изъ общаго интеграла съ помощью 
варыщ ш  постоянныхъ иронзвольныхъ; онъ-же впервые правильно opt- 
нплъ важность этой Teopin и вполне основательно посвятилъ ей такъ 
много mí ста въ своихъ лекщ яхъ объ исчислет и функцш . Съ ращо- 
нальной точки зр'Ьшя указанная теоргя действительно заслуживаетъ 
всего нашего внимашя всл4дств1е присущаго ей характера безусловной 
общности, ибо Лагранжъ установилъ неизменные и весьма простые 
npieMbi для нахождешя особеннаго решешя всякаго дифферешцальнаго 
уравнешя, если оно допускаетъ такое р е ш е т е  и— что не менее заме
чательно— показалъ, что эти пр!емы не требуютъ интегрировашя, а 
состоять исключительно въ дифференцировали и потому всегда при
менимы. Благодаря этому искусному щнему дифферендироваше стало 
орудоемъ, нсправляющнмъ, при известныхъ обстоятельствахъ, несовер
шенство интегральнаго исчислешя. Действительно, некоторый задачи 
требтютъ по самой природе своей нахождешя именно такого рода осо
бенных!. p íinem ii, какъ напримеръ въ геометрш все задачи, где нужно 
определить кривую на основанш какого-нибудь свойства ея касательной 
или соприкасающейся окружности. Во всехъ нодобныхъ случаяхъ, после 
того какъ данныя свойства выражены дифферешцальнымъ уравнешемъ, 
съ аналитической точки зрешя особенный решешя являются наиоолее 
важнымъ предметомъ изеледовашя, такъ какъ только эти решешя даетъ 
искомыя кривыя; пскать-же общш интегралъ становится совершенно 
излишнимъ потому, что онъ даетъ только систему касательныхъ или 
соприкасающихся окружностей данной кривой. Изъ этого замечашя 
легко понять всю важность указанной теорш, какъ мне кажется, еще 
не достаточно оцененной болыпинствомъ геометровъ.

Наконедъ, чтобы закончить oniicanie всей обширной области ана- 
лнтнческнхъ нзеледованш, составляющ их! интегральное исчислев1е въ 
собственном!, смысле слова, мне остается указать на весьма важную 
по свонмъ применешямъ во всемъ трансдендентномъ анализе Teopiro, 
которую я долженъ былъ поставить вне общей системы, такъ какъ она 
въ действительности не предназначается собственно для ннтегрпрова- 
шя, а наоборотъ, имеетъ целью заменить нахождеше действительно 
аналитических!, интеграловъ, чаще всего неизвестныхъ. .lenco видеть, 
что я говорю объ опредгьленныхъ интвгралахъ.

Выражеше интеграловъ въ виде безконечпыхъ рядовъ, всегда воз
можное, на первый взглядъ кажется удачнымъ общимъ средствомъ 
исправлешя последствш крайняго несовершенства интегральнаго исчи
слешя. Но унотреблеше такихъ рядовъ, благодаря нхъ сложности и 
трудности определить законъ образовашя ихъ членовъ, обыкновенно 
приносить очень мало пользы въ алгебраическомъ смыслЬ, хотя иногда 
этимъ путемъ и удается вывести весьма существенный соотношенш.
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ваше представляетъ совершенно пустую мечту, такъ какъ оно превос
ходить слабый силы нашего разума, хотя труды геометровъ несо
мненно увеличить современемъ совокупность пршбретенныхъ нами по
знаны объ интегрированы и создадутъ более обиде прйемы.

Трансцендентный анализъ еще слишкомъ близокъ къ перйоду сво
его рождешя и, особенно, прошло слишкомъ мало времени съ техъ  
поръ, какъ его поняли действительно рацюнальнымъ образомъ, чтобы 
мы могли создать себе правильное представлеше о томъ, чемъ онъ 
станешь современемъ. Но каковы-бы ни были наши законный надежды 
въ этомъ отношены, не будемъ забывать прежде всего пределы, нала
гаемые на насъ силами нашего ума, пределы, которые хотя и не могутъ 
быть установлены точно, но шЬмъ не менее действительно существуютъ.

Я думаю, что вместо стремлешя дать исчислешю косвенныхъ 
функцш, какъ мы его теперь нонимаемъ, какое-то несбыточное совер
шенство, геометры, нсчерпавъ все наиболее важный применения сущ е
ству ющаго теперь трансцендентнаго анализа, скорее создадутъ новые 
методы, изменивъ снособъ составлен!я вспомогательныхъ величинъ, 
вводнмыхъ для облегчешя установлешя уравнены; указанный вспомо- 
гательныя величины могутъ быть построены съ помощью безконечнаго 
множества другихъ законовъ, отличныхъ отъ весьма простого отношешя, 
избраннаго за основные указанной мною въ четвертой лекцш концепцш. 
Подобным средства мне кажутся сами по себе более плодотворными, чемъ 
одно стремлеше подвинуть внередъ наше современное исчислеше кос
венныхъ функцш. Эту мысль я отдаю на судъ геометровъ, размышленйя 
которыхъ обращены на общую философш анализа.

Наконецъ, хотя въ общемъ изложены, представлявшемъ действи
тельный предмета этой лекцш, я долженъ былъ указать на то со- 
стояше крайняго несовершенства, въ которомъ ныне находится инте
гральное исчислеше, однако мы получили-бы ложное понятйе объ общемъ 
значеши трансцендентнаго анализа, если-бы придали указанному сообра- 
жешю слишкомъ большое значение. Действительно здесь, какъ п въ 
обыкновенномъ анализе, человечество съумело въ безконечныхъ пре- 
делахъ воспользоваться весьма малымъ числомъ основныхъ сведены  о 
реш ены  уравнены. Какъ-бы мало ни двинулась внередъ до спхъ поръ 
наука интегрировашя, геометры шЬмъ не менее извлекли изъ столь 
малаго числа абстрактныхъ понятий р е ш е т е  множества первостепенной 
важности задача, въ геометрш, механике, термологш н т. д. Философ
ское объяснеше этого общаго двойного факта основывается на важности 
и необходимом!, преимуществе абстрактныхъ понятий, изъ которыхъ 
самое узкое соответствует!, массе конкретныхъ случаевъ; человека, для 
последовательнаго расширенйя своихъ интеллектуальныхъ орудш не 
нмеетъ другихъ нсточниковъ, кроме раземотрешя все более и более 
абстрактныхъ и тема, не менее ноложительныхъ идей.

Чтобы закончить объяснеше философскаго характера трансцен
дентнаго анализа во всемъ его объеме, мне нужно еще раземотреть 
одну идею беземертиаго Лагранжа, имя котораго мы встретпмъ во 
всехъ  главных!, частяхъ математики; онъ, благодаря этой идее, расши- 
рилъ применеше анализа къ облегчеппо составлены уравнены въ са- 
мыхъ трудных!, задачахъ, разематривая класса, еще более косвенныхъ 
уравнены, чемъ собственно дифференцйальныя уравнешя. Я имею въ 
виду исчислеш е, или правильнее, летодъ варьяцш, общая оценка ко
тораго будетъ предметомъ следующей лекцш.
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Oôiuifl соображешя о варьяцтнномъ исчислены.

Чтобы легче понять философский характера, метода варьяцш, сле
дуешь прежде всего кратко разсмотрИть особую природу задачъ, общее 
pêm em e которыхъ вызвало создан ie этого гниертрансцендентнаго ана
лиза. Само исчислеше возникло слишкомъ недавно/и его прпм'Ьнешя 
до сихъ поръ представляютъ слишкомъ мало разнообразйя. чтобы можно 
было составить себе о немъ достаточно ясно общее понятие, огра
ничиваясь чисто абстрактным!, изложешемъ его основаны, хотя такое 
абстрактное изложение должно быть затемт, главным!, н окончательным!, 
предметомъ этой лекцш.

М атематичесюя задачи, вызвавипя появлеш е. варьящоннаго исчи
слеш я, состоять вообще въ отысканш m axim a  и m inim a  известныхъ 
неопределенныхъ интегральныхъ формулъ, выражающихъ аналитические 
законы того нлн другого геометрнческаго или механическаго явлены, 
разсматрнваемаго совершенно независимо отъ отдельнаго предмета, въ 
коемъ она совершается. Геометры долгое время вс’Ьмъ задачамъ этого 
рода давали назваше задачъ объ изоперимет рах о, соответствующ ее 
однако только самому малому числу между н и м и .

Въ обыкновенной теорш m axim a н m inim a требуется для данной 
функцш съ одной или .нисколькими переменными найтн, кагая частный 
значенйя надо дать этимъ переменным!,, что,бы соответствующ ее пмъ 
значеше данной функцш было m axim um ’oMb или minim um  омъ по от- 
ношенш къ предыдущимъ или непосредственно следующим!, значешямъ 
ея, т. е. требуется, собственно говоря, узнать, въ какой моментъ функ- 
щя перестаетъ возрастать и начинаетъ уменьшаться или наоборот ь. 
Какъ известно, дифференщальнаго исчислешя вполне достаточно для 
общаго реш еш я этого класса задачъ: оно показываешь, что значеши 
различныхъ переменныхъ, соответствующая m axim um  у или m inim um  у, 
всегда должны обращать въ нуль различный производным перваго по
рядка данной функцш, взятыя отдельно для каждой независимой пере
менной; кроме того, оно показываешь, что характерная черта, отличающая 
m axim um  отъ нишншпГа состонтъ въ томъ, что, напримИръ, въ случае 
функщи отъ одной переменной, производная второго порядка должна 
быть отрицательной для m axim um 'a и положительной для m inim um  а.
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Таковы, по крайней мере, основньтя ycjOBin, относящаяся къ большин
ству случаевъ; пзмйнешя, который они должны претерпеть, чтобы теорш 
была вполне применима къ известнымъ задачамъ, также подчинены 
неизменнымъ и абстрактными правиламъ, хотя и более сложнымъ.

Построеше этотг общей теорш естественными образомъ разсйяло 
главный интересъ, возбужденный у геометровъ подобными задачами, н по
этому они почти тотчасъ же обратились къ разсмотренш новаго класса во
просов'!,. въ одно время и гораздо более важныхъ и более трудиыхъ, а 
именно къ задачамъ объ изоперцметрахъ. Здесь определяются уже не 
значешя переменными, соответствующая minimum'y или maximum'y из
вестной функц!1г, а самый видъ функцш, дающш minimum или maximum 
нйкотораго оиределеннаго интеграла, зависящаго отъ этой функцш *).

Самыми старыми вопросомъ этого рода является задача о твердомъ 
тел е нанменыпаго сопротивлен1я, разсмотренная Ньютономъ во второй 
книге его П ринциповъ , где они определяете, каковы должна быть мерн- 
дюнальныя кривыя тйла вращешя, чтобы сопротнвлете, испытываемое 
теломъ по направленш оси при прохожденш съ некоторой скоростью 
черезъ неподвижную жидкость, было наименьшими.

Избранный Ньютономъ путь не были однако на столько простыми, 
общими и, ви особенности, не носили, в с л е д с т е  самой природы соб- 
ственнаго его метода трансцендентнаго анализа, достаточно аналитиче
с к и  характеръ, чтобы такое р е ш е т е  могло привлечь геометровъ къ 
этому новому роду задачи. Действительно, решительный толчекъ въ 
этомъ направленш .моги последовать только со стороны геометра, за- 
занимавшагося на континенте разработкой и прнменетемъ метода без- 
конечно малыхи въ собственномъ смысле этого слова. Это и сделали 
ви 1695 году Иванъ Бернулли, предложишь свою знаменитую задачу 
о брахистохроне, послужившую началомъ це.таго ряда аналогичными 
задачи; она состоите въ определено: кривой, по которой тяжелое тело 
должно пройти отъ одной точки къ другой въ кратчайшш промежутоки 
времени. Если ограничиться простыми падешемъ въ пустомъ простран
стве, —  единственными случаеми, разсмотр'Ьнными сначала— то легко 
можно найти,что искомая кривая должна быть обращенной циклоидой съ го
ризонтальными основашемъ,имеющей свое начало въ самой высокой точке. 
Задача можете быть чрезвычайно усложнена, если принять во внимаше 
сопротпвлеше среды или ввести въ разсчетъ изменеше напряжешя силы 
тяжести.

Хотя новый класси задачи первоначально были дани механикой, 
теми не менее именно изъ геометрш были впоследствш заимствованы 
предметы для главными наследований этого рода. Таки была постав
лена задача найти, какая изъ всеми проведенными между двумя дан
ными точками кривыми равнаго периметра дасти наибольшую или наи
меньшую площадь, откуда н возникло самое назваше задачи объ изо- 
перимет рахъ; далее требовалось определить maximum или minimum 
поверхности или объема тела, производимаго вращешемъ искомой кри
вой вокругъ осп; ви другими случаями требовалось найти minimum или 
maximum разстояшя центра тяжести неизвестной кривой, или поверх
ности и объема, которым она могла-бы произвести и т. д. Наконецъ

Подлинный текотъ въ этомъ м есте не совсИмъ попятепъ: поэтому я 
прпдалъ последнем у предлож етю  тотъ смыслъ, который мнт, казался наиболее 
соответствующими ходу разсуждеш я автора. (Прим. Ред.).

9
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эти задачи последовательно видоизменялись и осложнялись, таки ска
зать, до безконечностн Бернулли, Тэйлоромъ и въ особенности Эйле- 
ромъ, прежде чймъ Лагранжъ подчиннлъ реш еш е нхъ абстрактному и 
совершенно общему методу, открытте которого въ значительной сте
пени ослабило влечеше геометровъ къ нодоонымъ задачами. ЗдЬсь не 
место даже вкратце излагать исторш  этой высшей части-математики, 
какъ бы интересна она ни была; я перечислили некоторые вопросы^ нз- 
бравъ нхъ среди наиболее простыми, для того только, чтобы указать общее 
назначеше, которое по сущ еству своему методъ варьяцш имели въ са- 
момъ начале. Изъ предыдущаго видно, что съ аналитической точки 
зренья все указанный задачи состоять по самой природе своей въ опре- 
деленш, какую форму должна иметь неизвестная функщя 0 1ъ одной 
или многими переменными, чтобы тотъ или другой зависящш отъ функ- 
цш  пнтегралъ име.лъ въ данными пределами тахш тш п или п п ш т и т  
относительно всеми теми значенш, которым они могъ-бы получить, если 
бы искомая функщя имела какую угодно другую форму. Таки, напрп- 
ме Ръ, относительно задачи о брахистохроне известно, что если

y =  f  (г), х  =  <? (г)

суть прямолинейныя уравнешя искомой кривой въ предположещн, что 
осп х  н у — горизонтальны, а ось г— вертикальна, то время надетая тя- 
желаго тела вдоль этой кривой отъ точки, ордината которой равна 
21, до точки, ордината которой равна 22, обыкновенно выражается опре
деленными интеграломи ~).

Vf  1 +  f' (г I2 +  г ' (ZP

Итаки требуется найти, каковы должны быть две неизвестный 
функцш f  н ю, что бы этотъ интегралъ были minimum. Такими же 
образомъ, если спросить, какова должна быть та плоская изоперп.ме- 
трическая кривая, которая содержала-бы наибольшую площадь, то этозна- 
чнло-бы требовать нзъ всеми функвдй f  (х), дающими интегралу

1 С d x  / 1  +  f '( x ) 2

известное определенное значеше, uaiiTii такую, которая превратила-бы 
интегралъ | f  (х) dx, взятый въ теми же пределами, въ maximum. Оче
видно, что подобный требовашя поставлены и во всеми другихъ за
дачами этого рода.

В ъ реш еш яхи указанными задачи, который геометры давали до 
Лагранжа, они главными образомъ старались привести ими къ те- 
opin обыкновенными maxima и m inim a; но тактя преобразован hi 
представляли просто ряди частными искусственными npicMOBH, при
менимыми для каждаго, отдельнаго случая, но не дававшими ника
кими определенными и неизменными правили, таки что. вп каждой 
действительно новой задаче постоянно возникали новый трудноеш , н 
ранее полученное реш еш е на дйле не могло принести никакой суще-

*) Я употребляю предложенное Фурье простое и яспое обозпач ете опре- 
д-Ьленныхъ интеграловъ, гдИ отчетливо указываются ихъ предИлы.
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cT B ein io ii помощи, кроме пзвестнаго упражнешя ума. Одними словомъ, 
разсматрнваемая отрасль математики по необходимости страдала теми 
несовершенствомъ, которое непременно должно существовать до техъ  
пори, пока не будетъ выяснена общая всеми задачамъ даннаго класса 
пдея и не явится возможность абстрактнаго и вм есте съ теми общаго 
изслйдоватя ея.

Стараясь ввести различныя задачи объ изопериметрахъ въ область 
общаго анализа, представленнаго абстрактно и обращеннаго въ отдель
ное псчислеше, Лагранжи прпшелъ къ мысли о новомъ роде диффе- 
ренцироватя, къ которому они применили характеристику о, удержавъ 
знаки tl для обыкновенныхъ простыми дифферешцаловъ. Эти новые 
дифференциалы, названные ими варьящями, представляютъ безконечно 
малыя приращешя ннтеграловъ, получаемый ими не вслйдеттае подоб
ными же приращены соответствующими переменными, какъ въ обык- 
новениомъ трансцендентномъ анализе, но вслйдств1е безконечно малаго 
нзмйнешя формы стоящей поди знакомь интеграла функцш. Это раз- 
.ninie можно, напримеръ, легко понять относительно кривыми, въ ко
торыми ордината или другая переменная, связанная съ кривой, допу
скаете два, очевидно, весьма различными рода дифференщалови, смотря 
по тому, переходимъ ли мы отъ одной точки къ другой, безконечно 
близкой н лежащей на той же самой кривой, или же переходимъ къ 
соответствующей точке другой безконечно близкой кривой, получаемой 
известными определенными нзмйнешемъ первой кривой *). Ясно ко
нечно. что по своей природе варьяцт  различными величпнъ, связан
ными другъ съ другомъ какими ннбудь закономъ, определяются совер
шенно т'Ьмъ же способомъ, какъ и дифференщалы. Наконецъ, изъ об
щаго п о ш т я  о варьящями выводятся также и основные принципы 
соответствующ аго этому методу алгориема, содержите которыми за
ключается просто въ возможности по усмотрйнш переносить характе
ристику, спещально предназначенную для варьяцш, впереди или после 
характеристики, соответствующей обыкновенными дифференщаламъ.

Установивъ эти абстрактным п о ш т я , Лагранжи моги легко и са
мыми общими образоми привести вей задачи объ изопериметрахъ къ 
простой обыкновенной теорш maxima и minima. Чтобы составить себе 
ясную идею объ этомъ важномъ и удачномъ преобразованы, надо пред
варительно раземотрйть главнейшая разлтпя, существующая между 
задачами объ изопериметрахъ.

Действительно, указанный изслйдоватя надо разделить на два 
общими класса, смотря потому, будетъ ли требуемый maximum и mi
nimum, пользуясь сокращенными выражешемъ геометровъ, абсолют- 
ны.иъ или относится!,нымь. Въ первомъ случай неизвестные опреде
ленные интегралы, maximum или minimum которыми ищется, по самой 
природй задачи не подчинены никакими услов1ямъ; къ этому случаю 
относится, напримеръ, задача о брахистохроне, которую требуется вы
брать нзи вейхъ возможными кривыми. Во второмъ случай, наоборотъ, 
перемйнные интегралы могутъ изменяться только подчиняясь извйст-

*) Уже Лейбницъ сравнивали одну кривую съ другой, безконечно близ
кой къ ней и называли это differcntiatio ele curva in curvam, но это сравнеше не 
нмИло ничего общаго съ идеей Лагранжа, такъ какъ всъ кривыя Лейоница 
выражались одними уравп етем ъ, нзъ котораго опЪ получались съ помощью 
простого измЪ нетя произвольной постоянной.
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нымъ услов!ямъ, обыкновенно заключающимся въ томъ, что друпе 
определенные интегралы, также зависяшде отъ искомыхъ функцш, со- 
храняютъ постоянно одно и то лее данное значоше; къ этому классу 
относятся. напримеръ, все геометрпчесшя задачи о собственно пзопе- 
риметрическихъ фигурахъ, где, по самой природе задачи, пнтегралъ. 
относящшся къ длине кривой или площади поверхности, должеНъ оста
ваться ностояннымъ въ то время, когда пнтегралъ, составляющей пред- 
метъ даннаго пзеледовашя, изменяется.

Варьящонное нечнелеше; непосредственно даетъ общее решете 
задачъ перваго рода, такъ какъ, очевидно, изъ обыкновенно!! reopin 
maxima н minima следуетъ, что искомое соотношение должно обращать 
въ нуль варьяцно даннаго интеграла относительно каждой независимой 
переменной, что и составляетъ yc.TOBie общее н для maximum’a, н для 
minimum’а; чтобы отличить одно отъ другого, принимается во внн- 
иаш е варьящя второго порядка того лее интеграла, которая должна 
быть отрицательной для maximum а и положительной для minimum а. 
Такъ, напримеръ, въ задаче о брахистохроне для определешя природы 
искомой кривой, составляется условное уравнеш е

разлагающееся на два уравнеш я относительно двухъ нензв’Ьстиыхъ 
функцш /' н щ, незавиепмыхъ одна отъ другой, н дающее полное анали
тическое онределеше искомой кривой. Единственная трудность, прису
щая этому новому анализу, состонтъ въ исключенш характеристики о, 
для чего варьящонное иеццелеше даетъ постоянный и неизменный 
правила, основанный вообще на онерацш интегрирования по частямъ, 
нзъ которой Лагранжъ съумйлъ такнмъ образомъ извлечь огромную 
пользу. Постоянной целью этой первой аналитической работы (въ нз- 
ложеше которой я совсемъ не долженъ здесь входить), является при
в е д е т е  задачи къ дифференщальнымъ уравнешямъ въ собственном'!» 
смысле, что всегда возможно и вслйдаш е чего задача входнтъ въ 
область обыкновеннаго трансцендентнаго анализа, дающаго окончательное 
реш еш е плп по крайней мере относящаго его къ собственно алгебре», 
если только инт е г р и р о в аш е можетъ быть выполнено. Общее назначеше 
метода варьящй состонтъ въ выполнена! указаннаго преобразовашя; для 
него то Лагранжъ и установилъ нростыя, неизменный и всегда приво
дящая къ цйлн правила.

Даже въ этомъ бйгломъ общемъ обзоре я считаю нужнымъ ука
зать, какъ на одно нзъ самыхъ важныхъ н особыхъ иреимуществъ 
метода варьяцш предъ ранее известными отдельными реш еш ямнзадачъ 
объ нзопернметрахъ, на раземотреше уравнена!, названныхъ Лагран- 
жемъ предельны м и уравненЫ ми, который до него были въ совершенном’!» 
принебреженш, но безъ которыхъ. большинство частныхъ решена! но 
необходимости оставались не полными. Когда пределы данныхъ пнте- 
граловъ должны быть постоянными, ихъ варьяцш равны нулю, н нетъ 
надобности принимать во внимаше указанный уравнешя; но они полу- 
чаютъ свое значеше, если эти пределы не строго неизменны, а только 
подчинены некоторымъ услов1ямъ, какъ, напримеръ, въ случае когда 
две точки, между которыми требуется провести искомую кривую, не
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неподвижны, а только должны постоянно оставаться на данных® лишяхъ 
или поверхностях®. В® таком® случай нужно принять во вшшаше 
варьяцш их® координат® и установить между ними отношешя, соответ
ствующая уравнениям® лннш илн поверхностей.

Это существенное само но себе замйчаше есть только последнее 
дополнеше болйе общаго и болйе важнаго соображенья относительно 
варьяцш  различных® независимых® переменных®. Если эти перемен
ный действительно независимы друг® от® друга, как® например® в® слу
чай сравнешя всйхъ кривых®, каких только можно провести между 
двумя точками, то предыдущее замйчаше о т н о с и т с я  и  к ®  и х ®  варьяыдям® 
н поэтому члены, относящееся к® каждой из® этих® переменных®, 
должны быть отдельно равны нулю в® общем® уравнешп, выражаю
щем® maximum или m in im um . Но если, наоборот®, предполагается, что 
переменный подчинены некоторым® услов1ямъ, то надо принять во внн- 
M auie вытекающая отсюда отношешя между их® варьящями, так® чтооъ 
число y p a B H e u iii, на которыя разлагается в® таком® случай указанное 
общее уравнеш е, было всегда равно только числу перемйнныхъ, остаю
щихся действительно независимыми. Так®, напримйръ, вмйсто того, 
чтобы искать кратчайший п у т ь  между двумя точками, можно задаться 
цйлью найти между всйми. возможными путями только тот® путь, ко
торой былъ-бы кратчайшим® из® всйхъ, находящихся на данной по
верхности; общее р е ш е т е  этого вопроса представляет® несомненно одно 
из® самых® блестящих® приложенш метода варьяцш.

Задачи, гдй принимаются во ынимаше подобный видоизмйненныя 
TCioBin сильно приближаются по своей природе ко второму общему 
классу приложенш метода варьяцш, классу, особенность котораго, как® 
выше указано, состоит® в® отыскали и относительныхъ m axim a и m i
nim a. Между этими двумя случаями имеется однако та существенная 
разница, что в® последнем® впдоизмйнеше выражается интегралом®, 
зависящим® от® искомой функцш, тогда как® в® первой оно устана
вливается непосредственно данным® конечным® уравнешемъ. Понятно, 
поэтому что нзслйдоваше относительныхъ m axim a п m inim a всегда 
сложнее чймъ абсолютныхъ. К® счастью, весьма важная общая теорема, 
найденная еще до изобретен ¡я варьящоннаго исчисленш п представляю
щая одно из® величайших® открытий, которыми мы обязаны генпо Эй
лера дает® однообразное и весьма простое средство для включенш 
один® из® этих® двухъ классов® задач® в® другой. Эта теорема со
стоит® в® том®, что если к® интегралу, который должен® быть m axi- 
m um ’oM® и m inim um ’OM®, прибавить интеграл®, остающейся, п о усл овш  
задачи постоянным®, умноженный на постоянную и неопределенную 
величину, то достаточно будет®, следуя вышеуказанному общему нрьему 
Лагранжа, отыскать абсолютный m axim um  или m inim um  всего полт чен- 
наго выраженья. Действительно, легко понять, что часть полной варьяц , 
происходящая от® послйдняго интеграла, должна равняться нулю в 
силу постоянства значений его, нулю-же равна и происходящая от® 
ыепваго интеграла часть, уничтожающаяся на осыоваыш условш т а ,  
m u S  или m inim um ’a. Эти два отдйльныя услов1я, очевидно, согласу
ются и производят® в® указанном® отношенш совершенно одинаковый

CJli ^  В® таком® ■ видй представляется при первом® обозрйнш общьй
способ® примйнешя метода варьяцш ко всйм® задачам®
щимъ так® называемую Teopiio изопериметровъ. Без® сомнйшя п в®
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этомъ краткомъ изложены можно заметить, какое широкое примйнегпе 
нашло въ новомъ анализе второе основное свойство трансцендентнаго 
анализа, указанное въ шестой лекцш, а именно общность безконечно 
малыхъ выражешй при представлены одного и того-же геометрпческаго 
н механпческаго явлены, независимо отъ тела, въ которомъ оно наблю
дается. На этой именно общности и основаны по самой природе своей 
вей рйшешя, данныя методомъ варьящй. Еслн-бы одна и та-же фор
мула не могла выразить длину пли площадь любой кривой, если-бы не 
было другой определенной формулы для выражешя времени падешя 
тяжелаго тела, по какой-бы лиши оно ни падало н т. д., то какъ-бы 
возможно было решать задачи, по самой своей природе требуюшдя не
пременно одновременна™ раземотрйшя вейхъ возможныхъ случаевъ, 
представляемыхъ по отношешю къ каждому явленш  отдельными пред
метами, въ которыхъ оно совершается?

Какъ-бы велика ни была важность теорш нзоперпметровъ и хотя 
первоначально методъ варьящй имйлъ целью только общее и ра щ е
пальное рйшеше этого рода задачъ, все-такн мы получилп-бы только 
весьма неполное представлеше объ указанномъ интересномъ отделе 
анализа, еелп-бы мы этпмъ ограничили его назначеше. Действительно, 
отвлеченная мысль о двухъ разлнчныхъ впдахъ днфференцировашя, 
очевидно, применима не только къ тймъ случаямъ, для которыхъ она 
была создана, но также и къ тймъ, которые по какой-бы то нп было 
причине допускаютъ два разлнчныхъ способа н зм ен етя  однихъ и тйхъ- 
же велпчннъ. Самъ Лагранжъ въ своей „Аналитической М еханике“ 
далъ весьма обширное и важное прнлож ете варъящоннаго нечпелешя, 
применяя его для того, чтобы различать два рода изменены, вознн- 
кающихъ вполне естественно въ задачахъ ращоналыюй механики при 
раземотрйнш разлнчныхъ точекъ, смотря по тому, сравнив аются-ли при 
движенш различный последовательный пололсешя одной и той-же точки 
каждаго тела въ два непосредственно следующих'!, другъ за другомъ 
момента, или-же переходятъ отъ одной точки тйла къ другой въ одннъ 
п тотъ-же моментъ. Одно изъ этпхъ сравнешй даетъ обыкновенные 
дифференщалы; другое— варьяцш, здесь, какъ и везде, представляюиин 
только дифференщалы, разематрнваемые съ новой точки зреш я.

Въ указанномъ именно общемъ смысле и надо понимать варья- 
щонное исчислеше, чтобы правильно оценить важность этого уднви- 
тельнаго логнческаго оруд1я, самаго енльнаго нзъ вейхъ, созданныхъ 
до сихъ поръ человечеекпмъ духомъ.

Такъ какъ методъ варьящй является только обширными, расиро- 
странешемъ общаго трансцендентнаго анализа, то мне не нужно особо 
устанавливать, что его можно разематривать съ разлнчныхъ основныхъ 
точекъ зреш я, допускаемыхъ исчислешемъ косвенныхъ функщй во всей 
его совокупности. Лагранжъ прпшелъ къ нарьящонному нечисленно, 
исходя изъ метода безконечно малыхъ въ собственном!, смысле слова, 
и притомъ гораздо раньше, чемъ онъ предпринялъ общее преобразо
ван ¡е трансцендентнаго анализа. Когда-же оно было выполнено, онъ 
безъ труда показалъ, какъ можно применить его идею и къ варья
щонному нечисленно, которое онъ затймъ нзложилъ достаточно по
дробно съ точки зр'Ьшя теорш нроизводпыхъ функцы. Но чймъ труд
нее для нашего ума применеше метода варьяцш  вследствие высокой 
степени абстрактности разематрнваемыхъ тамъ идей, тймъ важнее при 
применены его беречь наши умственный силы и въ виду этого избрать
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самую прямую н простую аналитическую концепщю, т. е. коннепщю 
Лейбница. Поэтому и Лагранжъ постоянно предпочиталъ эту концепцш 
при вс'Ьхъ важныхъ примйнешяхъ варьяцюниаго исчисления, сдЬланныхъ 
нмъ въ аналит ической механикп', въ этомъ отноиненш среди геоме- 
тровъ не сущ ествует!, ни малМшаго разногласия.

Чтобы съ возможной полнотой выяснить философскш характеръ 
варьящоннаго исчислешя, я считаю нужнымъ закончить краткими ука- 
зашемъ па одно соображеше, которое кажется мнй важными и съ по
мощью котораго я могу поставить варьящоишое нсчисление гораздо 
блилсе исъ обыкновенному трансцендентному анализу, чймъ, какъ мне 
кажется, сделали это Лагранжъ *). Следуя Лагранжу, въ прошлой лек
ции мы заметили, что исчислеше частныхъ пропзводныхъ, созданное 
д'Аламберомъ, ввело въ трансцендентный анализъ новую элементарную 
идею, а именно— поняые о двухъ вндахт, разлнчныхъ и независнмыхъ 
другъ отъ друга приращешй, получаемыхъ фувкщей отъ двухъ пере
менных!, вслйдствйе прираицешя калсдой переменной отдельно. Такъ 
вертикальная ордината поверхности или всякая другая величина, къ 
ней относящаяся, изменяется двумя совершенно различными способами, 
которые могутъ следовать самымъ разными законами, если мы заста- 
впмъ возрастать то одну, то другую нзъ двухъ горизонталыиыхъ ко- 
ордннатъ. Это соображение, какъ мне каясется, но своей природе весьма 
близко къ положенно, служащему общими основанйемъ метода варьяцш; 
п оследи т, действительно, въ сущности только неренесъ на независи
мый переменный воззрЗише, принятое улие при разсмотрйнш функщй 
этихъ переменныхъ, и теми въ высшей степени расширили прилолсешя 
это взгляда. Вслйдствйе этого, какъ я думаю, съ точки зрения основ- 
ныхъ идей можно считать, что созданное д'Аламберомъ исчислеше 
установило естественный и необходимый переходи отъ обыишовеинаго 
исчисления безконечно малыхъ къ варьящонному исчпсленш,' и такое 
происхождение послйдняго, какъ мне кажется, разъясняетъ и упро- 
щаетъ самое понпмаше его.

На основании разлнчныхъ указанныхъ въ этой лекцш соображенш 
методъ варьяцш является какъ иаивысшая нзъ известныхъ до снхъ 
поръ степень совершенства анализа косвеиныхъ функций. Въ первона- 
чальномъ своемъ состоя и ¡и этотъ анализъ оказался могущественными 
и общими средством!, для облегчен ¡я математическаго изучения есте- 
ственныхъ явлений, такъ какъ онъ для выралиешя ихъ законовъ ввели 
въ разсмотрйнйе всиюмогателыиыя величины, избранный такими обра
зом!,, что опрёд’Ьленйе нхъ отношений но необходимости проще н легче, 
чемъ опредЬленйе отношен ¡я мелсду прямыми величинами. Но для со- 
ставленйя- этихъ дифференцйалыиыхъ уравненйй тогда еще не было вы- 
работаио общихт, и абстрактных!, правили. Варьяцйонный анализъ, раз- 
сматриваемый съ паибол'Ье философской точки зрйнйя, можетъ считаться 
предназначенными но своей природЬ ввести, на сколько это возмолино, 
въ область исчислешя самое установлеше дифференцйальныхъ уравнешй: 
таково именно во многихъ важныхъ и трудныхъ задачахъ общее зна-

*) Вносл'Ьдствш я намЪренъ развить эти новыя соображенйя въ спещаль- 
ной работЪ о варьяцюнномъ исчислении, цЬлыо коей служить представлеше 
всей совокупности этого гнпертрансцендептнаго анализа съ новой точки зрЪшя, 
могущей, какъ я думаю, еще болЪе увеличить его общее значеше.
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обназомъ приписать, почему геометры, за исключешемъ Лагранжа, до 
спхъ норъ такъ мало воспользовались его удивительной концепще .
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Обивя соображешя объ исчисленш конечныхъ разностей.

Основный соображенйя, указанныя въ предыдущпхъ пяти лекцйяхъ, 
представляютъ вей существенные пункты полнаго пзложенйя математи- 
ческаго анализа, разематриваемаго съ философской точкп зрйнйя. Тймъ 
не менее, чтобы не упустить ни одной общей п важной идеи, относя
щейся къ этому анализу, и прежде чймъ перейти къ философскому 
пзученйю конкретной математики, я считаю долгомъ разъяснить самыми 
краткими образомъ истинный характеръ одной весьма обширной части 
исчислешя, которая хотя и входить въ составь обыкновенна™ анализа, 
но обыкновенно признается по природе своей существенно отличной 
отъ него. Я  инйю въ виду исчислеш е конечныхъ разностей, соста
вляющее специальный предметъ этой лекцйи.

Исчислеше конечныхъ разностей, созданное Тэйлоромъ въ знаме- 
нитомъ его труде, озаглавленными „Мет оды приращ еш й“ , состоптъ по 
сущ еству своему, какъ это известно, въ раземотрйнйи конечныхъ при- 
ращенййй, получаемыхъ функдйями вслйдствйе конечныхъ же приращенйи 
соответствующ их!, неремйнныхъ. Эти прнращенйя пли разности, кото
рыми ирисвается знаки Л , чтобы отличить нхъ отъ дифферендйаловъ 
пли прнращепййй безконечно малыхъ, въ свою очередь могутъ быть раз- 
сматрнваемы какъ новыя функцйп и къ нимъ можно применить вновь 
подобное лее разеуледенйе, и т. д.; такими образомъ возникаетъ новое 
понятйе о последовательных!, разностяхъ разлнчныхъ порядковъ, анало
гичных!,, покрайней мйрй по внешнему виду, порядками днфференцйа- 
ловъ. Исчислеше разностей, какъ и исчпсленйе косвенныхъ функцйп, 
нредставляетъ, очевидно, два главиыхъ класса вопросовъ: 1) определить 
последовательный разности разлнчныхъ аналптичеекпхъ функцйи съ 
одной или многими переменными, соответствующая известному ряду 
конечныхъ прпращенйй независимых!, переменныхъ, обыкновенно въ 
предпололсенйн, что эти приращенйи идутъ въ ариеметпческой прогрес- 
ейн; 2) наоборотъ, исходя изъ разностей, или, вообще, нзъ некоторыхъ 
уравненйй, установленных!, между разностями, определить первообразный 
функцйп, или соответственный уравненйя между ними. На этомъ заме- 
чанйц основывается деленйе всего исчислешя на два разлнчныхъ печн- 
сленйя, которыми обыкновенно дается названйя прямаго исчислеш я
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конечныхъ разностей и обратнаго исчислеш я конечныхъ разностей. 
Каждое пзъ этпхъ двухъ исчислений, конечно, подлежите ращональ- 
нымъ образомъ дальнейшему нодразделешю, подобному излоисенному 
въ 7-й декщи относительно днфференщальнаго н ннтегральнаго нсчнс- 
лешя: это сходство освобождаете меня отъ обязанности говорить объ 
указанныхъ подразд'Ьлешяхъ особо.

Несомненно, что Тэйлоръ съ помощью своей идеи надеялся со
здать нсчпслеше, совершенно новое по природе, безусловно отличное 
отъ обыкновеннаго анализа и более общее, чемъ нсчпслеше Лейбница, 
хотя п основанное на аналогичныхъ соображешяхъ. Также отнеслись 
къ анализу Тэйлора почта все геометры, но Лагранжъ, съ свойственной 
ему глубиной, выясннлъ, что все эти свойства принадлежать скорее 
форме п принятой Тэнлоромъ системе обозначении чемъ самой сущ 
ности его теорш. Действительно, для анализа Лейбница отличительной 
чертой, придающей ему характеръ въ самомъ дйлй новаго и высшаго 
исчислешя, является то обстоятельство, что производныя вообще шгР- 
ютъ совершенно иную природу, чймъ первообразный функцш, и по
этому отношешя между первыми устанавливаются проще и легче; отсюда 
и вытекаютъ замечательный основный свойства трансцендентнаго ана
лиза, указанный въ предыдущпхъ лекщ яхъ.— Но разности, разсматрн- 
ваемыя Тэйлоромъ, совсемъ не удовлетворяютъ этому условно. Ра.зно- 
стн по природе своей представляютъ функцш существенно подобный 
первоначальнымъ; это свойство не даетъ имъ возможности облегчить 
установлеше уравненш и вместе съ тймъ не позволяете приводить къ 
более общпмъ соотношешямъ. Всякое уравнеш е въ конечныхъ разно- 
стяхъ по сущ еству представляете уравнеш е, относящееся непосред
ственно къ самимъ величинами, последовательныя значешя которыхъ 
и сравниваются. Нагромождение новыхъ знаковъ, которое вводите въ 
заблуждеше относительно нстиннаго характера этихъ ур ав н етй , скры
ваете это тождество, однако, только весьма несовершенными образомъ. 
ибо всегда возможно безъ труда обнаружить его, заменяя постоянно 
разности соответственными комбинащями иервоначальныхъ величинъ, 
такъ какъ разностп представляютъ въ действительности лишь сокра
щенный обозначешя последнихъ. Такими образомъ нсчпслеше Тэйлора 
ни въ одномъ вопросе геометрш и л и  механики никогда не оказывало 
п не могло оказывать той общей и могущественной помощи, которым 
необходимыми образомъ вытекаете изъ анализа Лейбница. Лагранжъ 
очень твердо установилъ. что мнимая аналопя, будто бы замечаемая 
между исчислешемъ разностей и исчислешемъ безконечно малыхъ, со
вершенно неправильна въ томъ смысле, что формулы, относящаяся къ 
первому исчислешю, никогда не даютъ въ виде частныхъ случаевъ 
формулъ, относящихся ко второму, природа котораго по сущ еству 
иная.

На основании совокупности только что указанныхъ соображенш я 
нахолсу, что нсчпслеше конечныхъ разностей обыкновенно неправильно 
относится къ собственно трансцендентному анализу, т. е. къ исчисле- 
нш  косвенныхъ функций Наоборотъ, присоединяясь вполне къ важ
ными замечашямъ Лагранжа, недостаточно еще оцененными, я считаю 
это нсчпслеше за очень обширную и очень вансную часть обыкновен
наго анализа или, какъ я его называю, исчислешя нрямыхъ функций 
Действительно, какъ мне кажется, истинный философски! характеръ 
исчислешя разностей въ томъ и состоите, что уравнении въ немъ раз-
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сматриваемыя, несмотря на обозначешя, представляют^ просто прямыя  
уравненш. г

Чиобы предыдущее объяснеше сделать насколько возмояшо точ- 
нымъ, следуешь признать, что исчнслеше Тэйлора действительными 
свонмъ предметомъ имйетъ общую теорш  рядовъ, нзученныхъ до этого 
знаменитаго геометра только въ нйкоторыхъ наиболее простыхъ 
случаями. Строго говоря, я долженъ быль бы упомянуть объ этой ваясной 
теорш въ пятой лекцш при разсмотрйнш собственно алгебры, обширную 
часть которой и составляешь эта теор!я. Но чтобы избежать повторенш 
я предиочелъ остановиться на ней говоря объ исчислении конечныхъ 
разностей, представляпопцемъ въ самомъ простомъ и общемъ выралгенш, 
во всемь своемъ объеме, рацюналыше и полное нзслйдоваше воннро- 
совъ, относящихся къ рядамъ.

Всякш  рядо  или последовательность чнселъ, выводимыхъ одно 
нзъ другаго на основанш некотораго постояннаго закона, даетъ место 
следующими дв}мъ основными вопросами: 1) предполагая, что законъ 
составленш ряда нзвестенъ, найти выраясеше его общаго члена такъ, 
чтобы возмояшо было вычислить непосредственно какой угодно члени 
ряда, не составляя последовательно всехъ ппредшествупощихъ членовъ; 
2) определить при томи лее условии сумму некотораго числа членовъ 
ряда въ функции нхъ пололсешя въ ряду такъ, чтобы возмолено было 
найти эту сумму, не прибегая къ последовательному сложенш одного 
члена съ другими. Если ппредпололшть, что эти два основныхъ вопроса 
рЬшены, то можно, кроме того, ппредлолшть себе, наоборотъ, найти за
конъ ряда на основанш вида его общаго члена или выражения суммы. 
Каждая изъ этнхъ различныхъ задачи теми обширнее и шймъ труднее, 
чемъ большее число различными законовъ составлешя рядовъ можно 
себЬ представить, принимая во внимание число преднпествующнпхъ чле
новъ, черезъ который каждый членъ выражается непосредственно, и 
вндъ функцш, дающнхъ это выражеше. Молено далее разематривать 
ряды съ несколькими переменными индексами, какъ это делали Ла- 
пласъ въ Аналит ической теорш вероятностей, съ помощью прнзмовъ, 
которыми они дали назваше Теорш  Щ)оизводящихъ функцгй, хотя эта 
теор1я представляешь въ действительности новую и высшую ветвь ис- 
чпислеипя конечными разностей или  общей теории рядовъ.

Обищя зам!, чан ¡я, только что указанный мною, даютъ несовершен
ное только представлеше объ объеме и действительно безконечномъ 
разнообразии задачи, ноставленныхъ геометрами на основанш одного 
наследован ¡и рядовъ, невидимому такого простого и такъ ограничен- 
наго въ своемъ нсходномъ пункте. Это изеледоваше но необходимости 
представляешь столько-лсе различныхъ случаевъ, какъ и алгебраическое 
решен!в уравнений, разематриваемое во всеми его объеме, но по при
роде своей оно гораздо сложнее и притоми, для получения полнаго рй- 
шешя, всегда нулсдается въ помощи последняго. Этого указашя доста
точно, чтобы предугадать, насколько велико должно быть несовершен
ство исчпслешя конечныхъ разностей, несмотря на целый рядъ тру- 
довъ многими  перворазрядными учеными. Действительно, мы до спхъ 
поръ владеемъ полными и рацюнальнымъ решегпемъ только самыхъ 
простыхъ вопросовъ этого ПНСЧИПСЛеППЯ.

Теперь не трудно уясе убедиться въ неизбелшомъ и полномъ толс- 
дестве исчисления конечныхъ разностей и теории рядовъ, взятой во 
всеми ея объеме, толсдествй, о которомъ я, следуя указашямъ Лагранжа,
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упомянули уже выше. Дествительно, всякое дифференцироваше по спо
собу Тэйлора приводится, очевидно, къ наяожденш закона образовашя 
ряда съ одними и л и  м н о ги м и  переменными индексами на основанш вы- 
ражешя общаго его члена; равными образоми целью всякаго аналогич
на™ интегрировашя можно считать сум м ироватё некоторого ряда, 
общш члени котораго выраженп данной разностью. Ви это ми отношеши 
разлнчныя задачи прямаго и обратнаго исчнслегпя разностей, реш ен
ный Тэйлороми и его последователями, нмеютн действительно очень 
большое значеше, таки какъ касаются некоторыхи важныхъ вопросови, 
связанныхп си рядами. Но очень сомнительно, чтобы введенный Тэй
лороми форма и система обозначенш на самоми дйлй принесли сущ е
ственное облегчеше при реш енш  задачи этого рода. Можети быть вп 
большинстве случаеви было-бы удобнее и наверно рацюнальшЬе заме
нять разности теми величинами, известную комбинащю которыхи эти 
разности ооозначаютп. Таки каки нсчнслеше Тэйлора ви своеми осно
ванш не заключаети идеи, действительно отличающей его отп обыкно- 
веннаго анализа, н таки каки вся особенность его метода заключается 
только ви системе обозначенш, то даже при самыхп благощнятныхп 
условш хп нельзя ожидать никакой существенной выгоды, представляя 
это нсчнслеше отдельно оти обыкновенна™ анализа, часть котораго—  
правда, очень обширную— оно и составляети. Разсмотреш е разностей, 
часто безполезное, если только оно не усложняети вопроса, носить еще, 
каки мне кажется, отпечатоки эпохи, когда геометры не вполне освои
лись си аналитическими идеями и потому естественными образоми 
предпочитали спещальныя формы для простыхп численныхн сравнений 

Какп-бы то ни было, я не могу закончить этой общей характери
стики исчислешя конечныхп разностей, не указавъ на одно новое поня- 
тае, ими введенное н получивнпе затемп большую важность. Я имею здесь 
ви виду поняые о функщяхи пергодическихъ или разрывныхъ, сохра- 
няющихи постоянно одно и то-лсе значеше для безконечнаго ряда подчн- 
ненныхи известному закону значений соответствующпхт, перемепныхи; 
эти функцш необходимо прибавлять кп интегралами уравнеш я ви конеч- 
ныхи разностяхи, чтобы придать достаточную степень общности, подобно 
тоМ), каки для оощности прибавляется простыя постоянный произволь
ный ко всеми квадратурами. Эта идея, высказанная первоначально Эй- 
лероми, послужила ви последнее время предметами очень обшпрныхъ 
раоотн г. Фурье, который ввели ее ви общую систему анализа и ук а 
зали ви математической теорш теплоты такш новый и столь сущ ест- 
венныя приложешя ея, что указанная мысль, ви современномп ея виде, 
принадлежать на самоми дйле исключительно ему.

Чтобы вполне выяснить философам й характеръ исчислешя конеч- 
ныхи разностей, я не могу не отметить здесь кратко главный общш 
его приложена, сделанный до настоящаго времени.

На первоми м есте, каки самое обширное и самое важное, следовало-бы 
поставить р е ш е т е  задачи, относящихся кп рядами, если-бы, на основанш 
прнведенныхп выше обпясненш, не надлежало признать, что общая теорш 
рядови, но природе своей, представляетн самое содерж ите исчисления 
Тэйлора. Если такими образоми устранить этотъ обширный класси за
дачи, то наиболее существенными и действительными прилооюетемъ 
анализа Хэнлора является до сихп пори обицй методи интерполиро- 
вангя, таки часто и си такой пользой находящаго себе прим'Ьнеше при 
изсл Ьдованш эмпирическихъ  законови естественныхп явлений. Задача
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состоять здесь, какъ известно, въ томъ, чтобы между известными дан- 
!  п. числа5ш вставить другня, ннромелсуточныя числа, подчиненный 
то м и л о  закону, который, по предпололсенш, имеетъ место для первьихъ 

приложении исчисления Тэйлора можно вполне иро^

^  г ш ‘ л и з Г ш п - П ? ° ТР' ШЮ РаЗН° СТеЙ ВЪ 3аДачахъ, зависящихъ ¿тъ 
н !  ( ЭД° объясннлъ выше, действительно неестественно

насто стеснительно. Въ самомъ деле, Ланграясъ заменили формулы 
интерполирования, выведенныя иизъ о б ы к н ов ен н о  алгорииема исГисленк 

разностей’ Общими, гораздо более простыми, которыми ньинТ 
и иисегда оидаегся предпочтете и исоторыя были найдены прямо

ПОСТОРОННеМУ ПОЕЛТШ О р И ЕОСТЯХЪ, ус.,»*:

котппп ВЪ ьТ0МЪ ЧреЗВЫ,1айН0 полезн°мъ применен!!! этого исчисления 
нюнорое сделано въ геометриии для приблппженнаго онределешя длины

уг= ч Лв Г  КРПВ0Й 11 ВЫ1ШСЛеИк иоверх»ооти !и объема ¿ к о г о  
тпгп 1  приемъ, зависящий съ абстрактной точки зрения отъ
иого-же аналитпнческаго изеледовашя, какъ и вопроси объ интериоли- 
рованип, часто представляетъ цените дополнение къ геометрическими 
методами, совершенно рациональными, но во многихъ случаиихъ приво
дящими къ интегрннровашямъ, пока еще невыполнимыми,* иили къ очень 
сложными вычислешямъ.

Гаисовы главный соображеии1я относительно нечпелешя конечными 
разностей, исоторыя я считаю нужными указать; последними изеледова- 
ниемъ закончпвается поставленииая мною себе задача набросать фило
софский очерки абстрактной математики. Теперь мы должны приступить 
к/ь подооинои-же раооте относительию конкретной математики, здесь мы 
обратиимъ осооеииное внимаше на объяснеше, какими образомъ, въ пред
положении, что общая наука исчнслешя совершена, оказалось бы воз
можным ь иирнвестии, съ помощью однообразныхъ пр1емовъ, къ простыми 
аналнтическиимъ воииросамъ вей задачи, иоставляемыя геометрией и ме
ханикой. ии сообщить этими двумъ главными основами натуральной
философии ту степень точииости ии особенно единства, одними словомъ_
ту степень ииысшаго совершенства, которую только такой птть ии моги 
ими нприндать.
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Общж обзоръ геометрш.

П осле общаго объяснен!я, прнведеннаго въ третьей лекцш отно
сительно философскаго характера конкретной математики, и сопостав
лен! я его съ характеромъ абстрактной математики, мне йе нужно здесь 
доказывать особо, что на геометр!ю слйдуетъ смотреть какъ на настоящую 
естественную науку, которая только гораздо проще и потому гораздо 
совершеннее. Ч'Ьмъ всякая другая. Это неизбежное превосходство гео- 
метр!и достигнуто въ сущности благодаря применение математическаго 
анализа,— применению, для котораго геометргя представляетъ особыя 
удобства,— и обыкновенно вводить въ заблуждеше относительно истин
ной природы этой основной науки, признаваемой ныне большинствомъ 
за науку чисто рацшнальную, совершенно независящую отъ паблюдешя. 
Тем ъ не менее для всякаго, кто со вннман!емъ раземотритъ характеръ 
геометрическихъ разеужденш, Даже при современномъ состоян!и абстракт
ной геометрш очевидно, что, хотя изучаемые тамъ факты связаны 
между собою гораздо теснее, чймъ относящ!еся ко веймъ другимъ 
наукамъ, все таки по отношенш къ каждому телу, изеледуемому гео
метрами, всегда сущ ествует!, известное число первоначальныхъ явленш, 
которыя не устанавливаются разеуждешемъ, могутъ быть построены 
следовательно только на наблюдепш и составляютъ необходимое основание 
для всехъ другнхъ выводовъ. На общее заблуждеше въ этомъ отношенш 
надо смотреть, какъ на остатокъ вл!ян!я духа метафизики, такъ долго 
госнодствовавшаго даже въ геометрическнхъ пзеледовашяхъ. Независимо 
отъ своего логическаго значешя, этотъ ложный взглядъ постоянно 
представляетъ огромныя неудобства въ нриложешяхъ ращональной 
геометрш, такъ какъ затрудняетъ иереходъ отъ конкретнаго къ аб
страктному.

Научное превосходство геометрш завнептъ вообще отъ того, что 
разематриваемыя ею явлешя но необходимости наиболее общи и наи
более просты изъ всехъ . Не только все тйла въ природе, очевидно, 
могутъ служить предметомъ какъ геометрическнхъ такъ и механичеекпхъ 
изеледованш, но кроме того, явденш геометрически! имели-бы место, 
если даже предположить, что все части вселенной остаются неподвиж
ными. Геометр!я, такимъ образомъ, по своей природе представляетъ 
большую общность, че.чъ механика. Въ тоже время ея явлешя проще,

Огюстъ Контъ. Т. I. Ю
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кягъ они очевидно, не завысить отъ я в л етй  механическнхъ въ 
n o cS ra iH  по необходимости усложняются первыми.

Т° ВРТ о т е  'самое им'Ьетъ m íc t o , если сравнить геометрш  съ аострактнои

т е р м о ^ " ^  —

KaK™ < n - i í3iДействительно, явленья термпчесьпя, разематриваемыя даже 
магемаьик . Д ескнхъ я в л етй , почти постоянно сопровождаю-
независимо «  «  S S S r t a a x b .  „о  необходимости зависать 

^  геоиетрпческихъ « 1 с « ™ , .  т а и , к а к , форма т*лъ сильно

M i# S „ E.ac|м Т Рэ ™ % ” ь  соображешяз!ъ мь, им с р е д н и х * , , ,

” “™ й т ъ  ещ в“им бхзд.ш ьш ъ основашемъ для остальныхъ часто,, 

математики. тупить непосредственно къ философскому изу-

  ™ -
B l  S о “ „ “, о . о ™  геоиетрЕо о п р е й л а ю т ь  очень » .  соверш енно 

3 .т ,"г Но тг такое опред’Ь л е т е , хотя  въ сущ ности и точное.

геометрии ^  ^  ^  д считаю нужнЬ1мъ предварительно

= =
ш ш п “  д Г м Е гаф в зп в о в ь  S Í r r n o S  í p í

™ = r S b = ' ~s s i  г въ некоторой

точки зр й тя  такой отпечатокъ можетъ оыть нодставленъ вы ч i 

если бы эта среда была не газоооразнон, » ™ й ,  то мы ш

^ е н Г е Г а ч е н ^

и главная цЬль подобнаго п редставленш -д ать намъ только 
разсматривать протяженность независимо отъ самою ibла. Легко п0 
I p r io r i  важность этого основнаго представленья, такъ какъ оно позво
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ляетъ намъ изучать геометричесгая явленья сами но себй, отбросивъ 
вей друпя явлешя, постоянно сопроволсдаюния первыя въ тЬлахъ фнзи- 
ческихъ, но не имЪюьцья однако на нихъ ни какого вл1яшя. Прочная 
постановка подобного отвлечешн дсшкна считаться первымъ шагомъ 
на пути ращональнаго и зуч етя  геометрш, которое было бы невозможно, 
если бы намъ необходимо было вийсгЬ съ формой н величиной тЬлъ 
принимать во вниманье и вс'Ь друпя ихъ фнзическья свойства. Примк
н е т е  подобной гипотезы— самой древней, молсетъ быть, философской 
идеи, созданной человйческимъ духомъ— настолько стало теперь обыч- 
нымъ, что намъ трудно точно измйрнть все ея значеше и оценить 
noca^CTBÎH, которыя бы имйло бы ея устр ан ете.

Геометричесшя соображешя, получивъ указаннымъ образомъ аб
страктный характеръ, сделались не только проще, но и пршбрйлы боль
шую общность. До тйхъ поръ, пока протяженность разсматривалась въ 
связи съ самыми тйламн, за предметъ изслйдовашя молшо было брать 
только действительно существующая въ прнродй формы, что чрезвы
чайно ограничивало поле геометрпческихъ нзслйдованш. Наоборотъ, 
представляя се61; протяженность въ пространства, человйческш духъ 
можетъ разсматривать вей формы, которыя только возможно вообра
зить; это обобщеше необходимо, чтобы дать геометрш совершенно ра- 
щональнып характеръ.

Второе геометрическое представлеше, которое мы должны пред
варительно раземотрйть. есть представлеше о разлнчныхъ видахъ про- 
тяженности, обозначаемыхъ словами т ъло, *) поверхность, лингя  и 
далее точка, обычное объяснеше коихъ такъ мало удовлетворительно.

Хотя, очевидно, невозможно вообразить себй какую нибудь про
тяженность, лишенную безусловно хотя-бы одного нзъ трехъ основныхъ 
нзмйретй, тЬмъ не менйе неоспоримо, что во множеств^ случаевъ, 
им'Ьющнхъ даже непосредственное практическое значеше, геометрнче- 
сшя задачи завпеятъ только отъ двухъ нзмйренш, разематриваемыхъ 
отдельно отъ третьяго, и далее отъ одного измйрешя, разематриваемаго 
отдельно отъ двухъ другпхъ. Съ другой стороны, помимо указаннаго 
прямого основашя, ызучеше протяженности одного измйрешя, а затймъ 
двухъ нзмйрешй является, очевидно, необходимой подготовительной 
ступенью для облегченья изучешя собственно тйлъ, т. е. тйлъ трехъ 
измйренш, непосредственное нзелйдоваше которыхъ было бы слишкомъ 
слолсно. Въ силу только что изложенныхъ двухъ общпхъ соображешй 
геометры вынуледены разсматривать отдельно протяженности по отно- 
шенш  къ одному, двумъ или вс'Ьмъ тремъ пзмйреньямъ.

Человйческш духъ создалъ себ’Ь обнДя понятия о поверхности и 
л и н т  именно съ тфмъ, чтобы нмйть возможность постоянно сосредо
точивать вниманье на протялеенносты только одного или двухъ измй- 
решй. Гыперболическья выраженья, обыкновенно уиотребляемые гео
метрами для опредЬлешя этыхъ понятий, ырыводятъ къ неправильному

*) Лакруа правильно возражаетъ противъ выражешя „твердое тело“ (S o
lide) принятаго у геометровъ для обозначешя тела вообще. Действительно, 
очевидно, что, когда мы хотимъ разсмотрЪть отдельно некоторую часть не- 
определеннаго пространства, представляющагося газообразнымъ, то мы въ во- 
ображепш дЪлаемъ твердою внешнюю его оболочку, такъ что для нашего ума 
лингя и поверхность—таьия-же твердый тпла, какъ и тело вообще. Можно даже 
заметить, что чаще всего, дабы легче представить себе, какъ тела входятъ 
одно въ другое, мы должны воображать тпла пустыми внутри, что особенно 
ясно показы ваете неудобство употреблешя термина твердое птло.
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тяженностей, такъ какъ самое понятие объ изм щ енги  по отношешю 
къ поверхностямъ и объемамъ не вполне тождественно съ измерешемъ 
лишй; безъ такого изследовашя мы составили-бы себе ложное понятие 
о природе геометрическпхъ вопросов!,.

Если мы возьмемъ слово измпрет е въ его прямомъ п общемъ 
математическомъ значенш, т. е. только въ смысле вычислешя отногие- 
н ш  между какими-нибудь однородными величинами, то следует1!  при
нять во внимаше, что въ геометрш излтреяге площадей и объемовъ, 
въ противоположность измерение лишй, даже въ саиыхъ простыхъ и 
благопр1ятныхъ случаяхъ, никогда не понимается, какъ непосредственно 
выполнимое. Сравнеше двухъ лишй признается за прямое сравнеше, 
но дв'1> площади или два объема, наоборотъ, всегда сравниваются только 
косвенно. Въ самомъ дЬл4, понятно, что две лиши могутъ быть нала
гаемы одна на другую, но, очевидно, наложеше двухъ поверхностей и 
тЬмъ болйе двухъ тйлъ выполнить въ большинства случаевъ совершенно 
невозможно; даже тамъ, где такого рода сравнеше па практике безу
словно осуществимо, оно всегда оказывается неудобнымъ и не можетъ 
быть проведено съ полной точностью. Поэтому необходимо объяснить, 
въ чемъ собственно говоря состоять истинное геометрическое измери
т е  поверхности или объема.

Для указанной цйли надо принять во внимаше, что какова-бы ни 
была форма тйла, всегда сущ ествуетъ известное чпсло более или менее 
легко определяемыхъ линш, зпая длины которыхъ можно точно вычи
слить площадь или объемъ всего тйла. Геометртя, считая эти лиши 
единственными доступными для непосредственна«) измйрешя величинами, 
задается целью вывести, исходя изъ определешя этихъ только линш, 
отношеше искомыхъ площадей или объемовъ къ единице площади или 
единице объема. Такимъ образомъ общей задачей геометрш по отно
шешю къ поверхностямъ или тйламъ является приведете всехъ  сравнешй 
ихъ площадей или объемовъ къ простымъ сравнешямъ некоторыхъ 
лишй.

Кроме огромнаго облегчешя, прпноспмаго такимъ преобразовашемъ 
для самаго измерешя площадей и объемовъ, изъ него-же, если это пре- 
образоваше разсматривать шире и более научнымъ образомъ, вытекаетъ 
возможность привести къ задачамъ о лишяхъ все вопросы, которые можно 
поставить относительно поверхностей и тйлъ съ точки зрйшя ихъ 
величины. Таково часто наиболее важное назначеше геометрическпхъ 
выражешй, определяющихъ площади или объемы въ функцш соответ- 
ствующихъ лишй.

Изъ предъидущаго не следуетъ, однако, что непосредственный 
сравнешя площадей или объемовъ другь съ другомъ никогда не произ
водятся, но тагая измерешя не считаются чисто геометрическими и въ 
и ихъ видятъ только иногда необходимое, но очень редко применимое 
дополнеше геометрш, вызываемое несовершенствомъ или трудностью 
действительно рацюнальныхъ щпемовъ. Такимъ именно образомъ часто 
определяютъ объемъ тйла и въ некоторыхъ случаяхъ даже его пло
щадь на основаши его веса. Точно также въ другихъ случаяхъ, когда 
можно заместить объемъ даннаго тела равными, ему объемомъ жидко
сти, устанавливают!, непосредственно сравнеше двухъ объемовъ, поль
зуясь свойствомъ жидкихъ телъ легко принимать всяшя формы, кашя 
намъ угодно придать имъ; но все способы этого рода— чисто механи
ческим, и рацюиальная геометр1я но необходимости должна отбросить нхъ.
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Чтобы сделать нагляднее различие между этими щ н е м а м н и  
истинно геометрическими измерениями, я укажу на одинъ весьма заме- 
™ т а Г Я р ъ ,  а именно на сиособъ, си помощью дотораго Гали
лей определили отношеше площади обыкновенной циклоиды къ п. о 
щадн пропзводящаго круга. Г ео м етр * въ его время стояла еще рлиш- 
комт низко чтобы дать ращональное р е ш е т е  такой задачи и потому Г, 
дитей п ы т м с я 'найти это отноиюше прямыми опытомп. Взвесиви по воз- 
можностп точно две пластинки нзи одного и того-же вещества и одной 
той-же тохщнны изи копхи одна имела форму круга, а другая описан
ной ими циклоиды, Галилей нашели, что последняя оыла постоянно ви 
тип ваза тяжелее первой. Отсюда они заключили, что площадь циклоиды 
равна тройной площади пропзводящаго круга, и получили такими обра
зом“  результати, согласный си истинными решешеми, наиденнъы и 
позднее Паскалеми н Валлнсоми. Такой успехи, который, впро к > 
не ввели Галилея ви заблуждеше, зависитн, коночио, оти крайней про
стоты искомаго действительного отношении, легко понять неизбежную 
недостаточность подобнаго рода прьемовъ даже ви тйхъ случаяхи, ко д<

0НП ПС ^ ^ Г я с н о  видно, вн чемп собственно состоять 
части геометр™!, отнопшцяся ки поверхностями и телами, но не таки 
отчетливо определяется характера, геометрш лнлпй, таки каки мы для 
упрощенВг гш ож еш я каки бы признали, что измереше лиши произво
дится непосредственно; нужно поэтому дополнить оопяснеше по о н а

ШеН1Юс Г э т о й 1ЯХ ь ю  достаточно указать на разлгш е между прямой и 
кривыми линиями, таки каки только измЪреше первой считается непо
средственно возможными, измереше же вторыхп всегда Ч Р ™ е  с 
косвенными Хотя иногда наложеше безусловно осуществимо даже для 
кГ и вь™  " н 1 Й , теми не менее, очевидно, что д М ^ ь н о  р а щ о ^ ь -  
ная геомелчйя должна его по необходимости отбросить, таки каки этоти 
способи даже когда они нрименнмп, не представляетп достатош ой 
точности.' Поэтому общей целью геометрш линий постоянно является 
п ри ведете и зм ер етя  кривыхи линий ки измерение прямыхи, и сл ,д 
вательно, си более широкой точки зреш я, п ри ведете в с й х ь  вонросови 
относительно величини, связаиныхп си различными кри®"М11*
ЧТМ Ъ  ОТНОСЯЩИМСЯ ТОЛЬКО КИ прямыми ЛИН1ЯМ П. >
можность такого преобразовашя, нужно заметить, что во всякой крн- 
вой постоянно связаны известным прямым, длина которыхп можети 
вполне определить длину кривой. Таки по длине рад1уса  круга мож , 
очевидно определить длину окружности; такими же образомп длина 
эллипса зависити оти длины его двухъ осей; длина циклоиды -  оти 
диаметра производящага круга и т. д.^еслп ^  
всей кривой требуется определить вообще длину какой нибудь дуг • 
то достаточно ки различными определяющими кривую прямолинейными 
п ч и ч м етм м Г  и з б а в и т ь  длину хорды данной дуги или же координаты 

Р2 “  точеки. Нахождеше отношешя между длиной кривой 
лиши н длиной подобныхп прямыхи линш представляетп по существу 
™ ю  задачу той части геометрш, которая занимается изучен.емп

ЛПШЙ Сопоставляя это соображеше съ изложенными выше замечаньями 
относительно поверхностей и тели, можно составить себе весьма ясное по- 
нятю о геометрш во всей ея совокупности, признаки ея общей целью при-
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ведеше сравненш всйхъ родовъ протяженностей— объемовъ, площадей и 
длины— къ сравиешямъ однпхъ ярямыхъ лишй, единственнымъ, признавае- 
мъшъ непосредственно выполнимыми и который, очевидно, не могутъ быть 
приведены къ другимъ, более легкимъ. Такое опредйлеше, какъ мне 
кажется, въ одно и тоже время не только ясно выражаетъ истинный 
характеръ геометрш, но и даетъ возможность однимъ взглядомъ охва
тить всю ея пользу и совершенство.

Что бы вполне закончить это важное объяснеше, мне остается 
указать, какъ въ геометрш можетъ сущ ествовать отдйлъ, относяпцйся 
къ прямой лиши, что на первой взглядъ кажется несовмйстимымъ съ 
иринципомъ, по которому измереше этого класса лишй должно посто
янно считаться непосредственнымъ.

Измереше ирямыхъ лишй, действительно, представляется непо
средственнымъ по отношение къ кривымъ и ко веймъ другимъ раз- 
сматриваемымъ въ геометрш предметамъ. Тймъ не менее очевидно, что 
измереше прямой лиши можно считать непосредственнымъ только въ 
тЬхъ случаяхъ, когда действительно возможно наложить на прямую 
единицу мйры. Я уже имелъ случай по другому поводу въ третьей 
лекцш подробно разъяснить, что при этомъ очень часто встречаются 
непобеднмыя трудности, и тогда приходится ставить измереше искомой 
прямой въ зависимость отъ другихъ аналогичныхъ измерешй, который 
могутъ быть осуществлены непосредственно. По необходимости, следо
вательно, на первомъ месте становится особый отдйлъ геометрцц исклю
чительно посвященный изучение прямой лиши, и имеющей целью опре
делять однй прямыя лиши съ помощью другихъ, на основанш соотно- 
и1ен1п, свойственныхъ различными фигурами, составляемыми этими пря
мыми. Это в в е д е те  въ геометрш, кажущееся, такъ сказать, совершенно 
незаметными при раземотрйши всей совокупности науки, можетъ, однако, 
получить весьма широкое развитче, если задаться мыслью изучить его 
во всеми объеме. Эта часть геометрш, очевидно, особенно важна для 
иасъ: такъ какъ все геометрнчесшя измерешя по возможности должны 
быть приведены къ измерение ирямыхъ лишй, то неосуществимость 
подобнаго измерешя повлекла бы за собой неполноту р е ш е т я  вейхъ 
геометрическихъ вопросовъ,

Такова естественная связь основныхъ частей ращональной геоме
трш. Чтобы при общемъ ея пзученш следовать действительно догма
тическому порядку, надо, очевидно, прежде всего раземотрйть геометр1ю 
лннШ, начиная съ ирямыхъ, затймъ перейти къ геометрш поверхностей 
и закончить геометр1ей тйлъ. Несомненно, должно даже удивляться, 
что не всегда следуютъ указанной методической классифнкацш, выте
кающей такъ просто изъ самой природы науки.

Определивъ точно общш и конечный предметъ геометрическихъ 
нзеледованш, надо теперь раземотрйть эту науку съ точки зрйшя 
объема каждой изъ трехъ ея основныхъ частей.

Съ этой точки зрйшя геометуля, по природе своей, можетъ оче
видно получить распространеше совершенно неопределенное, такъ какъ 
измереше линш, площадей и объемовъ по необходимости представляетъ 
столько отдельныхъ задачъ, сколько можно вообразить себе различныхъ 
формъ, поддающихся точному определенно; число же подобныхъ формъ, 
очевидно, безконечно.

Геометры ограничивали прежде своп изеледовашя раземотрешемъ 
наиболее простыхъ формъ, который природа давала имъ непосредственно,
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ттлп к о т о р ы й  составлялись пзъ этнхъ первоиачальныхъ элементов, пу
тел ь  наименее сложныхъ комбинацШ, но со времени Декарта они поняли, 
что для вполий философскаго поетроешя науки следовало бы по ю  - 
хоттпюстп включить туда вообще вей возможный формы. Такимъ 
о б м о ™ г е о “ м ры  прЮбр^ш разумную уверенность „ъ  ччшъ, что новая 
абстрактная геометр1я непремйнно охватить, какъ частные случаи, 
пазлшшыя рем ьн ы я фор!ы, сущ ествую т!«  вь  внйшнемь м.р-й, и ни
когда не будетъ захвачена въ расплохъ. Если оы, ллаоборотъ геометТ) 
навсегда ограничились разсмотрйшемъ только естественныхъ формь, не- 
иодГот?вляясь кь  этому общимь пзучешемъ и спещальнымь нзелйдова- 
шемт извйстныхъ простййшихъ гипотетнческихь формь. то несомненно, 
что въ моментъ действительна™ примйненш геометрш чаще всего 
возникали бы неиобйдимыя трудности. Необходимость изелйдованш по 
возможности вейхъ формь. который можно точно представить сео с 
ставляет^ такимъ образомь основной прпнципь действительно ращо-

нальнои геометрш. 113СдЬдова1пЯ достаточно, чтобы дать понять,

что „ о д Х ы я ^ м ы  представ.,нютт совершенно ««ноненное равнооор- 
3™. По отношению къ кривымъ лишямь, если разематрнвать ихъ какъ
слйды оставляемые подчиненнымь извйстаому закону движешемь точки, 
И 0Н Я ?Н 0, вообще будемь нмйть столько различныхь крнвцхъ,
сколько можно представить себй различныхь законовъ движенш, кото- 
рое очевидно! м о 4 т ъ  п р о н сход ть , слЗД н оезвон ечн оц множеств, 
£ н х ъ  разнообразныхъ тсдовШ. хотя при этомт, иногда и можеть слу
читься. что новыя условия движенш дадутъ ужо нолучепньш ну д 
ги хь обстоятельствахъ лиши. Т акь, ограничиваясь только плоскими кри- 
выми, можно указать, что если точка движется, о с т а в а я с л - « о н а  
олинаковомъ разстоянш отъ неподвижной точки, го она произведетъ 
окружность- если сумма пли разность разстоянш точки отъ двухъ непод- 
вия:ныхъ точекъ бхдетъ величиной постоянной, то описанная кривая оу- 
д ет^  эл^шббмъ или гиперболой; если произведете этнхъ разстоянш бу 
летъ величиной постоянной, то получится совершенно иная кривая, если 
точка постоянно равно удалена отъ неподвижной точки и неподвижной 
п и я м о й то  она ошнпетъ параболу; если точка будетъ двигаться по кругу 
въ  то время какъ кругъ будетъ катиться по прямой лиши, то она опн- 
шетъ циклоиду; если точка будетъ двигаться вдоль прямой въ то время, 
какъ эта прямая, закрепленная въ одномъ пзъ концов-., своихъ, вра
щается но какому-нибудь закону, то получатся вообще такъ называемый 
спирали который однй могутъ, очевидно, дать столько совершенно раз 
личныхъ кщ.выхъ, сколько можно сдйлать предположен п. о различных-., 
отнош етяхъ между поступателы.ымъ и вращателънымъ движеншмн и 
т д Каждая нзъ этнхъ различныхь кривыхъ можетъ затймъ дать новы, 
кривыя съ помощью различныхь общихъ построен..., ллридуманныхъ 
геометрами и произв'одящихъ развертки, эпициклоиды, фокусный кри 
выя и т д Наконецъ, очевидно, еще большее разнообразле сущ ествуете

С% ^ р Г а “ о с *  разематриватш к а к , произ
в о д и м ы й  движ епем ь лшп... иредставятъ, конечно, еще болйе разно- 
образ1я. Действительно, въ этомъ случай формы могутъ измйняльс . 
только въ зависимости, какъ мы видйлн и относительно лиши, отъ 
безкоиечнаго числа различныхь законовъ, которымъ можетъ быть под
чинено д ви ж ете производящихъ линш, но, кромй того, еще и въ зав..
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симости отъ предположенш объ и зм ен етяхъ природы самихъ ироизво- 
дящихъ лиши, изм'Ьнешяхъ, которыя не могутъ иметь места относи
тельно кривой, такт, какъ оппсываюнця ихъ точки не могутъ иметь 
определенной фигуры. Следовательно два весьма различныхъ класса 
условш могутъ заставить изменяться форму поверхностей, тогда какъ 
форма лниш зависитъ только отъ одного класса подобныхъ условш. 
Безполезно указывать отдельно рядъ примеровъ, которыя могли бы 
подтвердить еущ ествовате вдвойне безконечнаго множества формъ, 
принимаемыхъ поверхностями. Чтобы составить себе объ этомъ неко
торое понятие, достаточно обратить внимаше на чрезвычайное разно- 
образ1е, которое иредставляетъ классъ такт, называемых!, линейчат ыхъ  
поверхностей, т. е. поверхностей, образованыыхъ движешемъ прямой 
линш, къ которымъ. относятся поверхности цилиндричесюя, коничестя, 
более общш вндъ развертывающихся поверхностей вообще и т. д. Что 
же касается тЬлъ, то но отношеиш къ нимъ нельзя сделать осооаго 
замечай ¡я. такт, какъ они отличаются другъ отъ друга только ограни
чивающими ихъ поверхностями.

Что-бы закончить этотъ общш обзоръ геометрш, надо прибавить, 
что поверхности сами по себе нредставляютъ новый общш способъ со- 
ставлешя новыхъ кривыхъ. такъ какъ всякую кривую молено раземат- 
ривать, какъ место пересечешя двухъ поверхностей. Этимъ именно 
иутемъ и были получены впервые линш, на которыя можно смотреть, 
какъ на действительно открытый геометрами, ибо природа дала не
посредственно только прямую линш и окружность. Какъ известно, эл- 
лннсъ, парабола и гипербола, единственный кривыя, вполне изученный 
древними, были вначале разематриваемы, какъ место пересеченья кру- 
говаго конуса съ плоскостью въ различныхъ ея иоложешяхъ. Очевидно, 
что, применяя все эти обнця способы составлен!я линш и поверхно
стен, можно получить безусловно безконечный рядъ отдедьныхъ формъ, 
исходя только нзъ крайне небольшого числа фнгуръ, непосредственно
данныхъ наблюдешями.

Наконецъ, все прямые способы образовашн новыхъ формъ по
теряли почти все свое зпачеше съ техъ  поръ, какъ ращональная гео
метрия въ рукахъ Декарта получила свой окончательный харакгеръ. 
Действительно, какъ мы убедимся особо въ двенадцатой лекцш, 
и зобретете новыхъ формъ приводится теперь къ составленш  уравне- 
шй и нетъ ничего легче, какъ построеше новыхъ линш и новыхъ по
верхностей съ помощью произвольнаго нзменешя вводимыхъ въ урав- 
н е т я  функщй. Въ этомъ отношеши указанный простой и абстрактный 
щнемъ несравненно плодотворн'Ье прямыхъ геометрпческимъ способовъ. 
хотя бы и развптыхъ съ помощью самаго сильнаго воображешя, на- 
правленпаго исключительно на этотъ рядъ идей. Кроме того, ^только 
что указанный пр1емъ самымъ общимъ и наиболее понятнымъ ооразомъ 
объясняет!, намъ безконечпое но необходимости разнообраз1е геометри
ческих!, формъ, соответствующ ее разноооразш аналитических!, функщй. 
Наконецъ, онт, не менее ясно показываетъ, что различныя формы по
верхностей долзкны быть еще многочисленнее, че.мъ формы линш, п о
то м у  что линш аналитически выражаются уравнешями съ двумя пере
менными, тогда какъ поверхности даютъ место уравнешямъ съ тремя 
переменными, которыя, конечно, нредставляютъ большее разнообразии 

Указанных!, выше соображенш достаточно, чтобы установить со
вершенно определенно безконечпое, строго говоря, распрос гранеше,
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которое по своей природ* допускаетъ каждая пзъ трехъ главныхъ ча- 
степ геометрш, а именно учеш е о лишяхъ, поверхностяхъ и 1 ьлахь, 
какъ сл*дствйе безконечнаго разнообраз1я самихъ подлежащих!, пзм*- 
ренш  велпчпнъ.

Что-бы окончательно составить себ* точное и достаточно широ
кое понят1е о природ* геометрпческихъ пзсл*довашй, необходимо те
перь возвратиться къ указанному выше общему определенно, чтобы 
представить его съ новой точкп-зр*ш я, безъ чего совокупноеiь науки 
будетъ нами понята только весьма несовершеннымъ образомъ.

Считая ц*лью геометрш изм*реше всякого рода линий, площадей 
и объемовъ, т. е „  какъ я это объяснилъ, приведете вс*хъ  геометрп
ческихъ сравнений къ простымъ сравнешямъ прямыхъ линий, мы, оче
видно, им*емъ то преимущество, что указываемъ общее назначенйе ея,
очень точное п легко понятное.

Но если, устраняя всякое опред*леше, мы пзелйдуемъ действи
тельный составе геометрш, то сначала приведенное выше опред*леше 
покажется намъ елпшкомъ узкимъ, такъ какъ несомн*нно, что большая 
часть нзсл*дованш, входящихъ въ составе современной геометрш, по- 
впдимому совершенно не пм*етъ д*лыо •измпренге пр отяженно с гей. 
Это именно соображеше, в*роятно, п удерживаете въ геометрш у по- 
требленйе н*которыхъ неясныхъ определений, заключающихъ въ сеоъ 
все только п о т о м у ,  что онп ничего не характеризуютъ. Т*мъ не мен*ё, 
несмотря на такое серьезное возраженйе, я считаю возможным г, на
стойчиво указывать на изм*реше протяженностей, какъ на общую п 
однообразную ц*ль всей геометрш, включая въ нее притомъ вс* вопросы, 
нын* д*йствнтельно входя inie въ ея составь. Въ самомъ д*л*, если 
вм*сто того, чтобы ограничиться разсмотр*шемъ отд*льныхъ геоме- 
трическихъ изсл*дованш, мы постараемся выяснить главные вопросы, 
по сравнешю съ которыми вс* друие, какъ бы они важны ни были, 
должны считаться только второстепенными, то мы въ кони* концовъ 
признаемъ, что излпърете лшпй, площадей и объемовъ есть неизмйн- 
ная, иногда прямая, а чаще всего косвенная ц*ль вс*хъ  r e o M e i p u n e -  
скнхъ изсл*дованш. Это общее положеше пм*етъ капитальную важ
ность, такъ какъ только одно оно и можетъ дать нашему опред*ленш 
все его значеше; по этому необходимо представить но этому предмету 
н*сколько бол*е подробныхъ разъяснешй.

Разсматривая со вннмашемъ геометричесшя изсл*довашя, неимью- 
шдя, п о в и д н м о м у ,  никакого отношешя къ изм*реиио протяженностей, мы 
найдемъ, что они состоять по сущ еству своему въ нзученш различныхъ 
свойствъ отд*льныхъ лшпй или отд*льныхъ поверхностей, т. е. выра
жаясь точн*е, въ нзученш различныхъ способовъ происхождешя, или, 
по крайней м*р*, опред*лешя, соотв*тствующ аго каждой разематрнвае- 
мой форм*. Легко, однако, установить самымъ общимъ образомъ необ
ходимую связь такого пзсл*довашя съ вопросом, ооъ изм прет и. для 
него наиболее полное по возможности знаше свойетвъ каждой формы 
есть необходимое введ ете. Это положеше доказываютъ два одинаково 
важныхъ, хотя и совершенно различныхъ но природ* соображении

Первое, чисто научное, заключается въ зам*чанш, что если бы 
по отношении къ отдЬльнымъ лшйямъ или поверхностямъ были изв*- 
стны только т *  характеристическйя свойства, при помощи которыхъ 
геометры впервые опред*лилп эти лшпй или поверхности, то чаще всего 
было бы невозможно р*шать вопросъ объ пзм*рен1п пхъ. Д*йствительно,
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легко понять, что различный опред'Ьлешя, допускаемый некоторой фор
мой, не net равно удобны для этой цйдп, и что часто въ этомъ отно
шены встречаются даже совершенныя противоположности. Съ другой 
стороны, такъ какъ первоначальное опредецеше каждой формы немогло 
быть избрано именно въ цйляхъ измерешя, то, очевидно, вообще нельзя 
ожидать, чтобы первое опред'Ьлеше было наиболее удобпымъ для изм й- 
решя; отсюда вытекаетъ необходимость искать новыя опредйлешя, т. е. 
по м-Ьр'Ь возможности изучить свойства данной формы. Предположимъ, 
напрпмйръ, что окружность была бы определена, какъ кривая, которая, 
при той же длине, заключаешь наибольшую площадь, что является, ко
нечно, свойствомъ, вполне ее характеризующими; очевидно, что при 
такой исходной точке встретились бы непобедимыя трудности при р е 
шены основныхъ задачи, относящихся къ выпрямленш или квадратуре 
этой кривой. A  priori ясно, что свойство окружности, по которой все 
ея точки находятся на равномъ разстояны отъ одной неподвижной 
точки, должно по необходимости лучше удовлетворять требовании изеле
довашя такого рода, хотя и это свойство, строго говоря, не есть самое 
удобное для измерешя. Точно также разве Архпмедъ моги бы найти 
площадь параболы, если бы объ этой кривой они знали только, что 
она представляетъ сеченiс конуса съ круговыми основашемъ плоскостью, 
параллельной образующей конуса? Чисто теоретичесшя работы иреды- 
дущихи геометровъ, занимавшихся преобразовашемъ этого первоначаль
ного онределегия, очевидно, и послужили необходимыми предваритель
ными данными для прямаго решешя этой задачи. Тоже замечаше, и 
еще съ большими основашемъ, относится къ поверхностями. Чтобы со
ставить себе объ этомъ правильное представлеше, достаточно сравнить, 
напрпмеръ, ио отношенпо къ вопросу о кубатуре или о квадратуре, 
обыкновенное определены шара съ другими, несомненно одинаково ха
рактеризующими его: шаръ есть поверхность, заключающая наиболыпш 
объемъ при той же площади.

.Мне не нужно приводить еще другихъ прпмеровъ, чтобы воооще 
убедить въ необходимости возможно более широкаго изучешя свойствъ 
каяедой лиши или поверхности для облегчешя изеледовашя вопросовъ 
о выпрямлены и определены площадей и объемовъ, изеледовашя, со
ставляющего конечную цель геометры. Можно даже сказать, что глав
ная трудность задачи этого рода состоишь въ применены въ каждомъ 
отдельномъ случае наиболее подходящаго къ природе данной задачи 
свойства. Поэтому, продолжая въ видахъ большей точности указывать 
на пзмйреше протяженностей, какъ на общее назначеше геометры, мы 
найдемъ въ пзложенномъ первомъ сообрансенш, относящемся прямо къ 
самой сущности предмета, ясное доказательство необходимости включить 
въ геометрш  насколько возможно глубокое нзучеше различными сно- 
собовъ образовашя или определешя каждой формы.

Второе сообраясеше, имеющее по крайней мере равную съ пер
выми важность, состоишь въ томи, что подобное нзучеше необходимо 
для установлешя въ геометры рацюнальнаго отношешя конкретнаго къ 
абстрактному.

Геометргн, какъ я выше сказали, должна_ разематривать все воз- 
можныя формы, допускающая точное определеше; отсюда, какъ мы уже 
заметили, по необходимости вытекаетъ, что все вопросы, относяшдеся 
къ какими бы то ни было формами, существующими въ природе, непре
менно неявными образомъ войдутъ въ область абстрактной геометрш,
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если предположить, что она уже достигла своего совершенства. Во 
когда действительно нужно перейти къ конкретной геометрш, то посто
янно встречается серьезное затруднеше —  определить съ достаточпымъ 
прпближешемъ, къ какому изъ разлнчныхъ абстрактны хъ типовъ надо 
отнести реальный лиши или поверхности, который треоуется изучить, 
чтобы установить подобное отношеше особенно неооходимо познако
мится съ наибольшими по возможности числомъ свойствъ каждой раз- 
сматриваемой въ геометрш формы.

действительно. если бы мы постоянно ограничивались однн.чъ 
первоначальными определешемъ лиши или поверхности, то предполагая 
даже что при этомъ условш мы были бы въ состояши измерить ихь 
(что на основанш перваго соображешя чаще всего оказалось бы невоз
можными) , такой результата почти всегда былъ бы совершенно без- 
иолезнымъ на практике, такъ какъ обыкновенно мы не были оы въ 
состоянш узнать форму, встретивъ ее въ природе. Для этого нужно, 
чтобы именно то единственное свойство формы, на которое^ обратили 
внимаше- геометры, могло быть удостоверено внешними оостоятель- 
ствами: на такое чисто случайное совпадете, хотя оно иногда и воз
можно, очевидно нельзя разсчнтывать. Такпмъ образомъ. только увели
чивая насколько возможно число характеристическихъ свойствъ каждой 
абстрактной формы, мы можемъ обезиечпть себе впередъ возможность 
узнать эту форму въ конкретномъ ея состояши и такпмъ образомъ 
извлечь пользу  изъ нашихъ теоретическпхъ работа, проверяя каждый 
разъ то именно определеше, которое можетъ быть установлено непо
средственно. При данныхъ у ш ш я х ъ , подобное определеше почти всегда 
оказывается единственными, и наоборотъ изменяется для одной п топ 
же формы при изменены обстоятельствъ, что вдвойне нодтверждаетъ 
необходимость указаннаго изучен (я,

В ъ этомъ отношены небесная геометр1я представляета нами самый 
замечательный примеръ, отлично разъясняющих общую необходимость 
подобныхъ изследовашй. В ъ самомъ дйлй, какъ известно, пеплеръ до
казали, что именно эллипсъ есть та кривая, которую планеты оппсы- 
ваютъ вокругъ солнца п спутники вокругъ планета. Было ли однако 
возможно это важное открытие, обновившее всю астрономии, если оы мы 
на всегда ограничились разсмотрешемъ эллипса только какъ сечены  
круговаго конуса наклонною плоскостью? Очевидно, что такое опреде
леше не выдержало бы подобной проверки. (Замое известное свойство 
эллипса, именно, что сумма разстоянш каждой его точки отъ двухъ 
неподвижныхъ точекъ есть величина постоянная, по самой своей при
роде" дзета больше возможности узнать кривую въ этомъ случае, но 
даже н оно не можетъ быть применено непосредственно, единственная 
же особенность, которая могла быть непосредствено проверена Кенле- 
ромъ, является с л е д с т в и и  зависимости между длиной фокусны й, раз- 
стоянш точекъ эллипса и направлешемъ этихъ разстоянш; только 
это отношеше допускаетъ астрономическое толковаше и выражаетъ 
законъ, связываюпц-й разстояше планеты отъ солнца со временами, 
прошедшимъ отъ начала обращешя планеты. Поэтому нужно оыло, чтооы 
чисто умозрительный работы греческихъ геометровъ о свойствах'!, ко
ническими сЬчешй представили целый рядъ разлнчныхъ точекъ зрф тя 
на способы ностроешя этихъ кривыхъ, чтобы Кеплеръ могъ перейти 
отъ абстрактнаго къ конкретному, выбравъ изъ всехъ  характерпсти-
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ческаахъ свойствъ рйчешя то именно, которое легче всего можно было 
проверить для нланетныхъ орбнтъ.

Я могу указать еще на одинъ нрим’Ьръ того-же рода, относящейся 
къ поверхностями и касаюацшся важнаго вопроса о фнгурЬ земли. 
Еслн-бы мы не знали никакихъ другихъ свонствъ шара кроме первоначаль- 
наго определения, что все его точки находятся на равномъ разстоянш 
отъ одно¡1 внутренней точки, то какимъ образомъ— когда-бы то ни было—  
могли мы открыть, что поверхность земли шарообразна? Для этого не
обходимо было прежде всего изъ указаннаго опредЬлетя шара вывести 
некоторым свойства его, который можно было поверить съ помощью 
наблюдший, производнмыхъ исключительно на поверхности, напрпмйръ, 
что между длиною пути, пройденнаго вдоль мерпд1ана по аааправлеапю 
къ полюсу, и угловою высотою этого полюса надъ горизонтами въ каж
дой точке суацествуетъ для т а р а  постоянное отношеше. Очевидно 
тймъ же ааутемъ п притоми после очень длинного ряда предварителъ- 
ныхъ умозрЬнШ была установлена впосл'Ьдств1н. что земля не строго 
шарообразна, а имйетъ форму эллипсоида вращенгя.

П осле такнхъ прпмйровъ было бы, конечно, совершенно излиш
ними приводить друпе, тйми болйе, что каждый легко можетъ сами 
увеличить число нхъ. Во вс’Ьхъ подобныхъ случаяхъ легко оудетъ про
верить, что безъ весьма шнрокаго знакомства съ различными свой
ствами каждой формы переходи отъ абстрактнаго къ конкретному въ 
геометрш былъ-бы чисто случайными, и вслйдсттйе этого науке не до 
ставало-бы одного изъ ея самыхъ существенныхъ оснований

В ъ такомъ виде представляются два обш^я соображ етя, вполне 
доказывающая необходимость введеапя въ геометрш нфлаго ряда изслй- 
дованйа, прямой целью которыхъ не служить измтьреше протяжен
ностей, хоть мы все таки прпзнаемъ это измйреше за конечную цель
всей геометрш. .

Мы можемъ, следовательно, сохранить философская преимущества,
вытекающая изъ ясности и точности этого опредЬдешя, и вместе съ 
тймъ подвести поди него вполне рациональными, хотя и косвенными 
образомъ, все известным геометрическая изследовашя,^ считая, что не 
относяниеся повидимому къ измпреш ю  протяженностей предназначены 
нлп для нодготовдеапя р е ш е т я  окончательньахъ задачи, аали для оолег- 
ченая применения полученныхъ рфшенш.

Признавая такими образомъ, въ виде общаго положения, внутрен
нюю и необходимую связь изучешя свойствъ лннШ и поверхностей съ 
составляющими конечный предмета геометрш нзследовашямаа, мы безъ 
сомаайшя должны согласиться, что въ свопхъ работахъ геометры совсймъ 
не должнал быть стеснены обязательствомъ не терять никогда изъ виду та
кую связь. Зная рази на всегда, какъ важно видоизменять насколько воз
можно способы построения каждой формы, геометры должны заниматься 
этими изсдедовашями, неостанавлааваясь непосредственно на вопроси, 
какую п о л ьзу  прашесетъ то или другое спещальное свойство для вы- 
ирямлешя афивыхъ, квадратуры или кубатуры. Они только оезполено 
затруднялаа-бы своп собственныя аазследовашя, если оы праадавалаа не
соответствующ ее значеапе постоянному установлен™  такой координацаи. 
ЧеловеческШ духъ и въ этомъ отношенш долженъ поступать, какъ оааъ 
поступаетъ и во всйхъ подобпыхъ случаяхъ, когда, наметаавъ себе 
только въ обацихъ чертахъ назначете пзвестнаго нзследоваааая, онъ 
напрягаетъ все  усшпи нсключительаао для того, что двигать его какъ
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можно дальше, совершенно устраняя изъ виду указанное соотношение, 
постоянное^зсм отр’Ь т е  котораго только усложннло-бы все его работы.

Общее объяснеше, только что изложенное мною. гЬмъ болЬе не
обходимо, что по самой природ'Ь предмета нзучеше различиыхъ свойствъ 
каждой лиши и каждой поверхности по необходимости заннмаетъ 
наибольшую часть совокупности геометрическнхъ изслъдованш. Дей
ствительно. вопросы, непосредственно относящееся къ выпрямлении, 
квадратурамъ и кубатурамъ, очевидно, сами но себе для каждой раз- 
сматриваемоп формы * весьма немногочислен!!. Наоборотъ, нзучеше 
своиствъ одной и той-же формы представляетъ собою для челонЬческаго 
духа естественнымъ образомъ неограниченное поле, на которомъ онъ 
постоянно можетъ надеяться делать новыя открытия. 1акъ, напримйръ, 
хотя геометры, несомненно, съ большпмъ или меныинмъ усерд1емъ. но 
безъ всякаго действительна™  перерыва, уже въ т е ч е т е  двадцати въ- 
ковъ занимаются нзучешемъ коннческнхъ сечешй, они далеко еще не 
считаютъ исчернаннымъ даже этотъ простой предмета и, конечно, можно 
быть ув'Ьреннымъ, что, продолжая нмъ заниматься, ученые откроютъ 
еще новыя неизвестным свойства всйхъ этпхъ крнвыхъ. Если подоо- 
ныя изследовашя значительно замедлились въ т е ч е т е  посл'Ьдняго века. 
ТО это еще не значить, что онй закончились; замедлеше объясняется, 
какъ я сейчасъ покажу, только тЬмь, что философская революция, про
изведенная въ геометрш трудами Декарта, должна была особенно умень
шить значеше нодобиыхъ изс.тЬдоватпй.

Изъ предыдущпхъ соображенш сл’Ьдуетъ, что область геоме 1 рш 
по необходимости безконечна не только вслйдсттне разнообразия подле- 
жащихъ разсмотр'Ьнш формъ. но также еще и вследствие разлшия го- 
чекъ зр4шя, съ которыхъ одна и та же форма можетъ быть изучаема. 
Это последнее ноложеше даетъ даже самую общую и полную идею 11 
совокупности геометрическнхъ наследовании изъ него видно, что эти 
изследовашя состоять въ сущности въ сведший всЬхъ тЬхъ геометрп- 
ческихъ явленш, которыя каждая лишя или каждая поверхность можетъ 
представить, къ одному основному явлешю, разсматриваемому какъ нер- 
воначалыю'е определите.

Указавъ въ такомъ общемъ и вм есте съ т1',мъ точномъ виде ко
нечную цель геометрш и выясиивъ, какъ эта наука и при такомъ опре
делены  заключаетъ въ себе весьма обширный классъ изследовашя, на 
первый взглядъ повндимому совсемъ не входящ ихъ въ ея область, я 
долженъ теперь разсмотрйть еще во всей совокупности методъ построе- 
н!я геометрш. Это последнее объяснеше необходимо для дополнешя 
нзложеннаго выше перваго обзора философскаго характера геометрш. 
Въ данную минутг я ограничусь только указашемъ на самое оощее 
соображение, такъ какъ это важное и основное понятие должно быть 
развито и разъяснено въ следующихъ лекщ яхъ.

Совокупность всехъ  геометрическнхъ вопросовъ молено изучать, 
следуя двумъ настолько различиымъ методамъ. что вследстчпе этого 
возникаютъ, такъ сказать, две геометрш, философскш характеръ кото
рыхъ, какъ мне кажется, до сихъ поръ не былъ еще понять надлежа- 
щимъ образомъ.

Выражеше синтетическая и аналитическая геометцня. обыкно
венно употребляемый для обозна^енгя этихъ отделовъ. даютъ о нихъ 
весьм а' лолгное понятие. Я предпочелъ бы во многпхъ отношешяхъ чисто
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исторически! назвашя геометргя древнихъ и новая геометргя, покрай- 
ней и'Ьрй не вводяшдя въ заблуждеше относительно нстиннаго харак
тера этихъ наукъ; однако съ настоящаго времени я предполагаю упо
треблять совершенно правильные термины специальная геомрщпя и 
геомепцпя общая, которые, какъ мне кажется, надлежащпмъ образомъ 
и точно характернзуютъ истинную природу обоихъ методовъ.

Действительно, строго говоря, коренное разлпч1е между нашими 
взглядомъ на геометрш со времени Декарта и способами, которыми 
древше нзслйдовали геометрнчесше вопросы, состонти совсДмп не въ 
употребленш исчислешя, каки это обыкновенно признается. Съ одной 
стороны несомненно, что пользоваше псчислешемъ не было совершенно 
чуждо и древнимъ геометрами,' таки каки вн своей геометрш они по
стоянно и очень широко применяли теорпо пропордш, представлявшую 
для нихъ, какъ средство дедукщй, действительный, хотя и весьма несо
вершенный эквивалента нашей современной алгебры. Можно даже при
менять нсчислеше для иолучешя известныхъ геометрическпхъ решешй 
гораздо шире, чемъ то делали древше геометры, и всетаки эти рйше- 
шя сохранять по сущ еству характеръ древней геометрш: это обстоя
тельство очень часто име'етъ место по отношение къ задачами геоме
трш двухъ или трехъ измерены, обыкновенно обозначаемыми именеми 
опредголенныхъ. Съ другой стороны, какъ бы велико ни было значеше 
исчислешя въ современной геометрш, мноия решенья, полученный бези 
помощи алгебры, могутъ иногда обнаруживать характеристичесшя черты, 
отличаюпця новгю геометрш отъ геометрш древнихъ, хотя вообще го
воря анализъ составляетъ необходимую ея принадлежность, для при
мера, я укажу на методъ Роберваля для нроведешя касательныхъ, столь 
современный по природе своей и всетаки въ некоторыхъ случаяхъ при- 
водящш къ совершенно полными решеншмъ задачи оезъ всякой помощи 
исчислешя. Итакъ, два пути, которыми человйческш духи можетъ сле
довать въ геометрш, нужно отличать главными образомъ вовсе не на 
основанш прнменяемаго тамъ оруд1я дедукции

Какъ мне кажется, основное разлшйе, до сихъ иоръ еще недоста
точно понятое, состоять въ самой природе изследуемыхъ вопросовъ. 
Действительно, геометр1я, если разсматривать ее во всеми ея объеме и 
предположить, что она уже достигла нолнаго совершенства, должна, 
какъ мы это видели, съ одной стороны охватить всевозможный формы, 
и съ другой стороны— открыть все свойства каждой формы. На осно
ванш этого двоннаго требовашя геометрш  можно изучать, следуя дву мь. 
существенно отличными другъ отъ друга планами: или собирать вместе 
вей вопросы, относяшдеся къ одной и той же форме, какъ бы различны 
они ни были, и отделять вопросы, относящееся къ различными телами, 
какая бы аналои я между ними ни существовала; или же, наоборотъ, 
соединять въ одну систему все подобным пзследовашя, къ какими оы 
формами они ни относились, и разделять вопросы, касающееся действи
тельно различныхъ свойствъ одного и того же тела. Одними словомъ, 
всю геометрш  можно располагать или по отношенш къ изучаемыми 
формами или по отношенш къ изследуемымъ явлешямъ. Первый 
планъ. наиболее естественный, были принять древними, второй, несра
вненно более ращональный, принять новейшими геометрами со времени 

Декарта.
Действительно, главной отличительной чертой^древней геометрш 

являлось изучеше различныхъ лпнш и поверхностей одной за другой,
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и переходъ къ изсл4дованыр новой формы совершался только посдЬ 
того, какъ было признано исчерпаннымъ ужо все, что могли предста
вить интересного известный до того времени формы. При такомъ спо
собе изсл’Ьдоватй весь трудъ, потраченный на иредыдущин при перо- 
хотй къ изучешю новой кривой, не могъ принести никакой прямой 
существенной помощи, кроме умствениаго развитая, которое давало гео- 
метрамъ предыдущее упражнеше. Какъ оы ни было велико въ дйи 
ствнтельностп сходство вопросовъ, предложеныхъ относительно двухъ 
назличныхъ формъ, полнота св-Ьдйн1й, нр1обрйтенная относительно одной 
формы, н и ч у т ь  не избавляла геометра отъ необходимости предпринять 
всю совокупность пзслйдовашй вторично. Вслйдств1е этого усп ехи  науки 
никогда не былъ обезпеченъ; нельзя было впереди иметь уверенность 
въ получены какого нибудь р е ш е т я  задачи, какъ оы велика ни была 
аналотая между предложенной и уже решенными задачами. 1акъ, на- 
примФръ, определеше касательныхъ къ тремъ коническими сеченпш ь 
не принесло никакой ращональной помощи при ироведенш касательной 
къ какой нибудь новой кривой, какъ напримйръ, къ конхоиде, циссоид I, 
н т. д. Одннмъ словомъ, геометуля древннхъ была, согласно предло 
женному выше выражешю, по сущ еству спещальной.

Въ современной системе геометр1я, наоборотъ, носнтъ безусловно 
общие характеръ, т. е. относится къ всеми возможными формами. 
Прежде всего очень легко понять, что вей геометричеекы вопросы, 
нмеюнце известный интересъ, можно поставить относительно всехъ 
возможныхъ формъ. Это прямо видно относительно главныхъ задачи, 
составляющихъ, на основаны прнведенныхъ въ этой лекцы объяснены, 
конечную цель геометры, т. е. относительно выпрямлены кривыхъ, 
квадратуръ и кубатуръ. Но это замйчаше не менее неоспоримо даже и 
относительно наследованы различныхъ свойствъ лиши и поверх
ностей; наиболее существенный изъ нихъ, какъ нанримеръ, за
дачи о касательны хъ‘ лншяхъ и нлоскостяхъ, теори! кривизны и т. д., 
очевидно имеютъ общее значеше для всехъ  возможныхъ формъ. 
Крайне малочисленный изеледовашя, относящаяся действительно только 
къ одной или другой форме въ отдельности, имеютъ всегда только 
весьма второстепенное значеше. У стан ови т, это положены, можемъ 
сказать, что новейшая геометрия по сущ еству своему состоять въ отвле
чены  всехъ  вопросовъ, относящихся къ одному п тому-же геометри
ческому явленно, отъ формъ, въ которомъ это явлены можешь быть 
наблюдаемо, съ целью самостоятельна™ и наиболее общаго изелйдова 
ш я нхъ. Нриложеше построенныхъ такими образомъ общихъ теоры  къ 
спещальному -определенно явлешя въ каждой отдельной форме может ь 
считаться только второстепенными трудомъ и производится но неиз
менными правилами, успехи которыхъ обезпеченъ заранее, иднимъ 
словомъ, эта работа принадлелситъ къ тому же классу, къ которому от
носится и определеше численнаго значешя данной аналитической фор
мулы- единственной заслугой ея можешь оказаться представлены въ 
каждомъ отдйльномъ случай р е ш е т я , доставляемого но необходимости 
общими методомъ, со всей простотой и изяществомъ, который возможны 
по отношешю къ разематриваемон лиши или поверхности. Истинное 
значеше придается только постановке и полному решение новаго воп
роса, относящагося къ какой угодно форме, и только подоен ыя работы 
считаются действительно подвигающими науку впереди. Вннмаше гео- 
метровъ освобождается такими образомъ отъ изучешя особенностеп от-
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дельныхъ формъ и всецело направляется къ общимъ вопросамъ; бла
годаря этому они могли возвыситься до разсмотрйшя новыхъ геометри- 
ческихъ понятШ, нрименеше которыхъ къ изученнымъ древними кри- 
вымъ дало возможность открыть важный свойства этихъ кривыхъ, 
свойства, древними даже и неподозр'Ьваемыя. Такой характеръ при
няла геометр1я со времени глубокой революции произведенной Декар- 
томт. въ общей системе этой науки.

Простого указашя на основной характеръ каждой изъ двухъ гео
метрш, конечно, вполне достаточно, чтобы огромное и необходимое 
превосходство новой геометрш сделалось очевиднымъ. Можно даже ска
зать, что до великаго открытая Декарта основашя рацюнальной гео
метрш ни въ абстрактномъ, ни въ конкретномъ отношены на самомъ 
д’Ьлй не были окончательно установлены. Действительно, если разсма- 
тривать науку съ отвлеченной точки зрешя, то понятно, что если бы 
новые геометры продолжали до безконечности, какъ это они делали 
до Декарта и некоторое время после него, идти по следамъ древ- 
нпхъ и прибавляли несколько новыхъ кривыхъ къ весьма малому 
числу уже известныхъ, то ирогрессъ, какъ бы быстръ онъ ни былъ, 
даже после длиннаго ряда вековъ оказался бы весьма незначитель- 
нымъ по сравнению съ общей системой геометрш и безконечнымъ 
разнообраз1емъ формъ. который оставалось бы еще изучить. Наобо- 
ротъ, при реш ены  каждаго вопроса по щлему новейшихъ геометровъ 
число геометрическпхъ задачъ, подлежащихъ решение, разъ на 
всегда по отношенш ко всемъ возможнымъ формамъ, уменьшается 
соответственнымъ образомъ. Съ другой точки зрешя, благодаря 
совершенному отсутстапю общихъ методовъ, древше геометры во 
всехъ  свонхъ нзследовашяхъ были предоставлены вполне своимъ соб- 
ственнымъ силамъ и не имели ни какой уверенности въ томъ, что 
они рано или поздно добьются решешя. Если это несовершенство 
науки н способствовало въ высшей степени проявление ихъ удиви
тельной проницательности, все таки оно должно было очень заме
длять успехи науки; объ этомъ обстоятельстве можно составить себе 
некоторое понятае, прннявъ во вннмаше, какъ много времени употре
били они для изучешя коническихъ сечены. Новая геометрия, обезпечи- 
вая нашему духу неизменное движ ете впередъ, позволяетъ, наобо
рот!,, наилучшимъ образомъ использовать вей силы нашего разума, 
который др>ев1пе должны были часто тратить на весьма второстепен
ные вопросы.

Не менее глубокое разлшпе обнаруживается между этими двумя 
системами, если разематрнвать геометрш  въ конкретномъ отношению 
Действительно, мы уже заметили выше, что отношеше конкретнаго къ 
абстрактному въ геометрш можетъ быть твердо установлено на ращо- 
нальныхъ началах!, только въ томъ случае, если наши изеледовашя 
будутъ прямо обращены на всевозможный формы.

Если изучать лиши или поверхности одну за другою, то, каково бы 
ни было число изученных!, формъ. по необходимости, однако, всегда очень 
незначительное, нрименеше нодобныхъ теоры  къ действительно суще- 
ствующимъ въ природе формамъ будетъ всегда иметь случайный ха
рактеръ, такъ какъ ничто не обезпечиваетъ, что эти формы действительно 
входятъ въ число нзеледованныхъ геометрами абстрактныхъ типовъ. 
Наприм'еръ, безъ сомнешл есть что-то случайное въ счастливомъ со- 
отношёнш, которое удалось установить между умозрешями греческихъ

Огюстъ Контъ. Т. I. 1 1
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геометровъ о конпческнхъ с*чеш яхъ и опред*летем ъ нстпнныхъ пла- 
нетныхъ орбптъ. Продолжая вести по тому-же плану геометрпчесыя 
п зсйдоваш я, не было вообще никакого основанья надеяться на подоо 
ныя совпадения и было-бы даже возможно, что въ такнхъ спещальныхъ 
паботахъ изсл*довашя геометровъ направплнсь-бы именно на абстрактный 
Фоцмы совершенно неосуществпмыя, и оставнли-бы въ сторон* другн 
Фопмп который могли бы получить важным и непосредственпыя прн- 
! о Е я  Очешднщ по крайней м*р*. что ничто не давало положитель
ной гарантш въ безусловной применимости геометрическпхъ ум озр*ти . 
Совершенно иначе стоитъ д*ло въ новейшей геометрш: уже потому 
только что въ ней пзследуются общее вопросы, касающшся в с*\ъ  воз- 
можныхъ формъ. мы заранее получаемъ полную уверенность. ето 
встречающаяся во внешнемъ м1р* формы не могутъ не подойти подъ 

‘ какую нибудь теорш , если только разсматрпваемое ею геометрическое

; ^ аиНТ ? » в * р « и Ш  видно, что система геометрш 
лпевнихъ носнтъ на себ* отпечатокъ детства науки, которая становится 
вполне' ратональной только поел* произведенной Декартомъ философ- 

Н е = Г н о  съ другой стороны очевидно, что съ самаго начала 
м е т р Т я  Л а  быть изучаема только такпмъ спецгальнымъ ооразомъ. 
Обшая геометчйя была-бы совершенно не возможна и даже необходп 
мость ея не бьша-бы понятна, е'елп-бы длинный рядъ спещальныхъ ра
б о т ?  относительно наиболее простыхъ формъ не далъ предварительно 
основания для кондепщп Декарта п не сДелалъ-бы очевидной невозмож
ность придерживаться постоянно первоначальной ф илософ т геометрш.

этомг соображенпо всю возможную точность, то 
нзт него следуешь даже заключить, что хотя геометрии названная 
м н о ю общей, и должна быть теперь признана единственной истинной 
догматической геометрюй, пзложешемъ сущ ества которой ^ м ш  огранп^ 
Ч1ШСЯ — тогда какъ спещальная геометрш представляешь главнымъ о 
пазомъ только исторический пнтересъ, все таки при ращональномъ пзло- 
женш геометрии нельзя совершенно отбросить последнюю. Можно, конечно. 
» Л и » »  уже почти „Слое сто л Ы е, ив заимствовать прямо 
Г е о м е т р ш  древнпхъ век доставленные ею результаты; наиболее 
о б ш ш и ы Г  и трудный изсл4довашя. в х о д и в и н я  въ составь это!, гео- 
метпш. представляются теперь обыкновенно только съ помощью ,гавых ,. 
методовъ: но по самой природ* предмета безусловно невозможно обой
тись совсймъ безъ помощи метода древнпхъ, чт°-6“ 0™ '
всегда останется и догматически первой основой нал кн. какъ онъ оылъ 
ею исторически. Причину такого положен!» дЬля очень легко понят,, 
ойц-йя геометумп. какъ мы это с е й ч а с  у ста в о в ,,» ,, « » Ч « - ;  
вана на прим*ненш нсчислешя. на преобразованш геомегри юски. , 
Х а ж е н Ш в ъ а н а л и т и ч е сш я , а такой снособъ нзсл*дованш нельзя прп- 
логать непосредственно въ самомъ его начал*. Мы знаемъ, что прим! 
неше математнческаго анализа по самой природ* его никогда не можетъ 
с ™  исходной точкой науки; такое прим*неше возможно тогда 
то л й о  когда наука разработана уже достаточно глубоко, чтобы уста
новить для рассматриваемыхъ явленш уравненш, который могутъ 
п о с л у ж и т ь  основашемъ для аналитическихъ работъ. Какъ только 
эти основныя ур ав н етя  найдены, анализъ позволяетъ вывести изъ 
нихъ множество сл*дствш, сущ ествоваше которыхъ нельзя было сна 
чала даже и подозревать; анализъ сообщить наук* высокую степень со-



10-я л е к щ я : Оыцга о б з о р ъ  г е о м е т р ш . 161

вершенства какъ съ точки зреш я общности понятш, такъ и относи
тельно нхъ взанмнаго согласовашя. Но, очевидно, математическаго 
анализа одного только всегда недостаточно для у становленья самыхъ 
основаны какой нибудь естественной науки, ни даже для новаго дока
зательства этихъ основаны, если он'Ь уже найдены. Въ этомъ отноше
ны  ничто не можетъ заменить прямого изучешя предмета до т'Ьхъ поръ, 
пока оно дастъ возможность открыть точный зависимости явлены. Пы
таться ввести науку съ самаго начала въ область исчислены значило-бы 
желать придать теор1ямъ, относящ им ися  къ действит§льнымъ явдешямъ, 
характёръ простыхъ логическихъ пр1емовъ и такнмъ образомъ лишить 
нхъ необходимой связи съ реальнымъ м1ромъ. Однимъ словомъ такая 
философская операщя, если бы даже она и не содержала по необходи
мости въ себе самой н'Ькотораго противор4ч1я, очевидно, могла-бы 
только вновь погрузить науку въ область метафизики, отъ которой че
ловеческому духу только съ такимъ трудомъ удалось окончательно осво

бодиться. х
Поэтому геометр1я древнихъ по природе своей постоянно оудетъ

неизбежно занимать первое место, более или менее обширное, во всей 
системе геометрическихъ знашй. Она составляетъ безусловно неоохо- 
днмое в в е д е те  въ общую геометрш; въ т а т е  именно пределы мы 
должны заключить ее при совершенно догматическомъ изложены. Я раз- 
смотрю въ следующей лекцы прямо эту спецгальную или преовари- 
тельнгро геометрш, сокративъ ее до безусловно необходимыхъ пределовъ, 
чтобы" вноследствы посвятить себя философскому пзследованио одной 
общей или окончательного геометрш, единственной вполне ращональноп 
н составляющей въ настоящее время по сущ еству все содержаше науки.



О д и н н а д ц а т а я  л е к ц ш .

Общ'т соображешя о спещальной или предварительной
геометрш .

Т акъ  какъ геом етрическы  методъ древнихъ, на основан ы  указан- 
зы хъ въ  кон це прошлой лекцш  соображ еш й, долженъ нензоЬжно занять 
™ ст о  введеш й въ общую догм атическую  систем у геом етры , чтооы дать 
^ пбхолим ы я основанТя для общей геом етр ы , то нам ъ нужно прежде 
всего устан овить, въ чемъ собственно состоитъ предварительная функ- 

г  геом етрш . к о т о р а , т а ш м ъ  о б р а з о в  о будет,, « ш е

чена въ  самые тесн ы е пределы. к
Разсм атривая геом етр ы  древнихъ съ этой точки зрйн , .  i д • 

диться что но отнош енш  къ Teopin лины  можно ограничить ее одни, > 
нзученШмъ прямой лины , затймъ квадратурой прямолинейныхъ плоскихъ 
Г и гун ъ  и наконецъ, кубатур ой  тйлъ, ограниченны хъ плоскостями. Эле
ментарный предложеш я, относянцяся къ этимъ трем ъ основиымъ вопро
с а м ?  представляю тъ действительно необходимую исходную  точку для 

в с е х ъ  геом етрических!, ияийДОванШ; одни эти нРе^ е“ ^ м^  ^  
ппиучрны только прямымъ изучены м ъ предмета, тогда какъ, наоборотъ, 
S r  теор“ ” с й ъ  д р уги хъ  ф о р м ,, даже „др уж н ое™  I. относящ ихся 

площадей и о б ъ м о в ъ , м огутъ теперь войти вполн* въ со ста вь  
общей или аналитической  геометрш  потом у, что укапанные 

аяльны е элементы даю тъ уж е ср авн ен ы , достаточны ., для нримфношя 
н с д н с л е н Ы  ш , геометрпческ|.мъ в о п р о са ,п , „р ю й ш ен ш , невозможнаго

6в8Ъ ^ . p S e E í f o o ^ r  с л З Д е п ,, что „бы нпове.ш о элемен- 
тарной геометрШ  дается болы ны  объемъ, чемъ то безусловно необхо- 
iiuMO такъ  какъ кром е прямой лиш и, многоугольниковъ и многогра! 
никовъ туд а вклю чаю тся такж е к р угъ  и сфернчесш я тела, который можно 
такж е хорош о изучать и аналитическимъ путем ъ, какъ, папримеръ, и 
коничесю я сечен!я. Непродуманное поклонеш е старине несомненно 

Г ” е л З с т е п е н и  Щ й с т в у о т г ,
трльности метода; но такъ какъ это поклонеш е не помеш ало в в е  ̂ 1 
въ область новейш ей геом етр ы  те о р ш  коническихъ сеч ен ы , то надо 
дум ать что противоположный по отношение къ круговы м ъ формамъ и 
5  спхъ поръ ещ е повсем естны й обычай и м *еть  за собою какое-нибудь 
другое основаш е; самое понятное ооъяснеш е этого обстоятельс t . <
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ключается въ томъ важномъ неудобстве, которое вознпкало-бы при по
становка средняго образовашя вмгЬдстае отсрочки до очень отдаленной 
эпохи чисто матеыатическаго образовашя рёшешя н'Ькоторыхъ суще- 
ственныхъ задачъ, могущихъ получить непосредственное и постоянное 
прим кнете въ множеств!; важныхъ случаевъ. Действительно, если по
ступать наиболее рацшнальнымъ образомъ, то только съ помощью пн- 
тегральнаго псчислешя можно было-бы получить интересуюпце насъ 
результаты относительно измерешя длины или площади круга, или по
верхности шара и т. д., результаты, полученные древними съ помощью 
чрезвычайно простыхъ соображенш. Это неудобство имело-бы весьма 
мало значешя для лицъ, предназначающихъ себя для и зуч етя  матема- 
тическихъ наукъ, и для ннхъ было-бы сравнительно гораздо важнее 
следовать вообще совершенно ращональному пути; такъ какъ, однако, 
обратные случаи встречаются гораздо чаще, то необходимо было въ такъ 
называемой элементарной геометрш сохранить столь существенный тео
рии Допуская все значеше подобнаго соображешя и не ограничивая пред
варительную геометрш  строго необходимыми элементами, можно даже 
признать полезнымъ въ некоторыхъ случаяхъ включать туда еще некото
рым весьма важным изследовашя, обыкновенно устраняемый изъ нея, на- 
прнмеръ, относительно коннческихъ сеченш, циклоиды ¿г т. д., чтооы 
ввести въ элементарный курсъ наибольшее по возможности количе
ство общеполезныхъ знанш, хотя, даже съ точки зренш экономит вре
мени, было-бы гораздо предпочтительнее следовать наиболее ращональ-

н ом у п утиПУТИ.
В ъ этомъ отношенш я здесь не долженъ принимать во внимаше ту 

пользу, которую можетъ принести обычное распространеше геометри- 
ческаго метода древнихъ за необходимые и свойственные ему пре
делы благодаря более глубокому знакомству съ этимъ методомъ и вы
текающему отсюда поучительному сравненш его съ новейшпмъ методомъ. 
Эти выгоды при изученш каждой науки связаны съ ходомъ излоя^енш, 
названнымъ нами историческимъ, и отъ ннхъ следуетъ уметь открыто 
отказываться, если необходимость следовать пути строго догматиче- 
«  прочно установлена. Мы зи аеи ,, и к ъ  важно, поел* усвоен,л 
всехъ  частей науки наиболее рацюнальнымъ образомъ, изучить, для 
пополнешя нашего развитая, исторт  науки н такимъ ооразомъ оостоя 
тельно сравнить различные методы, последовательно применявплеся чело- 
вечествомъ; но эти два ряда изеледоватй должны оыть, какъ мы видели, 
тщательно отделены другъ отъ друга. Одиако, въ данномъ случае, совре
менный геометрический методъ слишкомъ еще новъ и потому, можетъ оьтть, 
надлежало бы. чтобы лучше охарактеризовать его путемъ сравненш, 
сначала наследовать по методу древнихъ несколько, вопросовъ, которые 
по природе своей должны бы съ рацюнальнои точки зренш входить въ

НОВУЮКакъМбы,1то ни было, устраняя теперь все эти второстепенный 
соображешя, мы увидимъ, что введшие въ геометрш, которое можно 
разематривать только по методу древнихъ, приводите , 1
къ изученш прямой лпнш, площадей многоугольниковъ и многогран- 
никовъ. вероятно даже, что въ конце концовъ элемектарн^ геометр 
н будетъ обыкновенно ограничена этими необходимыми пределами ко д 
основным аналитичесшя понятия станутъ более общеизвестными и когда 
изучеше совокупности математики будетъ всеми признана за философ
ское основаше общаго образовашя.
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Если указанная предварительная часть геометрш. которую нельзя 
построить съ помощью псчпслешя, приводится, по самой природе 
къ ряду основныхъ наследований весьма огр ан и ч ен н ы е но своему 
объему то съ другой стороны, несомненно, что дальнейшее ея сокра- 
щщйе невозмояшо, хотя въ последнее время, злоупотребляя истинным, 
аналптическимъ духомъ науки, было сделано несколько попытокъ пред 
ставить съ чисто алгебраической точки зреш я доказательства главныхъ 
теоремъ элементарной геометрш. Такпмъ именно образомъ пытали 
было доказать простыми абстрактными соображеншмп математпческа ( 
анализа постоянство отношешя между тремя углами прямолинейная 
треугольника, основное предложите теорш подобныхъ треугольниковъ, 
измёреше прямоугольниковъ, параллелипипедовъ и т. д., однимъ словомъ 
те именно геометричесшя нредложешя, которым можно получить только 
прямыми изучешемъ предмета, и где исчислешя не въ состоянш ока
зать никакой помощи. Я бы совершенно не указывали здесь на подо 
ныя заблуждешя, если-бы они не были вызваны очевидными намере- 
н1еми довести до высшей степени совершенства фнлософскш характерь 
геометрии, си са м а я  начала введя ее ви область прнложеюя матема
ти ч еская  анализа. Но следуети тщательно отметить основную ошибку 
допущенную некоторыми геометрами ви этомп отношенш, таки каки 
она' вытекаети пзи необдуманнаго преувеличена тенденцш, весьма 
естественной теперь и высоко философской, побуждающей все оол1>е 
более расширять п р и м е м т е  анализа въ математическихъ шзследова- 
h í h x h .  Созердаше колоссальныхъ результатовъ, достигнутыхъ 1 е Л 1 В 

скимъ духомъ на этомъ пути, должно было невольно заставить в 
рнть что даже основашя конкретной математики могутъ быть устано 
влены на иростыхъ аналитическихи соображешяхъ. Таю я заолуждешя 
нами придется отметить не только по отношенш къ одном геомелрш. 
въ скоромъ времени мы будемъ иметь случай указать совершенно алолпч- 
ныя по отношенш механике, по поводу мнимыхъ аналитическихи доказа- 
тельствъ иараллелограма спли. Это логическое смешеше нм-Ьети теперь 
д а ? е б м * е  U l k »  механик*, гд* оно до спхъ поръ дМ ствительво 
содействуетъ распространенно метафизическая тумана надъ общи.! . . .  
рактеромъ этой науки, тогда каки, по крайней мйрй въ геометрш, о- 
добныя абстрактный соображешя до сихъ поръ оставались каки то вне 
науки п не успели войти въ обыкновенное ея изложеше.

С ледуя представленными въ этомъ тр уд е принципами философ 
математики, н ети  надобности долго настаивать на о б ъ я сн ен ы  непра
вильности такого способа нзучеш я. Д ействительно, мы уж е видели, 
что псчислеш е есть и можетъ быть только средством ъ д едукц ш  и по
том у применять его для установлен ¡я элементарныхн понятШ  какой 
бы то ни было науки значить понимать его соверш енно превра , 
на чемъ же буд утъ  основаны при такой операцш  наши аналитичесы я 
разсуж деш я? П одобная работа въ  действительности не только не совер- 
ш ен ствуетъ  ф и л о со ф ск ая  хар ак тер а науки, но является 
къ метафизическому ея состоянпо, таки каки она стремится иредстави 
реальным познаш я въ виде иросты хъ логическихъ отвлеченш .

Изследуя въ самихъ себе эти мнимыя аналитически! доказатель
ства основныхъ предложена элементарной геометрш легко 
убедиться въ пхъ неизбежной безсодержательности. В се  они основаны 
на ложномъ понпманш принципа однородности, истинное оощее со дер- 
жаше к ото р ая  я разъяснили въ пятой лекцш. В ъ этихъ доказали л
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ствахъ предполагается, что указанный принципъ совершенно недопу- 
скаетъ сосуицёствовашя въ одномъ и томъ-же уравнении чнселъ, полу- 
ченныхъ нзъ различныхъ конкретныхъ сравнении, что очевидно, не
верно н явнымъ образомъ противоречить обычнымъ пр1емаиъ геоме- 
тровъ. Точно также легко видеть, что применяя законъ однородности 
въ такомъ произвольномъ и неправильномъ значеши, съ той-же кажу
щейся строгостью можно доказать предложетя, абсурдность которыхъ 
будетъ ясна съ перваго взгляда. Наприм4ръ, изучая внимательно приемъ, 
съ помощью котораго пробовали аналитически доказать, что сумма всехъ 
трехъ угловъ прямолинейнаго треугольника постоянно равна двумъ пря
мыми, мы увндимъ, что онъ основанъ на такомъ предварительном'!, поло
жении: если два треугольника имеютъ по два угла равньихъ, то и третьи 
углы будутъ также равны. Если допустить этотъ первый пункта, то 
указанное отношеше весьма точно и просто получается сразу. Однако, 
аналитическое соображение, на основаши котораго желали установить 
это предварительное игредложеше, носптъ такой характеръ, что если-оы 
оно было справедливо, то, разсуждая въ обратномъ порядке, мы вполне 
строго прпшли-бы къ очевидно абсурдному заключений, что двухъ сто- 
ронъ треугольника безъ угловъ совершенно достаточно для определе
ния третьей стороны. Подобнаго-же рода замечании можно сделать и 
относительно всехъ  остальныхъ доказательствъ этого рода и софизмы 
пхъ такпмъ образомъ будутъ обнаружены совершенно ясно.

ч ем ъ  более мы должны здесь разсматривать геометрш, какъ ана- 
иптнческую ныне по сущ еству науку, темъ более необходимо было преду
предить умы противъ указаннаго неправильного употребления математиче- 
скаго анализа, благодаря которому могла-бы даже возникнуть мысль, что 
можно совершенно обойтись безъ геометрическаго наблюдет я и у  ста
новить самыя основы этой естественной науки на чисто-алгебраическихъ 
отвлеченностяхъ. Я долженъ былъ придать особенное значение характе
ристике заблуждении, связанныхъ съ нормальнымъ развитнемъ челов1.че- 
скаго духа потому, что въ последнее время онп были, такъ сказать, 
освящены формальными одобрешемъ одного весьма выдающегося гео
метра, авторитета котораго имеетъ весьма большое влияние на поста-
иювку элементарнаго нреподавашя геометрш.

По этому предмету я считаю нужными еще заметить, что во многихъ 
отношенияхъ слпшкомъ часто, какъ мне кажется, упускали иизъ виду 
безусловно присущи! геометрии характеръ естественной науки, д ю  
замечаше легко ‘ проверить, обратпвъ внимание на длинный рядъ 
иезиолезныхъ попытокъ геометровъ строго доказать, не съ помощью 
нсчислешя, а путемъ другпхъ построении некоторый основным предло
жения элементарной геометрш. Чтобы въ этомъ отношении мы ни делали, 
очевидно что въ геометрш нельзя избавиться отъ необходимости отъ 
времени до времени прибегать къ простому непосредственному наолю- 
денпо, какъ средству для получения известными результатовъ. Если 
изучаемым этой наукой явления, благодаря нить чрезвычайной простоте, 
гораздо более связаны между собою, чемъ относящияся ко всякой дру
гой естественной науке, то темъ не менее необходимо должно сущ е
ствовать несколько явленш, которыя не могутъ быть получены путемъ 
дедукдш, и сами служатъ исходны м и  пунктами. Ради оолыпаго радио- 
нальнаго совершенства науки следуета сводить такия щвлепия къ наи
меньшему числу— это неоспоримо, темъ не менее было оы аосурдомъ пы
таться освободиться отъ ишхъ совершенно. Приэтомъ я долженъ признаться.
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что, по моему мнЬнш, некоторое преувелпчеше противъ безусловно не- 
обходимаго чпсла полученныхъ такимъ образомъ путемъ непосредствен- 
наго наблюдешя геометрическихъ поняты, если только эти понятая до
статочно просты, представляетъ гораздо менйе дййствительныхъ не- 
удобствъ, ч4мъ обращеше къ сложпымъ и косвеннымъ доказательствам!, 
даже в ъ ’томъ случай, если съ логической точки зрйшя последних без
укоризненны.

ПостЬ изложенной по возможности точной характеристики истин- 
наго догматическаго назначенья гоометры древнихъ, приведенной къ 
наименьшему необходимому для нея объему, намъ слйдуетъ разсмотрйть 
вкратцЬ каждую изъ ея главныхъ составныхъ частей. Я считаю возмоз- 
нымъ ограничиться здйсь разсмотрйшемъ первой и самой обширной ея 
части, посвященной изучешю прямой лиши. Два друпе отдйла, квадра
тура многоугольниковъ и кубатура многогранниковъ. по самой свой при
род!; не могутъ дать никакихъ важныхъ философскихъ соображены, 
отличныхъ отъ указанныхъ нами въ предыдущей лекции при разсмо- 
трйнш вопроса объ изм'Ьрены площадей и объемовъ вообще.

Конечная задача, которая постоянно имеется въ виду при изуче
ны прямой лиши, состоитъ, собственно говоря, въ определены ̂  однихъ 
элементовъ прямолинейной фигуры при посредстве другпхъ, что позво- 
ляетъ всегда косвенно изсл'Ьдовать прямую линш , въ какихъ бы обстоя- 
тельствахъ она ни находилась. Эту основную задачу можно решать съ по
мощью двухъ общихъ пр1емовъ, по природе совершенно отличныхъ другъ 
отъ друга, а именно графически и алгебраически. Первый п)яемъ, хотя и 
весьма несовершенный, мы однако разсмотримъ сначала потому, что 
онъ вытекаетъ само собою изъ прямого изучешя предмета, второй же, 
гораздо более совершенный во многихъ важныхъ отиошешяхъ, може гь 
быть разсмотрйнъ только впоследствш, такъ какъ что онъ основанъ на 
предварительномъ знакомств!; съ первьшъ.

Графическое рйшеше состоитъ въ произвольномъ представлен/и 
фигуры въ тйхъ-же или въ особенности въ нзмйненныхъ въ некоторой 
пропорщи размГрахъ. Первый способъ мы зд!;сь указываемъ только во
обще, для памяти, какъ наиболее простой п прежде всего представляющийся 
уму, такъ какъ, очевидно, на практик!; онъ почти непрнм'Ьнимъ. На- 
оборотъ, второй способъ допускаетъ весьма обширный и полезный при
ложения; до сихъ поръ еще мы постоянно пользуемся нмъ во многихъ важ
ныхъ случаяхъ нетолько для того, чтобы точно представить формы тЬль 
и ихъ взаимное положеше. но даже для дййствительнаго опредЬлешя геоме
трическихъ велпчинъ, когда мы не нуждаемся въ особенно большой точ
ности. Древше, въ виду несовершенства ихъ геометрическихъ познашй, 
гораздо шире пользовались этимъ пр1емомъ, долгое время единствен- 
нымъ доступнымъ для нихъ даже въ наиболее важныхъ точныхъ опредГле- 
шяхъ." Такъ, напрнм!;ръ, Аристархъ Самоссшй, измеряя относительное 
разстояше солнца и луны отъ земли, наноснлъ свои измйрешя на тре
угольник!;, построенномъ съ наибольшей но возможности точностью и 
подобномъ прямоугольному треугольнику, образованному тремя неоес- 
ными телами въ тотъ моментъ. когда луна находилась въ квадратур!, 
и когда, следовательно, для определены треугольника достаточно было 
наблюсти уголъ на земле. Самъ Архнмедъ, хотя и ввелъ первый въ 
геометрш числовыя опредЬлешя, нисколько разъ приб’Ьгалъ къ подоб- 
нымъ же пр1емамъ. Даже создаше тригонометрш не заставило отказаться 
отъ нихъ вполне, хотя значительно уменьшало примЬнеше этихъ пр1е-
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мовъ. Греки и арабы продолжали пользоваться ими во многихъ пзслГ- 
довашяхъ, где мы теперь сч и тает, унотреблеше исчислешя неизбежными 

Точное воспроизведете какой-нибудь фигуры въ различныхъ нас- 
штабахъ не можетъ представить никакихъ серьезныхъ теоретическихъ 
трудностей, когда все части предложенной фигуры находятся въ одной 
плоскости; но если предположить, какъ это случается чаще всего, что 
части ея находятся въ разныхъ плоскостяхъ, то мы встретимся съ но
выми м ассам и геометрическнхъ соображенш. Искусственно построенная 
фигура, постоянно плоская, въ томъ случай не будетъ совершенно вйр- 
нымъ изображешемъ истинной фигуры; поэтому прежде всего нужно 
будетъ точно установить способъ воепроизведешя фигуры, что даетъ 
место различнымъ системамъ проэкщ й. Затймъ мы должны еще опре
делить, но какому закону соотвйтствуютъ другъ другу геометричесшя 
явлешя въ обйихъ фигурахъ. Это соображеше вызываетъ новый рядъ 
геометрнческихъ изЬледованШ, конечная цйль которыхъ состоитъ соб
ственно въ отыскаши способовъ замены рельефныхъ построешй плос
кими. Древнимъ пришлось разрешить несколько элементарныхъ задачъ 
подобнаго рода для техъ  случаевъ, где мы теперь пользуемся сфери
ческой тригонометрией, главнымъ-же образомъ для задачъ, относящихся 
къ небесной сфере. Таково было назначеше ихъ аналемнъ и другихъ 
плоскихъ фигуръ, долгое время заменявшпхъ употреблеше исчислешя. 
Изъ этого видно, что древше действительно знали элементы того, что 
мы теперь называемъ начертательной геомепцпей, хотя они и не по
ставили этой наукп самостоятельно.

Я считаю удобнымъ бегло указать здесь на истинный характеръ 
начертательной геометрш, хотя, какъ наука существенно практическая, 
она не должна бы занимать места въ этомъ труде.

Вей вопросы геометрш трехъ пзм еренш ,, если разсматривать пхъ 
графичесшя реш иш ь представляютъ одну общую свойственную имъ только 
трудность: ностроешя въ пространстве, необходимый для разрешешя 
подобнаго рода задачъ, —  ностроешя, почти всегда невыполнимый, 
приходится заменять равнозначущими построешямн на плоскости, который 
приводили бы окончательно къ тому же результату. Безъ этой неизбеж
ной замены всякое р е ш е т е  подобнаго рода было бы, очевидно, непол- 
нымъ и совершенно неприложимымъ на практике, хотя въ теорш по- 
стр о е тя  въ пространстве обыкновенно предпочтительнее, какъ оолее 
непосредствен н ын.

Задача начертательной геометрш— дать обпце методы для выпол- 
нешя указаинаго преобразовашя; для этой цели она была создана и 
обращена въ самостоятельную однородную систему гешальнымъ усплнзмъ 
мысли нашего знаменитаго Монжа. Оиъ прежде всего нашелъ однообраз
ный способъ для изображешя телъ фигурами, начерченными на одной 
плоскости, проектируя данныя тела на две различный плоскости, обы
кновенно перпендикулярным другъ къ другу, и затемъ предполагая, 
что одна изъ нихъ вращается около лиши ихъ пересечешя до совпа- 
дешя съ продолжешемъ другой; въ этой системе плоскостей, или въ 
другой, ей равнозначущей, для указаннаго изображешя достаточно оыло 
представить себе, что точки и лиши определяются своими проекщями, 
а поверхности— проекциями ихъ производящихъ.

Установивъ эту точку зрения, Монжъ подвергъ глубокому анализ) 
отдельным изследовашя свонхъ предшественниковъ, произведенный при 
помощи множества безсвязныхъ методовъ; поставивъ себе, въ прямомъ
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и обшемъ вике, вопросъ. въ чемъ должны постоянно заключаться задачи 
этого рода, онъ пришелъ къ выводу, что o u i всегда могутъ оыть све
дены къ очень небольшому числу нензмЪнныхъ отвлеченныхъ вопро- 
совъ. которыя можно разрешить отдельно разъ навсегда съ помощью 
однообразныхъ операцш н который, по своему содерж ат», частью отно
сятся къ касанш , частью-же къ пересеченно поверхностен.

Установнвъ простые п вполне обнце методы для графически i 
„еш еш я этихъ двухъ видовъ задачъ, мы можемъ уже считать все гео- 
метрнчесие вопросы, къ которымъ приводить различный искусства, какъ 
напр строительная механика, обработка камней п дерева, перспективен, 
гномоника. фортпфикащя и т. д., просто частными случаями .общей 
теорш, неизменное прнложеше которой всегда приведете къ правиль
ному реш енш ; на практике мы можемъ еще облегчить это р е ш е те , 
умело п о л ь з у я с ь  частными услов1ямн каждаго отдел ьн ая случая.

Это важное откры то заслуживаете особаго вннмашя со стороны 
философовъ, изучающнхъ совокупность всехъ  результатовъ челов >- 
ческой деятельности, такъ какъ оно является только первымъ и, до 
спхъ поръ, едпнетвеннымъ законченнымъ шагомъ на пути ко всеоощему 
обновлен!» человеческой техники, которое должно придать всемъ нашимъ 
иекусствамъ точный и ращональный характеръ, столь необходимый для
ихъ дальнейшаго развит!я.

В ъ  самомъ деле, такая револющя неизбежно должна была начаться
съ того класса промышленныхъ работе, которые по сущ еству теснее 
всего связаны съ самой простой, совершенной и древней наукой она 
постепенно захватите, хотя и не такъ легко, все остальная области 
человеческихъ действии Мы скоро будемъ даже иметь случаи заметить, 
что самъ Монжъ, который глубже чемъ кто-либо другой пронпкъ въ 
философш практическихъ искусствъ. попытался для механической т е х 
ники создать Teopiro, которая соответствовала-бы теорш, столь удачно 
составленной имъ для техники геометрш; однако, въ этомъ случай и 
въ виду значительно большпхъ трудностей, ему удалось довольно ясно 
наметить только путь, который должно избрать для оудущихъ нзысканш 

этого рода.
Какое-бы значеше ни имели идеи начертательной геометрш, однако 

очень важно не заблуждаться относительно ея истиннаго и только ей при
с у щ а я  назначения, какъ это делали— въ особенности въ первое время 
после пзобРетен!яМ онж а— те. которые видели въ новомъ методе сред
ство для расширешя общей и отвлеченной области ращональной гео- 
метр!н. Бозднейния обстоятельства не оправдали этихъ необоснованыхъ 
надеждъ. И, въ самомъ деле, не очевпдно-ли, что начертательная гео- 
MeTpin можете иметь значеше только въ качестве прикладной науки, 
какъ истинная 'reopiu основанныхъ на геометрш искусствъ. /ь то шп 
зреш я отвлеченной науки, она не можете создать ни одного действи
тельно новаго класса геометрическихъ умозрении Нельзя терять изъ 
виду что прежде чемъ перейти въ область начертательной геометрш, 
всякая геометрическая задача должна быть сначала разрешена при по- 
мощи теоретической геометрш и, какъ мы вид'Ьли, эти рьихенш должны 
быть затемъ переработаны для практическая иользованш въ томъ 
отношении что построешя въ пространстве заменяются построе- 
шями на плоскости; эта та подстановка и представляете, сооою вь 
действительности единственную характерную фупкщю начертательное 

геометрш.
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Следуетъ, однако, заметить здесь, что съ точки зрйшя умствён- 
наго развитая, и зуч ете  начертательной геометрш представляетъ серьез
ное (философское зн ач ете, независимо отъ ея высокой практической 
пользы. Она имйетъ огромное преимущество передъ другими нау
ками, прФучая представлять себе въ пространств!; иногда очень слож
ный геометричесшя построетя и заставляя следить за ихъ постоянными 
соотвйтств1емъ съ действительно начерченными фигурами; она самыми 
верными и правильными образомъ и въ высокой степени развпваетъ 
то важное качество человйческаго ума, которое называется воображе- 
темъ въ узкомъ смысл!; слова, и которое, въ элементарномъ и поло- 
жительномъ значенш его, заключается въ ясномъи легкомъ представленш 
обширной и сложной совокупности воображаемыхъ предметовъ, какъ 
будто-бы они находились передъ глазами-

Наконецъ, чтобы закончить наше беглое изложите общей при
роды начертательной геометрш, мы, определяя ея логическш характеръ, 
должны заметить, что если по прФемамъ своихъ решенш, она относится 
къ геометрш древнихъ, то. си другой стороны, она приближается къ 
современной геометрш по характеру задачи, входящихъ въ ея со- 
ставъ. Эти задачи действительно въ высшей степени замечательны по 
той общности, которая, какъ мы видели въ прошлой лекцш, соста- 
вляетъ истинное н существенное отлшпе современной геометрш; все 
ея методы постоянно предназначаются для применешя къ любыми фор
мами, причемъ все частности, отвечаюиця каждой отдельной форме, мо- 
гутъ играть только вполне подчиненную роль. Такими образомъ въ на
чертательной геометрш р еш етя  получаются графическими путемъ, какъ 
въ геометрш древнихъ, и носятъ характеръ общности, какъ въ современ
ной геометрш.

После этого важнаго отстун л етя ,— необходимость котораго, чита
тель. безъ сомнешя признаетъ— перейдемъ къ философскому изследо- 
вашю специальной геометрш, причемъ будемъ все время разсматривать 
ее въ возможно узкихъ предёлахъ, лишь какъ необходимое введен1е въ 
общую геометрш". Разсмотревъ въ достаточной степени графическое р е 
ш е т е  основной задачи, относящейся къ прямой лиши, т. е. вопросъ 
объ определенш по какими-нибудь данными элементами прямолинейной 
фигуры остальныхъ ея элементовъ —  мы должны теперь изследовать въ 
общемъ виде алгебраическое ея решен1е.

Это второе р е ш е т е — объ очевидномъ превосходстве котораго оыло- 
бы здесь безполезно говорить,— по самой природе вопроса, неизбежно 
примыкаетъ къ геометрической системе древнихъ. хотя логическш прюмъ, 
которыми при этомъ пользуются, заставляли обыкновенно совершенно не 
кстати отделять ихъ одно отъ другого. Такими образомъ нами здесь пред
ставляется случай проверить съ очень важной точки зрйшя то, что мы до
казали въ предшествующей лекцш лишь въ общнхъ чертахъ. а именно, 
что существенное отлггае современной геометрш отъ геометрш древнихъ 
следуетъ видеть не въ примИюнш исчислешя. Истинные творцы нашей 
тригонометрш— какъ прямолинейной, такъ п сферической— въ денстви 
тельности древше, но только въ ихъ рукахъ она была гораздо менее со
верш енна,'такъ какъ ихъ алгебраически сведЬшя были крайне незна
чительны. Въ этой лекцш, —  а не въ тйхъ, какъ можно было ожидать 
сначала, который мы далее посвятимъ философскому нзследованш общей 
геометрш,— следуетъ определить истинный характеръ этой важной пред
варительной теорш, обыкновенно неправильно относимой къ такъ на
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зываемой аналитической геометрш и являющейся на самомъ деле лишь 
дополнешемъ собственно элементарного геометрш.

B e t  прямолинейный фигуры могутъ быть разбиты на треугольники; 
поэтому, очевидно, вполнЬ достаточно уметь определить по даннымъ эле- 
ментамъ треугольника его остальные элементы, и полигонометргя при
ведется, такпмъ образомъ, къ простой тригонометрш.

Существенное затруднеше при алгебраическом!. р'Ьшенш такого во
проса заключается въ составлено! трехъ незавиенмыхъ уравнений между 
углами н сторонами треугольника; если три таю я уравнешя оудутъ най
дены, то все тригонометрнчесше вопросы очевидно оудутъ сведены къ 
одному только нечисленно. При раземотренш съ самой общей точки зръ- 
шя вопроса объ установлено! этпхъ уравненш, намъ непосредственно 
представятся два существенно различныхъ способа введения угловъ въ 
исчйслеше: можно ввести прямо самые углы или пропорщональныя нмъ 
круговым дуги, пли-же, напротнвъ, подставить вместо нпхъ известный 
прямыя лиши, напримеръ, хорды, стягиваюиця соответствующ ш  угламь 
Ду П1>— которым поэтому обыкновенно называются нхъ тригонометриче

скими ЛИШЯМИ.
Изъ этпхъ двухъ трпгонометрическнхъ системъ сначала могла 

быть принята только вторая, какъ единственная применимая на прак
тике, такъ какъ состои те геометрш позволяло тогда съ достаточною 
легкостью найти точным соотношешя между сторонами треугольника 
и тригонометрическими л и ш ям и  его угловъ, тогда какъ установить 
уравнешя между сторонами и самыми углами треугольника оыло въ то 
время совершенно невозможно. Теперь решеше можно получить съ оди
наковою легкостью какъ прп помощи второй, такъ и при помощи пер
вой системы, и поэтому указанная причина предпочтёшя второй си
стемы утратила свое значеше. Но, тймъ не менее, геометры должны 
были добровольно принять систему, допущенную сначала по необходи
мости: та-же причина, въ силу которой можно было съ большою лег
костью получить тригонометрически уравнешя, должна обусловливать, 
какъ это легко понять a priori, и гораздо большую простоту этпхъ \равне- 
нШ: въ нпхъ входятъ только прямыя л и ш и , тогда какъ другш уравнешя 
составлены между прямыми лишями п дугами окружности. Это сообра- 
жеше тймъ более ваяшо, что здесь нужны въ высшей степени простым 
формулы, такъ какъ онй должны быть постоянно применяемы во всехъ 
математичеекпхъ наукахъ, а также и во всехъ ихъ нриложошяхъ

Правда, можно" возразить, что если данъ уголь, то на самомъ деле, 
всегда дана величина самаго угла, а не какой-нибудь тригонометриче
ской его лиши, что если неизвестенъ уголъ, то надо найти величин) 
именно угла, а не величину какой-нибудь изъ его тригонометрических ь 
лцнш. Поэтому кажется, что эти лиши нредставляютъ собою только 
безиолезное посредствующее звено между сторонами и углами треуголь
ника, что ихъ следуетъ, въ конце концозъ, исключать, и что введете 
ихъ, невидимому, никакъ не можетъ упростить поставленной нами ск>1. 
задачи. Въ самомъ деле, важно объяснить съ большею общностью 
и строгостью, чемъ это обыкновенно делается, громадную действитель
ную пользу указаннаго npieua. Дело въ томъ, что в в е д е те  вспо- 
могательныхъ вёличинъ делить всю задачу тригонометрш на две су 
щественно различный части: первая изъ нпхъ занимается переходом!, 
отъ угловъ къ тригонометрическим!, лишямъ и обратно, тогда какъ 
вторая ставитъ себе целью определешо сторонъ треугольника по три-
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гонометрпческнмъ лишямъ его угловъ, и обратно. Ясно, что первая изъ 
этихъ двухъ основныхъ задачъ, по самой природй своей, можетъ быть 
вполнй разъ навсегда решена и сведена къ чпсловымъ таблндамъ, пу- 
темъ изслйдовангя всйхъ возможныхъ угловъ, такъ какъ ея рйшеше 
зависитъ только отъ этихъ угловъ, и совершенно не'зависитъ отъ част- 
ныхъ случаевъ треугольниковъ, въ которыхъ эти углы въ каждомъ от- 
дйльномъ случай могутъ встрйчаться; рйшеше-же втораго вопроса по 
крайней мйрй числовое рйшеше —  непремйнно должно быть повторено 
все съ самаго начала для каждаго новаго треугольника, подлежащего 
разсмотрйнш. Вотъ почему первая часть всей работы, которая, навйр- 
ное, была-бы самою трудною, обыкновенно не принимается въ разсчетъ, 
такъ какъ она заранйе выполнена; но еслн-бы задача не была такимъ 
образомъ разбита на части, тогда мы были-бы вынуждены выполнять 
съ самаго начала все вычислите въ каждомъ отдйльномъ случай. 
Таково основное свойство принятой нами системы тригонометрии 
въ самомъ дйлй , она не представляла-бы никакого дййствительнаго 
преимущества, еслн-бы для каждаго подлежавшаго разсмотрйнш угла 
приходилось постоянно вычислять его тригонометрическую линш, и 
обратно: посредствующее звйно явилось-бы скорйе помйхою, чймъ
облегчешемъ. . ,

Чтобы ясно представить себй истинную природу этоп теорш, зу
деть полезно сравнить ее съ другою, еще болйе важною, которая должна 
приводить къ аналогичному результату какъ съ точки зрйтпя алгебраи
ческой такъ, въ особенности, и съ точки зрйшя ариеметическоп. мы 
говорима, о замйчательной теорш логариемовъ. Дйлая философ
скую оцйнку значешя этой теорш, мы видимъ, въ самомъ дйлй, что 
общш результата ея заключается въ дйлеше всйхъ возможныхъ арпеме- 
тическихъ дйЧствШ на двй различный части, изъ которыхъ первая, 
самая сложная можетъ быть выполнена разъ навсегда заранйе, такъ 
какъ она зависитъ только отъ разсматриваемыхъ чиселъ, нисколько не 
завися отъ различныхъ соотношении который могутъ существовать 
между ними; цйль ея— представить вей числа въ впдй данныхъ степе
ней нйкотораго постояннаго числа. Вторая часть задачи, которую неоо 
ходнмо надо повторять съ самаго начала для каждой новой формулы, 
подлежащей вычисление, сводится къ выполнению надъ этими с т е “ ® ™ 1  
соотвйтствующихъ дййствш, безконечно оолйе простыхъ. Я ограни 
ваюсь одними указашемъ на эту аналогш, которую каждый легко мо-

жетъ | , ^ ” ТЬмт‘]адоЛЖНЬ1 обратить внимаше еще на одно замйчательное 
свойство принятой нами системы тригонометрш, являющееся ™ перь уже 
втопостепеннымъ, но вначалй нмйвшее оолыпое значеше. опредйлеше
угловъ по ихъ  . ешшълп и ш .ъ , обратно, д о п у с к и .! .
арифметическое рЪшеше, беаъ предварительна™ Ра»Р*ш™ '“ 
ствующей алгебраической задачи: только оно и является прямо неоохо 
дам ьш Т для собРСТвенныхъ цйлей тригонометрш. Несомненно, что древ- 
ше могли построить тригонометрш именно благодаря этой ея особен 
н о с т Г  С о о З т в у ю щ / я  изелйдовашя были тймъ легче, что древше. 
естественно за тригонометрическую линш приняли хорду; таблицы 
были частью уже заранйе составлены для совершенно другой цйлщ 
благодаря трудамъ Архимеда надъ вопросомъ о спрямлеши окруж
ности нзъ копхъ дййствительно можно было опредйлтпь извйстныи 
“  хо 1Щъ; вслйдИчйе этого, когда Гиппархъ поздпйе построилъ три-
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гонометрш, емт пришлось только пополнить эти вычпслешя надлежа
щими вставками. Все это, рельефно выясняетъ историческую связь
указанныхъ идей.

Чтобы вполне закончить этотъ беглый философсшй очеркъ трн- 
гонометр1п надо теперь указать, что то же соображеше, которое за
ставило насъ заменить у м ы  п дуги окружности, въ цйляхъ у прощенья 
уравненш, прямыми лпшями, побуждаетъ насъ не ограничиваться одною 
тригонометрическою лишен, какъ это делали древше, а ввести совме
стно несколько, чтобы усовершенствовать всю систему, выбирая лннш 
наиболее удобным для алгебранческихъ действш въ томъ или другомъ 
случае. Въ этомъ отношенш ясно, что число трнгонометрнческнхъ ли- 
нШ само по себе ннчемъ не ограничено: если оне определяются ду
гами. который, обратно, въ свою очередь определяются тригонометри
ческими лишямн на основашя некотораго закона, устанавливающими пхь 
взаимную завпснмость. то эти лннш могутъ быть подставляемы въ урав- 
нешя вместо дугъ. Арабсше ученые, ограннчивавипеся наиболее про
стыми построеМями, а затемъ н современные математики последовательно 
довели число прямыхъ трнгонометрнческнхъ лннш до четырехъ или пяти, 
но это число можетъ быть доведено и до гораздо более высокой цифры.

Но. вместо того, чтобы прибегать къ геометрическими ыострое- 
шямъ, который сделались бы въ конце концевъ очень сложными, можно 
съ крайнею легкостью, при помощи одного замечательнаго прюма. 
обыкновенно недостаточно широко понимаемаго, получить столько 
новыхъ трнгонометрнческнхъ лиши, сколько пхъ можетъ потребоваться 
для аналитнческихъ преобразованш. П р ем ъ  этотъ заключается вт. сле- 
дующемъ: не увеличивая непосредственно числа трнгонометрнческнхъ 
лннш, нрннадлежащихъ каждой разсматриваемой дуге, вводить новый 
лннш, предполагая, что эта дуга определяется съ помощью тригономе- 
трическихъ линш другой дуги, являющейся очень простой функцш 
дуги первоначальной. Такъ, напримеръ, для облегченья вычпслешя \ гла 
часто определяютъ не его сннусъ, а сннусъ его половины, или синусъ 
двойного угла. Подобное ностроеше косвенныхъ трнгонометрнческнхъ 
линш очевидно, более плодотворно, че.чъ все непосредственные ieo M t- 
трнчесше пр1емы пхъ ностроешя. Такнмъ образомъ можно утверждай., 
что число трнгонометрнческнхъ линш, которыми действительно польз) клея 
въ настоящее время геометры, насамомъделебезконечно: аналптичесыя 
преобразования, такъ сказать, каждую минуту могутъ заставить насъ 
увеличить йхъ число при помощи только что объясненного прюма.

Лишямъ, полученными косвенным!, путемъ, не было только дано 
спещальнаго назвашя, за нсключешемъ относящихся къ дуге, допол
нительной къ первоначальной, ибо необходимость такого назвашя не
достаточно часто ощущалась геометрами: благодаря этому обстоятель
ству и распространился ошибочный взглядъ относительнаго истинна!и 
объема всей системы трнгонометрнческнхъ линии

Множественность тригонометрическихъ лннш должна очевидно, 
вызывать еще третш основной вопроси тригонометрш изучеше cooi 
HomeHifl между этими различными лишями. Не зная этнхъ соотношения, 
мы совсемъ не могли бы пользоваться для целей анализа всеми разно- 
образ1емъ вспомогательныхъ величннъ, неимеющнхъ при томъ иного наз- 
начёшя. Кроме того, благодаря только что изложенными соображеньями, 
ясно, что эта существенная часть тригонометрш— хотя и чисто подго
товительная— можетъ достигнуть, по самой природе своей, безконечныхъ
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размйровъ, если разсматрпвать ее во всей ея общности, тогда какъ 
две друп я части по необходимости ограничены строго определенными 
рамками.

Мне нетъ надобности добавлять, что эти три основный части 
трнгонометрш должны быть изучаемы не въ томъ порядке, въ которомъ, 
какъ мы видели, оне должны были развиваться въ силу общей природы 
самаго вопроса, а какъ разъ въ обратномъ: третья часть, очевидно, не 
зависптъ отъ двухъ другихъ, а вторая,— отъ той, которая представилась 
намъ самою первою, т. е. отъ самаго решешя треугольниковъ: на этомъ 
основанш решеше треугольника должно быть изучаемо после нервыхъ 
двухъ частей, и тЬмъ более важнымъ представляется указать естествен
ное возншшовеше частей тригонометрии

Было бы безполезно разсматривать здесь отдельно сферическую 
трнгонометрш, такъ какъ она не допускаетъ никакого спещальнаго 
философскаго изследоватя: хотя она, благодаря важности и многочи
сленности своихъ применешй, и является существенной частью геометрш, 
но въ настоящее время на нее, во всей ея совокупности, нельзя смо
треть иначе, какъ на простое приложеше прямолинейной трнгонометрш, 
которая даетъ непосредственно ея основныя уравнения, заменяя сферн- 
чесшй треугольникъ соответствующимъ трехграннымъ угломъ.

Я счелъ нужнымъ привести все это краткое изложеше философш 
трнгонометрш,— которая могла бы, впрочемъ, привести и ко многими, 
еще другими интересными выводами,— чтобы ясно показать на важномъ 
примере строгую связь и последовательное разветвлеше, обнаруживаемый 
наиболее, невидимому, простыми задачами элементарной геометрш. _

Итакъ. разсмотревъ съ достаточной для целей этого труда подроо- 
ностью истинный характеръ спещальной геометрш, приведенной къ 
единственному догматическому назначенш— доставить общей геометрш 
необходимое предварительное основаше, мы должны теперь ооратить 
все наше внимаше на истинную геометр1ю. разсматривая ее во всей 
ея совокупности съ наиболее ращональной точки зрйшя. Но для этого 
сначала необходимо внимательно пзследовать великую первоначальную 
идею Декарта, на которой общая геометр1я всецело основывается, ото 
и будетъ предметомъ изложения следующей лекщи.
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Основная идея общей или аналитической геом етрш

Такъ какъ общая геометр1я всецело основана на преобразованш 
геометрпческпхъ сообралсенш въ равнозначуьщя аналитнчесшя, то мы 
прежде всего должны разсматрйть непосредственно и какъ молено глубже ту 
прекрасную мысль, на основанш которой Декартъ единообразно устано
вили постоянную возможность такого соотношешя.

Если даже отвлечься отъ огромнаго значешя этой мысли для са
мой геометрш, которую она значительными образомъ усовершенство
вала. пли вернее, всецело перенесла на ращональную почву, то все- 
же философское изучеше замечательнаго открытая Декарта должно 
представить для насъ высокш ннтересъ, особенно въ виду того, что 
такое изучеше съ совершенной очевидностью определить общш ме- 
тодъ, которыми необходимо пользоваться, чтобы установить отношешя 
между абстрактными и конкретными при помощи аналитнческаго пред- 
ставлешя явленш природы.

Во всей математической фнлософш нйтъ ни одной мысли, кото
рая въ большей мйрй заслуживала-бы нашего вшьмашя.

Для того, чтобы простыми аналитическими отношешя ми возможно 
было изобразить всю совокупность геометрическнхъ явлешй, который 
можно себе вообразить, необходимо, само собой, прежде всего уста
новить -общш способъ аналитнческаго представлёшя самихъ пре'дме- 
товъ, въ которыхъ происходятъ эти явлешя, т. е. подлежащихъ раз- 
смотренш  линш и поверхностей. Если мы такими образомъ оудемъ 
всегда разематривать самый предметъ съ чисто-аналитической точки 
зрйшя, то легко понять, что съ той-же точки зренья мы можемъ раз
ематривать и все проявлен!«, свойственны« этому предмету.

Чтобы сделать возможными представ л е т е  геометрическнхъ формъ 
цри помощи аналитическихъ уравнений необходимо сначала преодо
леть одну основную трудность, а именно —  привести обиде элементы 
геометрическнхъ понятш къ простыми численными понятиями; одними 
словомъ, нодставыть въ геометрш на место качеетвенныхъ сужденш 
суждешя -количественный.

Для этой цели заметимъ сначала что все геометрычесшя идеи 
необходимо относятся къ следующимъ тремъ основными категориями: 
къ величине, къ форме и къ положенно нзучаемыхъ протяженностей.
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Что касается первой категорш, то она, очевидно, не предста- 
вляетъ никакого затруднешя, н непосредственно сводится къ число- 
вымъ идеямъ. Относительно второй категорш необходимо заметить, что, 
по своей природе, она всегда можетъ быть сведена къ третьей: форма 
тела, очевидно, завнснтъ отъ взаимнаго расположешя разныхъ точекъ, 
нзъ которыхъ оно состонтъ, ц всякая идея о положен!н заключаете 
неизбежными образомъ идею о форме; точно также всякое обстоя
тельство, относящееся къ форме можетъ быть выражено черезъ обстоя
тельство положешя.

Действительно, такъ и поступали человечески! умъ, чтобы по
лучить аналитическое изображеше геометрическихъ формъ, такъ какъ 
основная мысль аналитической геометрш непосредственно относится 
только къ положенно. Итакъ, вся элементарная трудность сводится, въ 
сущности, къ подстановке на место идеи о положены равнозначущнхъ 
идей о величинами. Таково непосредственное назначеше основной 
мысли, на которой Декартъ построили общую систему аналитической 
геометрш.

Си этой точки зрешя весь его философскш труди заключался 
только ви п'олноми обобщены элементарнаго щнема, который можно 
считать присущими самой природе человеческаго духа, такп какъ они, 
можно сказать, безсознательно применяется всякими умомъ, даже наи
более посредственными. Действительно, когда приходится определять 
положеше предмета, не указывая на него прямо, мы постоянно при- 
бегаемъ къ одному способу потому, очевидно, что другого и быть не мо
жетъ: мы относимъ этотъ предмета къ другими, положеше которыхъ 
известно, указывая величину какихъ-либо геометрическихъ элементовъ, 
при помощи которыхъ искомый предмета связанъ си известными *).

Эти элементы представляютъ то, что Декартъ, а за нимъ и дру- 
п е  геометры, назвали координатами разсматрнваемой точки; этпхъ 
координата необходимо должно быть две, когда заранее известно, въ 
какой плоскости находится данная точка, и три, если она можетъ 
находиться въ любой части пространства.

Мы можемъ составить столько-же разлпчныхъ системъ коорди
ната, сколько разлпчныхъ построены! можемъ представить себе для 
того, чтобы определить положеше точки какъ на плоскости, такъ 
и въ пространстве: следовательно, число этихъ системъ можетъ быть 
увеличено до безконечности. Но какая-бы система нн была принята, въ 
ней постоянно идеи положешя будутъ сведены къ простымъ идеямъ велн- 
чннъ, такъ что перемещеше точки мы будемъ разсматрнвать, какъ ре
зультата числепныхъ изменены въ величине ея координатъ.

Разсмотримъ сначала самый простои случай, а именно— геометрш 
на плоскости; положеше точки на плоскости чаще всего определяется 
большими или меньшими разстояшями ея отъ двухъ постоянныхъ нрямыхъ, 
который предполагаются известными и называются осями', обыкновенно 
принимается, что эти оси перпендикулярны другъ къ другу. Эта си
стема, въ виду ея простоты, применяется чаще всехъ другихъ; но 
иногда геометры пользуются еще множествомъ другихъ снстемъ. Такъ, 
положеше точки на плоскости можетъ быть определено ея разстояшями

*) Такъ, наприм’Ьръ, мы опредЪляемъ обыкновенно положеше местно
стей на земномъ ш аре при помощи пхъ разстояшй отъ экватора и отъ пер- 
ваго мерид1ана.

Огюстъ Коптъ. Т. I. 12
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отъ двухъ постойнныхъ точекъ, или ея разстоящемъ отъ одной посто
янной точки и направлещемъ этого разстояшя, опредЬляемаго величи
ной угла, который оно образуетъ съ известной прямой: такая система 
называется системой полярныхъ координатъ н после разсмотр'Ьнной 
выше является наиболее употребительной. у

Можно определить еще ноложеше точки съ помощью угловъ. 
образуемыми прямыми, соединяющими переменную точку съ двумя по
стоянными точками, н прямой, проходящей черезъ эти постоянным 
точки, пли разстояшями переменной точки отъ постоянной прямой и 
постоянной точки и т. д. Словомъ, нетъ ни одной геометрической фи
гуры, при помощи которой нельзя-бы было составить некоторую систему 
к'оординатъ, более или менее удобную для прш йнеш я.

По этому поводу необходимо сделать одпо общее замйчаше: въ 
геометрш на плоскости каждая система координата сводится къ опре- 
д4ленш  точки пересечешемъ двухъ лиши, ирнчемъ обе онй подчинены 
известными условшмъ, определяющими ихъ положеше; одно изъ этнхъ 
условш остается переменными.— то одно, то другое, въ зависимости 
отъ разсматриваемой системы. Въ самомъ деле, нельзя представить себе 
иного способа поетроешя точки, помимо определешя ея пересечешемъ 
ийкоторыхи двухъ лиши.

Такъ, въ" наиболее употребительной системе, въ системе прямо- 
линейны хъ координать въ собственномъ смысле слова, точка опреде
ляется пересечешемъ двухъ прямыхъ, прнчемъ каждая изъ этнхъ пря- 
ыыхъ всегда остается параллельной постоянной оси, и только раз- 
стояше ея отъ этой оси меняется; въ полярной системе— пересечешемъ 
окружности перемённаго рад1уса съ постоянными центромъ и подвиж
ной прямой, вращающейся по условш  вокругъ этого центра. Если мы 
обратимся къ другими системами, то точка можетъ быть определяема 
пересечешемъ двухъ круговъ, или какихъ-либо другихъ линш и т. д. 
Словомъ, назначая величину одной изъ координата точки въ какой-бы 
то ни было системе координата, мы этими самыми но необходимости 
определяема, некоторую линш, на которой данная точка должна на
ходиться.

Геометры древности уясе сделали это существенное замЬчаше, 
послужившее основашемъ ихъ метода геометрическихъ .шъстъ, кото
рый они чрезвычайно удачно применяли для наиравлешя своихъ нз- 
следованш относительно разрёшешя опредтленныхъ геометрическихъ 
задачи; они въ отдельности оценивали вл1яше каждого изъ двухъ 
условш, которыми была определена точка, прямо или косвенно 
входившая въ предложенную задачу. Именно общая сиетематнзащя 
этого метода и послужила для Декарта непосредственными иоводомъ 
къ теми изслёдовашямъ, которым привели его къ осиовашю аналити
ческой геометрш.

Установивъ съ достаточной ясностью эти предварительным сообра- 
жешя, на основаши которыхъ идеи полбжешя, а съ ними вм есте не
явными образомъ и все элементарный- геометричесшя представлешя 
могутъ быть сведены къ простыми числовыми соображешямъ, мы мо- 
жемъ уясе теперь перейти къ прямому и общему разсмотрйшю великой 
идеи Декарта относительно аналитическаго изображенья геометрическихъ 
формъ. Это разсмотрйше и составить предметъ изложешя настоящей 
лекцш.

Для большей легкости я и впредь ограничусь пока разсмотрГ-
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шемъ геометр1и двухъ измйренЩ; которою только и занимался самъ 
Декартъ; затймъ мий придется отдельно разсмотрйть съ той же точки 
зрйшя особенности поверхностей и кривыхъ двоякой кривизны.

Объясннвъ щиемы выражен!я аналитическаго положен!© точки на 
плоскости, можно легко доказать, что, какими-бы свойствами лйшя ни 
была определена, всегда такое оиредйлете можно заменить соотвйт- 
ственнымъ уравнешемъ между двумя переменными координатами точки, 
описывающей эту линш; такое уравнеше и иослужитъ аналитическпмъ 
выражешемъ взятой нами лиши, и всймъ лвлешлмъ, связаннымъ съ 
кривой, будутъ соответствовать известным алгебраичесшя пзмйнешя 
ея уравнешя.

В ъ  самомъ деле, если предположить, что точка движется на 
плоскости не подчиняясь никакимъ условгямъ, который могли бы предъ- 
установить ея движ ете, то какукнбы систему координатъ мы ни приняли, 
намъ всегда, очевидно, придется считать координаты данной точки двумя 
переменными величинами, совершенно независимыми другъ отъ друга. 
Но если, иаиротивъ, эта точка должна описывать некоторую определенную 
линш , то намъ, очевидно, придется признать, что координаты нашей точки, 
въ какомъ-бы положены она ни находилась, сохраняютъ некоторое посто
янное и точное соотношеше, которое, разумеется, можетъ быть выра
жено соответствующими уравнешемъ; это уравнеше и явится ясными 
и точными аналитическими опр'едйлешемъ разсматриваемой линш, 
таки какъ оно будетъ выражать алгебраическое свойство, присущее 
исключительно координатами всйхъ точекъ этой линш. Действительно, 
не трудно понять, что если точка не подчинена никакому условно, то 
ея  иоложеше определяется только тогда, когда даны въ отдельности 
обе ея координаты; если-ясе точка должна находиться на определенной 
лиши, то достаточно одной координаты, чтобы вполне определить ея 
иоложеше.' Вторая координата въ этомъ случае явится определенной 
функцгей  первой, или, другими словами, между обеими координатами 
должно существовать некоторое определенное уравнеше, по природе 
своей соответствующее уравнение той лиши, на которой точка должна 
постоянно оставаться. Одними словомъ, если каждая изъ двухъ коор
динат!, точки определяет!, ея иоложеше на некоторой лиши, то обратно—  
услшие, что точка должна постоянно находиться на некоторой опреде
ленной лиши, равносильно услов1ю, что задается величина одной 
изъ координат!,, которая, въ этомъ случай, является вполне зави
сящей отъ другой. Аналитическое соотношеше, выражающее эту за
висимость, можетъ быть обнаружено съ большей или меньшей труд
ностью; но его существоваше, очевидно, всегда должно быть признано, 
даже въ томъ случай, когда наши современный средства недостаточны 
для того, чтобы его обнаружить. При помощи этого простого соображенья 
можно въ наиболйе общемъ виде доказать необходимость изображешя 
линш аналитическими уравнешями, независимо отъ частныхъ повй- 
рокъ, относящихся къ тому или другому определенно лиши, на кото
рый обыкновенно опирается это основное нредложеше.

Обратно, принявъ конечную точку нашихъ разеужденш за исходную, 
также легко выяснить, что каждое уравнеше съ двумя переменными 
необходимо должно быть въ определенной системе координатъ изобра
жено некоторой лишен, причемъ одного только такого соотношения безъ 
всякпхъ иныхъ признаковъ вполнй достаточно для точж го опредйлешя 
.этой лиши. Научное назначите последней -останавливать внимание
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непосредственно на 0бщемъходЬр4 ш енйданногоуравнеш я,которое такпмъ 
5 3  б ,д е « , изображено напболЪе наглядим «. и просгшгъ = бо»м

Это нзображеше ур ав н етй  является одними изъ основныхъ п 
важнМ шнхъ преимуществъ аналитической геометры: благодаря ему 
она въ высшей степени способствовала усовершенствованно самаю  
анализа не только указывая ясно определенную ц'Ьль и неисчерпаем^ ю 
область ’ приложешя, совершенно абстрактнымъ изсл'Ьдовашямъ, но еще 
более непосредственно, давая математиками новое философское средство 
для аналитнческаго разсуждешя, которое ннч'Ьмъ ннымъ не можетъ иьиь

действительно, ч и с т о  алгебраическое изсл'Ьдоваше уравнеш я н е
сомненно съ полнейшей точностью определяете его решенш, но только 
каждое въ отдельности, такъ что общы ходи р е ш е т я  можетъ быть 
найденъ только при помощи длнннаго п утомптельнаго ряда чнслен- 
ныхъ сравнены, после котораго умственная деятельность становится 
обыкновенно вполне истощенной. Напротивъ— геометрическое место урав
нения предназначенное только для нагляднаго п точнаго изображены 
всея совокупности этихъ сравнены, позволяете разематрпвать эгу со
вокупность непосредственно, вполне отвлекаясь отъ детален сравнены, 
2 “  оброзонъ „но можетъ представлять нашему уму о б щ и .а н а л п - 
тическгй обзоръ уравнены, нридти къ которому при помощи иного с по 
соба нами бььло-бы очень трудно въ виду невозможности ясно опре-

ДЬЛИТТа!ГЪ, напрпмеръ, очевидно, что простой взгляд., на^логариемп- 
ческую кривую или на кривую, выражаемую уравнетем ъ у -  зт х, поз- 
воляетъ судить съ большей ясностью объ общемъ ходе изменешя лога- 
риемовъ различныхъ чиселъ или синусовъ въ зависимости отъ ея дуль, 
?ем ъ это было бы возможно при самомъ тщательномъ изучены лога-

настоящее в р ем , со-

— бУ“ ^
точныхъ наблюдены известнаго рода.

Возвращаясь къ изображенпо лннш уравнешямн которое 
житъ основнымъ предметом'!, нашего изслеДо в а н !я -м ы  видпмъ что такое 
изображены настолько верно, что лшпя не можетъ претерпеть даже 
и сачаго незначительнаго изменен!!! безъ того чтобы оно не вызвало 
соответствующ его изменен!!! въ ея уравнен!... Это полное согласо- 
ваш е часто создаете даже особый затруднены, такъ какъ БЪ].ашеи систем 
аналитической геометр!., простым перемещены лишй 
отражаются на у р а в н е т я х ъ  нхъ, какъ и действительный изменены 
пхъ величины или формы. Такпмъ образомъ, мы иогли-бы подверг
нуться риску смешать аналитически одно явлены съ другимъ, есл -оы 
геометры не изобрели остроумнаго спосооа, спещально предназначен 
наго для того, чтобы постоянно различать эти явлены.

Этотъ методъ основаиъ на томъ соображены, что хотя и нельзя 
аналитически но произволу изменять положены кривой 
осей координате, тймъ не менее можно разлпчнымъ ооразомъ измЬ- 
Гя?ь положеше самыхъ о с е й .-я т о , очевидно, пмЪеть таное-же и а ,е н ,е .  
Затемъ уже, при помощи общихъ и очень простыхъ формулъ, кото
рыми производится это перемещены осей, нетрудно узнать, являются- 
ли два различным уравнеш я простыми аналитическимъ выражен.емъ
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той-же "лиши въ двухъ различныхъ ея положешяхъ, или яге эти уравне- 
ш я относятся къ двумъ действительно различнымъ геометрическими 
местами, такъ какъ въ первомъ случае одно изъ данныхъ уравнений 
должно преобразоваться въ другое, при надлежадцемъ измененш осей и 
другихъ иостоянныхъ разсматриваемой системы коордпнатъ.

Впрочемъ, необходимо заметить по этому поводу, что обпця не
удобства указаннаго характера, повидимому, являются совершенно не- 
избелшыми въ аналитической геометрии Мы видели, что идеи поло- 
женгя являются единственными геометрическими идеями, который мо- 
гутъ быть непосредственно сведены къ числовыми представлешямъ; идеи 
лее формы приводятся къ нпмъ только въ томъ случае, если мы бу- 
демъ разематривать форму, какъ соотиошеше положешя; поэтому, пер
вое время анализе необходимо долженъ смешивать явлешя формы съ 
явлешями положешя, который только одни непосредственно выражены 
въ уравнеш яхъ.

Чтобы дополнить философское разъяснеше главнаго принципа, 
служащаго основой аналитической геометрш, я долженъ здесь указать 
иа новое общее соображеше, особенно, какъ мне кажется, пригодное 
для того, чтобы достаточно рельефно обрисовать необходимость нзобра- 
жешя лиши уравнешями съ двумя переменными.

Дело въ томъ, что не только, какъ мы установили раньше, 
каждая определенная лишя неизбежно должна привести къ уравненпо 
между двумя координатами любой ея точки, но кроме того, мы можемъ 
разематривать каждое определение лиши, какъ ея уравнен1е въ соответ
ствующей системе коордпнатъ.

Этотъ принципъ намъ будетъ легко установить, если мы предва
рительно проведемъ строгую логическую грань между различными клас
сами оиределешй. Каждое определеше по необходимости должно строго 
удовлетворять следующему услов1ю: оно должно давать средство отли
чать определяемый предметъ отъ всякаго другого, указывая на такое 
его свойство, которое принадлежишь только ему одному. Но эта цйль 
можетъ быть достигнута двумя весьма различными способами: мы мо- 
жемъ ограничиться простыми отличительнымъ определен1емъ, т. е. 
указашемъ иа такое свойство предмета, которое, хотя и является 
вполне исключительными, тймъ не менее не указываетъ на пропехо- 
ждеше предмета; или-же мы молсемъ прибегнуть къ объяснительному 
определенно, т. е. охарактеризовать предметъ такими свойствомъ, ко
торое выражаетъ одинъ изъ'сиособовъ его происхождешя. Напрнмеръ, 
если мы будемъ разематривать окружность, какъ линш, которая при 
одинаковомъ периметре содерлсптъ наибольшую площадь, то, очевидно, 
будемъ иметь определеше нерваго рода; если-же мы нзберемъ для 
определения окружности то ея свойство, что все точки ея находятся 
на одинаковомъ разстоянш отъ некоторой определенной точки, или 
другое подобное свойство, то будемъ иметь определеше второго рода.

Ясно, впрочемъ, что, говоря вообще, даже въ томъ случае, когда 
мы знаемъ предметъ только но его отличительному определешю, надо 
считать, что можетъ быть найдено и его объяснительное определеше; 
оно явится неизбежными результатами последующего изучешя даннаго 
предмета.

Теперь уже понятно, что къ простыми отличительнымъ опре
делениями нпкакъ нельзя применить общее соображение, о которомъ 
мы упоминали выше, говоря, что каждое определеше лиши неизбежно



является ея уравнешемъ въ некоторой системе коордпнатъ. Эту мысль 
Г м о ж е м ъ  распространить только на действительно объяснительный

°п реС Яо:граничиться только последними определениями, то указанный 
принцнпъ не трудно доказать. Въ самом* деле, очевидно, невозможно опре
делить пропехождеше лиши, не указавъ некотораго соотношешя между 
двумя простыми движен1ями, вращательными или поступательными, на 
который въ каждый моментъ можно разложить дви ж ете описывающей 
кривую точки. Но если составить себе наиболее общее представлеше 
о томъ что такое система координаугъ, и допустить всевозможный 
системы ихъ, то ясно, что упомянутое соотиошеше оудетъ ничемъ 
цнымъ какъ уравнешемъ данной лиши въ некоторой системе коорди- 
натъ, природа которой оудетъ соответствовать природе ироисхождешя

31011 Т а к ?  напримеръ, мы можемъ принять, что обыкновенное опре
дел ен а окружности является непосредственно ш л я Р нь^ \ У ^ не^ °  
этой кривой, если мы примемъ за иолюсъ центрь ея. Г о т о  также, 
элементарное определеше эллипса или гиперболы, какъ кривыхъ про- 
нсходящпхъ отъ движешя некоторой точки, причемъ сумма или раз
ность разстоянш этой точки отъ двухъ другихъ определенных!, 
точекъ остается постоянной, тотчасъ-же приводить къ уравнег 
разематриваемыхъ лпшй у ± х  =  с, если мы примемъ такую систему 
коордпнатъ, въ которой ноложеше точки определяется ея разстояш - 
ями отъ двухъ онределенныхъ точекъ, и допустнмъ, что этими двумя 
полюсами являются данные фокусы; равными образомъ Обыкновенное 
определеше циклоиды прямо даетъ для этой кривой у р а в н е ш е у - т ж  
если принять за координаты каждой точки ту большую или меньшую 
дугу которую она отмечаешь на некоторой окружности съ опреде.л 
нымъ ращусомъ, считая отъ точки касашя этой окружности съ постоян
ной прямой, и прямолинейное разстояше это1г точки касашя до нГк - 
тораго начала, взятаго на данной прямой. Также легко и аналоги - 
нымъ путемъ можно проверить наше ноложеше и относительно обыч- 
ныхъ определены спиралей, эпицнклондъ и т. д. Во вейхъ этнхь сл> 
чаяхъ мы найдемъ, что сущ ествуете некоторая система коордпнатъ,. 
въ которой можно непосредственно получить очень простое Т1>авнеше 
предложенной линш, пзобразивъ только въ алгебраической форме усло- 
вйе, налагаемое самыми способомъ ироисхождешя данной лниш

Помимо своего прямого зиачешя, какъ спосооа полнак , 
нешя необходимости изображёшя лиши уравнешемъ, приведенное 
выше разеуждеше, мне кажется, можетъ принести действительную пользу 
для науки; таки какъ точно характеризуешь ту  основную общую труд
ность, съ которой приходится сталкиваться при депствптельномъ со
ставлены этнхъ уравнешй, и, следовательно даетъ интересное укава-
ш е на надлежащи! путь для иодобныхъ изеледовашй; это тГмъ более 
важно, что для такпхъ нзеледовашн, но самой природе ихъ, нельзя
установить полныхъ и неизменныхъ правили. _ „

В ъ  самомъ дфле, если каждое определите лиши, или по крайней 
м ере те  изъ нихъ, который указываютъ на способъ ея н ронсхож дещ я,. 
даетъ иамъ прямо уравнеш е этой линш въ известной системе коорди- 
натъ или. вернее, само является этимъ уравнешемъ, то изъ этого сле
дуешь что затруднеше, часто испытываемое при нахожденш уравиенш 
некоторой лиши— а это затруднеше бываешь очень большими должно

18|  о . Контъ. Курсъ п о л о ж и т е л ь н о й  ф и л о с о ф ш .
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зависать, главнымъ образомъ, отъ того условгя, которое обыкновенно 
ставятъ себ'Ь, —  выразить аналитически эту лпшю въ данной системе 
координата, вместо того, чтобы допустить одинаково всевозможный 
системы. В ъ аналитической геометрш не вей эти системы могутъ быть 
признаны одинаково удобными; по различнымъ соображеньями— главный 
нзъ нихъ мы раземотрнмъ ниже— геометры почти всегда счптаютъ необхо- 
днмымъ относить кривыя къ прямолинейными координатами въ собствен- 
номъ значены слова. Но изъ вышеизложеинаго легко понять, что часто 
эта единственная система не является именно той, къ которой уравнеше 
данной кривой будетъ непосредственно отнесено на основаны опредЬ- 
лешя ея; следовательно, главная трудность въ составлены уравнешй 
линщ заключается, собственно говоря, въ извйстномъ преобразованы 
системы координата. Разумеется, это разеуждеше никоими образомъ 
не подчиняет'!, составлены уравнены настоящему общему закончен
ному методу, усп'Ьхи котораго былъ-бы всегда и неизбежно обезпеченъ; 
такое предположеше по самой природе вопроса является химеричными; 
но указанная точка зрйшя можетъ си пользой пролить свети на тотъ 
путь, который следуетъ применять для достижешя предложенной 
цёлн. Составнвъ сначала подготовительное уравнеше, прямо выте
кающее нзъ разематрнваемаго опредЬлешя, необходимо будетъ, чтобы 
получить уравнеше относительно системы координата, принятой 
нами за окончательную, постараться выразпть координаты, естест
венно соответствуюнйя способу происхождешя данной лиши, въ 
функцы координата, нрннятыхъ нами за окончательный.

Очевидно, что для этой то части работы и нельзя дать точныхъ 
и непзменныхи указаны. Можно только заметить, что въ нашемъ рас- 
поряжены будетъ т'Ьмъ более средствъ для разрешенья этой задачи, 
чем’ь лучше мы будетъ знать истинную аналитическую геометрш, т. е. 
чЬмъ больше нами будетъ известно алгебраическихъ выражены раз- 
лпчныхъ геометрнческихъ явлены.

Чтобы дополнить философское пзложеше принципа, слулсащаго 
оейовашемъ аналитической геометрш, мне остается указать на сообра- 
жешя относительно выбора вообще наиболее удобной системы коорди
ната; это приведетъ насъ къ ращональному объясненш  предпочтешя, 
единодушно оказываемаго обыкновенной прямолинейной системе. Это 
п редпочтете до сихъ поръ было скорее дЬломъ эмпирически устано- 
вившагося убЬждешя въ превосходстве этой системы, чемъ точнымъ 
результатомъ прямого н глубокаго анализа.

Чтобы сделать определенный выборъ между всеми различными 
системами координата, необходимо тщательно отделить двгЬ обшдя точки 
зрйшя, относящаяся къ аналитической геометрш и обратный по своему 
смыслу: съ одно!'! стороны отношеше алгебры къ геометрш, основанное 
на выраженш лиши при помощи уравнены; съ другой— отношеше гео
метры къ алгебре, основанное на изображены уравнешй при помощи 
линш.

Очевидно, что во всякомъ изеледованш общей геометрш этп двй 
точки зрйшя неизбежно и постоянно переплетаются между собой, такъ 
какъ всегда приходится почти, такъ сказать, незаметно переходить то 
отъ геометрнческихъ соображены къ алгебраическими, то обратно 
отъ алгебраических!, соображены къ геометрическими.

Но т'Ьмъ не менЬе, здесь намъ совершенно необходимо провести 
рЬзкую грань между обЬимп точками зрЬшя; действительно, мы уви-
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димъ, что разсматриваемый нами вопросъ о методе очень далекъ отъ 
того, чтобы оставаться однпмъ и тЪмъ-же съ об’Ьпхъ точекъ зр'Ь- 
H i . iT , такъ что безъ этого раздЬлешя мы не могли-бы составить себе о 
немъ яснаго понятая.

Съ первой точки зрешя, если мы строго ее отд’Ьлимъ, единствен- 
нымъ мотивомъ предпочтенья тон или другой системы координатъ 
можетъ быть только большая простота уравнеш я каждой лиши, и большая 
легкость составлешя этого уравненгя. Однако, легко убедиться, что съ 
этой точки зренья не сущ ествуетъ и не можетъ существовать никакой 
системы координатъ, заслуживающей постояннаго предпочтения передъ 
всеми другими. Действительно, мы выше заметили, что для каждаго 
даннаго геометрическаго определешя можно найти систему координатъ. 
въ которой уравнеш е лиши получается непосредственно и въ которой 
оно, въ то же время, необходимо должно оказаться крайне нростымъ. 
кроме того, эта система неизбежно изменяется въ зависимости отъ при
роды характеризующаго кривую и разсматриваемаго нами свойства ея. 
Итакъ, въ этомъ смысле прямолинейная система координатъ не всегда 
явилась бы наиболее удобной, хотя во многихъ случаяхъ она оказы
вается весьма подходящей; вероятно нйтъ ни одной системы, которая, 
въ известныхъ отдйльныхъ случаяхъ, не была бы предпочтительнее 
ея и, точно также, каждой другой системы.

Напротпвъ, съ второй точки зреш я, дело представляется въ со
вершенно нномъ виде. Въ самомъ деле, не трудно установить, что, 
вообще говоря, обыкновенная прямолинейная система координатъ необ
ходимо должна приспособляться легче, чймъ всякая другая, къ изобра
жение уравненш соответствующими геометрическими местами, т. е. что 
въ ней это нзображеше постоянно проще и вернее. Для доказательства 
этого положешя довольно принять во внимаше, что каждая система коорди
натъ имйетъ целью определить положеше точки ыересечешемъ двухъ л и тй . 
Поэтому, система наиболее удобная для представлешя геометрнческнхъ 
мгьстъ 'будетъ та, въ которой эти две лиши будутъ возможно более 
простыми; это уже сразу ограничиваетъ поле нашего выбора однемн 
прям олинейны м и  системами. На самомъ деле, кроме обыкновенной 
системы, пользующейся въ качестве координатъ разстояшями точки 
отъ двухъ постоянныхъ прямыхъ, очевидно сущ ествуетъ безконечное 
множество спстемъ, заслуживающихъ названья прямолинейны хъ, т. е. 
такихъ, где употребляются для определешя точекъ только прямыя ли
ши; такой была-бы, напримеръ, система, въ которой координатами 
каждой точки служили бы углы, образуемые двумя прямыми, соединяю
щими данную точку съ двумя постоянными точками, и прямой, соеди
няющей эти две постоянный точки. Поэтому наше первое замечаше 
недостаточно для строгаго объяснешя предпочтения, единодушно отда- 
ваемаго обыкновенной системе. Но, изследуя съ более глубокой точки 
зреш я природу всякой системы координатъ, мы нашли, кроме того, 
что каждая ызъ двухъ лиши, п ер есеч е те  которыхъ определяетъ раз- 
сматриваемую точку, должна непременно въ каждый моментъ среди 
условш, ее определяющихъ, заключать одннъ только переменный эле- 
ментъ, даюшдй соответствующих значенья ордината, и несколько дру- 
гихъ постоянныхъ элементовъ; последше и нредставляютъ собою от  
системы, если принять этотъ терминъ въ его наиболее шйрокомъ ма- 
тематическомъ значенш. Переменный элемента необходимъ для того, 
чтобы можно было разсмотрйть вей положешя, а постоянные— для



1 2 -я  л е к ц ш : О с н о в н а я  и д е я  о б щ е й  г е о м е т р ш . 1 8 3

того, чтобы нм-Ьть средства для сравнешя. Во всйхъ прямолинейны хъ  
системахъ каждая изъ двухъ прямыхъ подчинена одному определенному 
условщ , а координата явится сдйдств1емъ перемйниаго условгя. Съэтой 
точки зр'Ьтпя очевидно, вообще говоря, что въ системе, наиболее бла- 
гопр1ятной для построения геометрическнхъ м есть, но необходимости 
переменное услов1е для каждой прямой должно быть возможно проще, 
по скольку для этого не окажется необходимымъ усложнять постоянное 
yc.Tonie. Но изъ всйхъ возможныхъ способовъ опрёдЬлёшя двухъ под- 
вижныхъ прямыхъ самымъ удобнымъ для геометрическнхъ изслйдованш 
является тотъ, прн которомъ направлеше каждой прямой остается не
изменными, и обе one только более или менее приближаются къ не
подвижной оси, или удаляются отъ нея. Было бы, напрпмеръ, очевидно, 
гораздо затруднительнее ясно представить себе перемЗяцеше точки, 
определяемой пересЬчешемъ двухъ прямыхъ, изъ которыхъ каждая 
вращается вокругъ постоянной точки, образуя съ некоторой осью боль- 
шш пли меныпш уголь, какъ это пмеетъ место въ системе координата, 
о которой мы говорили выше. Таково действительное общее объяснеше 
основнаго свойства обыкновенной прямолинейной системы, которая, по 
своей природе, более всехъ другихъ приспособлена для геометриче- 
скаго изображешя уравнешй, такъ какъ легче всего даетъ возможность 
представить себе перемещеше точки въ зависимости отъ пзмйнешя 
величины ея координата. Чтобы вполне усвоить себе все значеше на
шего разсуждешя, достаточно, напрпмеръ, тщательно сравнить обыкно
венную прямолинейную систему съ полярной, въ которой простое и 
легко составляемое геометрическое представлеше о двухъ прямыхъ, 
перемещающихся параллельно соответствующими осямъ, заменяется 
сложной картиной безконечнаго .множества концентрпческпхъ круговъ, 
пересекаемыхъ прямою, вращающейся но условно около постоянной 
точки. Впрочемъ, уже a priori легко представить себе, какое огромное 
значеше должно иметь для аналитической геометрш такое глубоко- 
элементарное свойство, которое должно проявляться на каждомъ шагу 
н значеше котораго должно все более возрастать во всехъ  подобныхъ 
изсяедовашяхъ *).

Если дальше развить наше разсуждеше, при помощи котораго мы 
доказали превосходство обыкновенной системы координата надъ всякой 
другой для цйлей графпческаго изображешя уравнении то мы можемъ 
даже уяснить себе пользу, приносимую въ этомъ смысле обычными 
нравиломъ -—  по возможности избирать взаимно перпендикулярным осп 
координата предпочтительно иередъ косоугольными. Для пзображе- 
шя лиши уравнешями, это второстепенное услов1е не представляетъ 
какого-либо всеобщаго преимущества, какъ и сама природа системы 
(что мы н видели раньше); смотря по обстоятельствами, каждое другое

*) Я должепъ здЪсь ограничиться самымъ общими сравнешемъ, п по
этому не разсмотрЪлъ пЪсколышхъ другихъ элементарныхъ пеудобствъ поляр
ной системы, который, хотя и не имЪютъ такого глубокаго значеш'я, но тЪмъ 
не менее очень серьезны. Такъ, напрпмеръ, полярная система не допускаетъ 
геометрическаго объяснешя для знака рад1уса вектора, н далее иногда указы- 
ваотъ одну точку для н’Ьсколькихъ различныхъ рещ еш й, в с л е д с т е  чего изо
бражен! е уравнешя въ этой системе неизбежно будетъ несовершенно. Но ка
ковы бы ни были эти неудобства, мы не могли принимать ихъ во вшшаше для 
того, чтобы доказать общее превосходство обыкновенной прямолинейной си
стемы, такъ какъ и кроме нея могугь существовать некоторый системы, не 
страдающ¡я подобными недостатками.
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наклонеше осей можетъ оказаться предпочтителыгЬй въ этомъ отноше- 
нГп Но «  обратно» т о , .«  зр*ш я. лог,™ понять, что «  м  
оси постоянно позволяютъ проще и даже в*рн*е нзооражан, Л ‘ 
нешя. Наклонный оси разд*ляютъ пространство на ооластп, не 
вполн* тождественный другъ съ другомъ; поэтому, ^ ™  е̂о“ еТр”  у 
м*сто уравнешя простирается черезъ вс* эти области, го, въ л . 
одного лишь неравенства угловъ, въ очертанш линш произойдут^ из- 
и*неш я, который, не соотв*тствуя какому-либо аналитическому разли 
ч ш ’ по необходимости исказятъ полную точность нзооражошя. примЬ- 
ншваясь къ резтльтатамъ собственно алгебраическпхъ сравненш.

Такъ. напримФръ, у р а в н е т е  х ” ‘ +  ут =  с, которое, въ ви ду  свое 
полной симметричности, должно бы было изображаться кривой, состоя- 
щ еГ и зъ  четырехъ тождествепкыхъ чаете», въ м соугольно» сп етег* 
коордпнатъ бтдетъ представлено лиЙей, состоящей изъ четырехъ не- 
Г в 'н Г ъ  чаете». Яе»5, что и з б р а т ь  этпхъ „еудобетвъ можно только 
одними способомъ —  предполагать, что уголъ между координатными

Предшествующее пзс.тЬдоваше ясно намъ показало, что съ первой 
изъ основныхъ точекъ зр*н!я, постоянно комбппируемыхъ въ аналити
ческой геометрш, прямолинейная система въ узкомъ смысл!, слова 
пм'Ьетъ никакого постоянна™ преимущества передъ всякой другой гп 
такъ какъ она въ этомъ смысл* нисколько не уступаетъ всякой другой 
систем* то ея безусловное и необходимое преимущества для ц*лен 
графически™ нзображен!я уравнен!!! обезпечиваетъ за пен общее пред
п о ч тете . хотя, разумеется, можетъ случиться, что въ нФкоторыхъ част
и ш ь  случаяхъ необходимость упростить уравнения и облегчить и 
составление заставляетъ геометровъ применять мен*е совершенный си
стемы. Действительно, вс* наиболее существенным теорш общей гео
метрш служашдя для аналптическаго изображен!я важн'Ьшпихъ геоме 
трнческихъ явлешй, построены именно съ помощью прямолинепнои с и 
стемы. Если же признается необходимым!, выбрать другую систему, го 
почти всегда останавливаются на полярной систем*, такъ какъ природ» 
этой системы на столько противоположна природ* прямолинейной си
стемы, что уравнешя, являюшДяся въ посл*дней черезчуръ сложными, 
въ первой, вообще говоря, въ достаточной степени упрощаются. П о
лярный координаты часто им*ютъ то преимущество, что им*ютъ бол*е 
прямое и болйе естественное конкретное значеше, какъ напрнм .р . >
механик*, въ геометрическихъ вопросахъ, къ которыми приводить теорш 
вращателъныхъ движ етй, и почти во вс*хъ  случаяхъ небесной

геометрш.
До сихъ поръ, чтобы упростить наше в в ед е те , мы разсматривалн 

основной принннпъ аналитической геометр!н только въ примт.ненш кг, 
плоскими кривыми; ихъ изучеше было единственными предметомъ ве- 
ликаго философскаго обновлетя, ироизведеннаго Декартомъ. 1еперь 
намъ предстоитъ, чтобы дополнить наше важное разъяснеше, показать 
въ общихъ чертахъ, какими образомъ эта основная мысль ш.тла рас
пространена нашими знаменитыми Клэро, около в*ка  спустя, на ошцее 
изслФдоваше поверхностей и лин!й двоякой кривизны. Нам*ченныя 
выше соображешя позволяютъ мп* ограничиться бйглымъ анализомъ 
только дФйствптельныхъ особенностей этого новаго случая.

Для полнаго аналптическаго опред*лешя полоясенш точки въ про
странств*, очевидно, требуется, чтобы были даны значешя трехъ коорди-
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натъ ея; такъ, напрнмйръ, въ наиболее употребительной системй, соответ
ствующей прямолинейной  систем!; въ геометрш на плоскости, необхо
димо указать разстояшя точки отъ трехъ постоянныхъ плоскостей, 
нричемъ обыкновенно прнннмаютъ, что эти три плоскости взаимно пер
пендикулярны; въ этомъ случай точка является пересйчешемъ трехъ 
плоскостей, неизмйняющихъ своего направлешя. Можно бы было также 
воспользоваться разстояшемъ подвижной точки отъ трехъ постоянныхъ 
точекъ; въ этомъ случай точка определялась бы пересйчешемъ трехъ 
сфернческихъ поверхностей съ постоянными центрами. Точно также, 
подожеше точки можно опредйлпть,, указавъ ея разстояше отъ нйкото- 
рой постоянной точкн н направлеше этого разстояшя, опредйляемое 
двумя углами, образуемыми этой прямой съ двумя неизмйнными осями; 
это будетъ полярная система, свойственная геометрш трехъ измйренш; 
въ этомъ случай точка определяется пересйчешемъ шаровой поверхно
сти, обладающей неподвижными центромъ, и двухъ прямыхъ конусовъ, 
съ круговыми основашямп, постоянными осями и неподвижной общей 
вершиной. Одними словомъ, и въ этомъ случай, очевидно, имйется без- 
конечное разнообраз!е различныхъ системъ коордпнатъ, подобно тому, 
какъ мы это вндйли въ геометрш двухъ измйренш.

Въ общемъ, необходимо положить, что точка въ пространствй всегда 
определяется пересйчешемъ какихъ-пнбудь трехъ поверхностей, подобно 
тому, какъ на плоскости— пересйчешемъ двухъ лннш; всйуслов1я, опредй- 
ляюшдя каждую изъ этихъ трехъ поверхностей, должны обладать непзмйн- 
нымъ характеромъ, за нсключешемъ одного, которое и даетъ соответствую
щую координату. Его геометрическое значеше такими образомъ выра- 
жается въ томъ, что оно принуждаетъ точку лежать на данной поверх
ности. Теперь унте ясно, что если вей три координаты точки совер
шенно независимы другъ о'въ друга, то точка можетъ занимать въ 
пространствй любое мйсто. Но если точка должна постоянно оставаться 
на нйкоторои поверхности, заданной какимъ-бы то ни было образомъ, 
то, очевидно, достаточно двухъ коордпнатъ, чтобы определить въ 
каждый моментъ ея положеше, такъ какъ данная поверхность за- 
мйннтъ собою услов1е, налагаемое третьей координатой. Поэтому, не
обходимо съ аналитической точки зрйшя считать эту последнюю 
координату определенной функщей двухъ другихъ, остающихся 
совершенно Независимыми другъ отъ друга. Итакъ, между тремя пе- 
ремйнными чкоордннатами будетъ существовать нйкоторое постоянное 
уравнеше, и притоми только единственное, такъ какъ только въ та- 
комъ случай неопределенность положешя точки будетъ выражена 
вполнй точно. Это уравиеше всегда сущ ествуетъ, хотя найти его мо
жетъ быть болйе или менйе затруднительно; оно будетъ служить ана
литическими онредйлешемъ данной поверхности, такъ какъ вей точки 
ея,— и только онй,— будутъ ему удовлетворять. Если поверхность пре- 
тернптъ какое-нибудь измйнеше, хотя бы простое неремйщеше, то 
уравнеш е должно будетъ претерпйть соотвйтствующее болйе или менйе 
значительное нзмйнеше. Словомъ вей геометричесшя явленья, свойствен- 
ныя поверхностями, можно будетъ передать извйстнымн равносильными 
нмъ аналитическими условлямн, свойственными уравнешямъ съ тремя 
неизвйстными; задача . аналитической геометрнл трехъ измйренш сведется 
именно къ нахождение и разъяснение этой общей и необходимой Гар-
МОШИ.

Наконецъ, если эту-же основную мысль мы раземотрнмъ съ об
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ратной точки зрйшя, то увпдпмъ, что каждое уравнеше съ тремя 
переменными можетъ быть, вообще говоря, выражено геометрически 
определенной поверхностью, которая прежде всего будетъ определяйся 
темъ характернымъ для нея свойствомъ, что координаты всехъ еяточекъ 
будутъ постоянно связаны соотношешемъ, выраженнымъ даннымъ урав- 
нешемъ. Это геометрическое место для одного и того же уравнешя, оче
видно, будетъ изменяться вм есте съ системой координата, которая бу
детъ применена для его построении Возьмемъ хотя-бы прямолинейно ю 
систему;, очевидно, что въ уравненш между тремя переменными х . у . г  
каждое частное зн ач ете, данное я, приведетъ къ уравненш  между х  и у\ 
геометрическое место этого уравнешя будетъ некоторой лишей, нахо
дящейся въ плоскости, параллельной плоскости х у  п отделенной отъ этой 
плоскости разстояшемъ, равньтмъ частному значешю, данному нами г. 
Такимъ образомъ, общее геометрическое место явится какъ бы состав
ленными пзъ безконечноп последовательности лншй, расположенныхъ 
другъ надъ другомъ въ ряду параллельныхъ плоскостей— если отвлечься 
отъ тйхъперерывовъ, которые могутъ представиться— и, следовательно, 
образуетъ настоящую поверхность.

То-же самое мы нашли-бы н при разсмотреяш всякой иной си
стемы координата, хотя намъ было-бы трудно проследить геометри
ческое построеше уравнешя.

Таковъ основный принцииъ— дополнеше къ первоначальной мысли 
Декарта— на которомъ построена общая геометдня поверхностей. Было 
бы безнолезно повторять здесь все наши соображенья, изложенный выше, 
когда мы говорили о лпшяхъ. Каждый самъ можетъ применить нхъ къ 
поверхностями, частью чтобъ доказать, что каждое опредЬлеше поверх
ности на основанья способа ея происхождешя въ действительности яв
ляется непосредственными уравнешемъ этой поверхности въ некоторой 
системе координата, частью, чтобъ определить, какая система коорди
ната пзъ всевозможныхъ различныхъ снстемъ является въ общемъ 
наиболее удобной. По этому поводу я только прибавлю, что необходи
мое превосходство обыкновенной прямолинейной системы для цЬлей 
графическаго изображешя уравненш, очевидно, возрастаетъ въ геомегрш 
трехъ измерёнш сравнительно съ геометр1ей на плоскости; зависнтъ 
это отъ несравненно большей сложности, связанной съ выборомъ вся
кой другой системы. Это утверждеше можно очень наглядно проверить, 
если теперь разсмотреть для сравиешя, напрпмеръ, хотя бы поляр
ную систему, которая для поверхностей такт, же, какъ и для лншй, 
и по теми же'соображешямъ— является наиболее употребительной после 
прямолинейной системы въ собствениомъ смысле слова.

Чтобы дополнить общее нзложеше основного принципа аналнтиче- 
скаго изслРдовашя поверхностей, намъ придется въ четырнадцатой лекцш 
разсмотреть съ философской точки зрения последнее очень важное 
усовершенствоваше, недавно внесенное Монжемъ въ самый основы этой 
теорш для того, чтобы классифицировать лиши въ естественный группы 
по способу ихъ происхождешя, выразнвъ нхъ алгебраически общими 
дифференщальнымн уравнешямп или простыми уравненшми, содержа
щими произвольным функции

Разсмотримъ теперь последнюю основную точку зрйнш аналити
ческой геометрш трехъ измерении Она относится къ алгебраическом) 
представление кривыхъ, разсматриваемыхъ въ пространстве наиболее 
общимъ способомъ. Продолжая следовать тому-же принципу, который
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мы здесь постоянно применяли, т. е. стараясь установить соответстпйе 
между степенью неопределенности геометрическаго места и стененыо 
независимости переменныхъ, мы убедимся, что, вообще говоря, когда 
точка должна быть расположена на некоторой кривой, достаточно од
ной координаты для того, чтобы вполне ее определить: наша точка 
будетъ построена пересечешемъ данной кривой съ поверхностью, опре
деляемой координатой. Итакъ, въ этомъ случае остальныя две коорди
наты точки должны быть разсматриваемы какъ определенный и раз
личный функцш первой.

Изъ этого следуетъ, что всякая д и т я , ' разсматриваемая въ про
странстве, изображается аналитически уже не одними уравнешемъ, а 
совокупностью двухъ уравнешй между тремя координатами любой ея 
точки. Действительно, ясно, съ другой стороны, что такъ какъ каясдое 
нзъ этихъ выраженш въ отдельности изображаетъ некоторую поверх
ность, то ихъ совокупность изображаетъ данную лннш, какъ пересе
ч е т е  двухъ определенныхъ плоскостей.

Таковъ наиболее обшдй способъ алгебрапческаго изображешя лянщ 
въ геометрш трехъ измерешй.

Этотъ принцинъ обыкновенно разсматрпваютъ съ черезчуръ узкой 
точки зрешя, когда говорить, что лпшя определяется системой двухъ 
свонхъ проекций на две координатныя плоскости. Такая система х а 
рактеризуется аналитически той особенностью, что каждое изъ двухъ 
уравнешй линш содержнтъ тогда уже лишь две нзъ трехъ коордннатъ, 
вместо того, чтобы заключать въ себе все три переменный вместе.

Этотъ методъ, въ которомъ лишя разсматрнвается, какъ п ер есеч ете  
двухъ цилнндрическихъ поверхностей, параллельныхъ двумъ изъ трехъ 
осей коордннатъ, помимо того неудобства, что его прпмёнеше ограни
чивается обыкновенной прямолинейной системой, отличается еще и темъ 
недостаткомъ, что вводить безполезныя затруднения въ аналитическое 
представлеше лннш, такъ какъ комбинащя двухъ цилнндрическихъ по
верхностей далеко не всегда является наиболее удобной для составлешя 
уравнешя лиши.

Итакъ, если разсматрнвать это основное п о ю т е  въ его наибо
лее общей форме, то въ каждомъ отдельномъ случае намъ нужно пзъ 
безконечнаго множества тйхъ поверхностей, который, пересекаясь по
парно, могли бы служить для построешя данной линш, выбрать 
пару, легче всего приводящую къ составлешю искомаго уравне
ния, т. е. состоящую пзъ наиболее нзвестныхъ поверхностей. Такъ, 
напрнмеръ, если мы захотпмъ аналитически изобразить окружность въ 
пространстве, мы очевидно должны предпочесть разсматрнвать ее, какъ 
п ер есеч ете  шаровой поверхности и плоскости, а не будемъ пскать 
другой комбинащи поверхностей, которая прнвела-бы къ такому-же 
результату.

На самомъ деле, этотъ способъ представлять себе изображешя 
лннш уравнешямн въ аналитической геометрш трехъ измерешй, по 
самой своей природе, влечетъ за собою неизбежное неудобство: онъ 
приводить къ некоторому аналитическому смешешю въ виду того, что 
та-же самая лишя въ той же системе коордннатъ можетъ быть выра
жена безчисленными парами уравнешй, отвечающими безчнсленнымъ 
парамъ поверхностей, которыя могутъ образовать данную лншю; это 
обстоятельство можетъ представить некоторым затруднешя при распоз- 
наванш лиши во всехъ  алгебранческпхъ видоизменешяхъ, к а т я  для
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нея возможны. Сущ ествуетъ, однако, обшдй и крайне простой методъ 
для устранеш я этого недостатка, причемъ не псчезаютъ н преиму
щества, связанный съ этимъ видомъ геометрическихъ иостроешй.

В ъ  самомъ деле, для этого вполне достаточно, какова-бы ни была 
аналитическая система, первоначально установленная для некоторой 
лиши, уметь вывести нзъ нея систему, соответствующ ую одной паре 
поверхностей едннообразнаго нрои.схождешя,—-нанримеръ, паре двухъ 
цнлиидрнческихъ поверхностей, нроектпруыщнхъ данную лншю на две 
коордпнатныя плоскости; эти поверхности, очевидно, всегда останутся 
тождественными, какнмъ-бы путемъ ни была получена лингя,  ̂ и изме
нятся только тогда, когда изменится сама лиши. Итакъ, выбирая эту 
нензменную систему, которая действительно является наиболее простои, 
мы, вообще говоря, будемъ въ состоянш нзъ первоначальными уравне
ны  вывести уравнешя, соответствуюшдя этому частному построению: 
для этого, при помощи двухъ послёдовательныхъ исключены, мы пре- 
образуемъ ихъ въ два уравнения, содержатся только по две перемён- 
ныхъ координаты и уже въ силу такого услов1я соотвётствующ1я двумъ 
проектирующими поверхностями.

Таково, въ действительности, главное значеше этой геомет
рической комбинации она даетъ намъ неизменное и верное средство 
для опредёлешя тождественности лишй, не смотря на очень значитель
ное иногда различие нхъ уравнены.

После общаго разсмотрёш я основного принципа аналитической 
геометры въ наиболее элементарныхъ формахъ. представляемыхъ нмъ, 
намъ остается еще, для дополнены въ фплософскомъ отношены нашего 
очерка, указать здесь на обидя несовершенства, которыми до снхъ 
поръ еще страдаетъ этотъ приниииъ, какъ относительно. геометры, 
такъ и относительно анализа.

Относительно геометры необходимо заметить, что уравнеш я до 
снхъ норъ могугь выражать только геометрнчесшя места полностью, 
а ни въ коемъ случай не определенный части этнхъ геометрнческихъ 
мёстъ. Однако, во многихъ случаяхъ было бы необходимо иметь воз
можность выразить аналитически отрйзокъ лиши или поверхности, и 
даже прерывныя лиши или поверхности, составленным нзъ ряда отрёз- 
ковъ, нрннадлежащихъ различными геометрическпмъ фигурамъ, какъ 
нанримеръ нериметръ многоугольника или поверхность многогранника. 
Термолопя особенно часто прпводнтъ къ подобными соображениями, къ 
которыми наша современная аналитическая геометрия оказывается бе
зусловно неприложимой.

Тёмъ не менее важно отметить, что за последнее время нзслёдо- 
вашя г. Фурье надъ прерывными функциями начинаюсь уже заполнять 
этотъ значительный пробели и этимъ самыми уже ввели новое с у 
щественное усовершенствонаше въ основную мысль Декарта. Но этотъ 
сиособъ представлешя разнородными или частными формъ основанъ на 
применены тригонометрическими рядовъ, расположенных1!, но сниусамт, 
безконечнаго ряда кратныхъ дуги, или-же на применены онредёлен- 
ныхъ интеграловъ, равносильными этимъ рядами, но обиде йытегр'алы 
которыми неизвестны; поэтому такой сиособъ является еще черезчуръ 
сложными для того, чтобы они моги быть непосредственно введешь 
въ систему собственно аналитической геометры.

Относительно анализа необходимо начать съ признашя, что невоз
можность изобразить геометрически уравнении содержания четыре,
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пять и более перем'Ьнныхъ, подобно тому, какъ мы нзображаемъ все 
уравнешя съ двумя н тремя переменными, не можете быть приписана 
несовершенству нашей системы аналитической геометрии, такъ какъ она, 
очевидно, завнснтъ отъ самой природы предмета. Анализъ неизбежно 
обладаетъ гораздо большей общностью, ч£мъ геометрия, такъ какъ отно
сится ко всЬмъ возможнымъ явленнямъ; поэтому было-бы, съ философ
ской точки зрйшя, неправильно стараться въ однихъ только геометри- 
ческихъ явлеш яхъ постоянно находить конкретное изображен1е вс'йхъ 
законовъ, могущихъ быть выраженными при помощи анализа. Но су
щ ествуете другое, менее валсное несовершенство, которое действительно 
надо считать результатомъ самой точки зреш я, пололсеннон нами въ 
основу аналитической геометрии

Это несовершенство заключается въ томъ, что наше обычное пзо- 
бражеше уравнешй съ двумя и тремя переменными при помощи линий 
и поверхностей, очевидно, всегда является более или менее неполиымъ, 
такъ какъ при построении геомётрическихъ м есть, мы обращаемъ вни
мание только на вещественный ртиетя уравнения, и совершенно упу- 
скаемъ изъ виду мнимыя. Однако общш ходъ мнимыхъ решений, но 
своей природе, допускаете геометрическое изображеше совершенно такъ 
лее, какъ и ходъ решений вещественныхъ. Изъ этого упупцешя сле
дуете, что графическое изображеше уравнешя постоянно является не- 
нолнымъ; нногда-же, когда уравнеше допускаете лнпнпь мнпмыя решения, 
неполнота изображешя обращается въ полнейшее отсутсттее его.

Однако, даже и въ этомъ последнемъ случае, очевидно, следовало- 
бы, съ геометрической точки зрешя, различать уравнешя, настолько 
отличным отъ другихъ, какъ напримеръ следуюищя:

х -  +  у~ +  1 = 0 ,  ж4 + ?/■ *+  1 =  0, у 1 +  ех =  0.

Помимо того известно, что это основное несовершенство часто 
влечете за собою въ аналитической геометрш двухъ и трехъ измерены 
мнолсество второстенеиныхъ неудобствъ въ томъ смысле, что некото
рый аналптичесшя пзмерешя не находятъ соответств]'я въ геометри- 
ческнхъ явлешяхъ.

Одинъ изъ величайшихъ современныхъ геометровъ, г. Пуансо, 
представилъ весьма остроумное и простое сообралсение, еще не оценен
ное вообице но достоинству, которое, если уравнеш я не слишкомъ слояшы, 
позволяете, представить себе графическое изображение мнимыхъ решений, 
ограничиваясь изобралсешемъ ихъ отношений, когда эти отношения веще
ственны *). Но это соображеше, которому нетрудно было-бы придать 
бол4е общую и отвлеченную форму, до сихъ поръ мало пригодно для 
действительнаго применения, такъ какъ методы алгебрапческаго реш е
ния уравнений находятся еще въ стадии крайняго несовершенства, и по
этому видъ мнимыхъ корней часто вполне остается неизвестнымъ или 
лее представляется черезчуръ слолснымъ. Необходимы новыя нзеледо- 
вашя въ томъ-лсе направлении для того, чтобы можно было признать

*) Пуансо показалъ, папримЪръ, въ своемъ прекрасномъ „МемуарЪ объ 
ацадизЪ д^ленИи угла“, что уравнеше х2 -)- у2 -(- а2 =  0, обыкновенно устра
няемое какъ не представляющее геометрнческаго мЪста. можетъ быть очень 
просто и ясно изображено равносторонней гиперболой, которая по отношение 
къ этому уравнению играетъ ту же роль, какъ окружность по отношение къ 
уравнение х2 у2 — а2 =  0.
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этотъ существенный проб'Ьлъ въ нашей аналитической геометрш за- 
полненнымъ.

Попытка фнлософскаго изложения основного принципа аналитиче
ской геометрш, содержащаяся въ этой главе, ясно показала нанъ, чго 
разсматриваемая нами наука имЪетъ главной целью определить, 
вообще, аналитическое выражение _ для того или другого геометри- 
ческаго явлешя, свойственнаго лишямъ и поверхностямъ, и обратно 
открыть геометрическое толкование того или другаго аналитическаго 
соображения.

Теперь намъ предстонтъ разсмотреть,— разумеется, ограничиваясь 
самыми общими н важными вопросами,— какпиъ образомъ геометрамъ 
действительно удалось установить эту прекрасную гармонию и т4мъ 
придать геометрии, разсматрпваемой въ всей ея совокупности, ха- 
рактеръ совершенной рацюнальности и простоты, въ такой высокой 
степени присущи! ей въ настоящее время.

Таковъ 'будетъ главный предметъ двухъ слгЬдующихъ лекций; изъ 
ннхъ одна будетъ посвящена общему наследованию лпшй, другая— об
щему пзследовашю поверхностей.
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Общая геометр!я д в у х ъ  изигЬренш.

Вслйдствйе общепрннятаго до настоящаго времени порядка 
изложешя геометрии истинное назначеше аналитической геометрш 
понимается еще крайне несовершенно, далеко несоответственно 
взгляду, составленному о томъ же предметЬ истинными геоме
трами съ тйхъ поръ, какъ распространеше аналитическихъ ионяий 
на рацюнальную механику позволило возвыситься до нйкоторыхъ об- 
щихъ идеи о математической философии Радикальный переворота., про
изведенный великой идеей Декарта, совершенно еще не оцйненъ по 
достоинству въ современной постановка математнческаго преподавашя, 
даже высшаго. Удивительный методъ Декарта— въ томъ виде, въ кото- 
ромъ онъ преподается и, главное, применяется— сначала какъ будто бы 
не имйетъ иной действительной цели, кроме упрощешя изучешя ко- 
ническихъ сеченш  или некоторыхъ другнхъ кривыхъ, разсматривае- 
мыхъ, однако, всегда одна за другой, въ соответствш съ духомъ геометрш 
древннхъ, а такая цель, безъ сомн4шя, представляется маловажной. 
До сихъ норъ еще невьтяснено достаточно, что истинный отличительный 
характеръ современной геометрии составляющий ея несомненное преи
мущество, заключается въ томъ, что тамъ изучаются въ наиболее об
щей! форме различные вопросы, относящееся къ любымъ лишямъ и 
поверхностями, иричемъ все геометрпчесшя соображешя и изследовашя 
преобразуются въ аналитичеш я. Замечательно, что во всйхъ учрежде- 
ш яхъ, служащнхъ высшему математическому образованно,—  и даже 
въ наиболее знаменитыхъ, пользующихся заслуженной репутащ ей,— до 
сихъ поръ еще не введенъ настоящий догматически! курсъ общей гео
метрии въ ясномъ и полномъ изложенш *).

Однако, такой систематический очеркъ удобнее всего для того,

*) Рутина, которую приходится наблюдать въ этомъ дЪлъ, особенно въ 
преподаван1и низшей математики, ясно показываетъ, что хотя со времени по- 

.я вл етя  геометрш Декарта прошло уже два столЪпя, гЬмъ пе менЪе наше обыч
ное математическое проподавашо далеко еще не соотвЬтствуетъ пастоящему по
ложенно пауки; это, главиымъ образомъ, зависитъ —  чего ннкакъ нельзя скры
вать,—отъ крайней бездарности большинства лнцъ, которымъ поручается эта 
важная отрасль преподавашя, тогда какъ настоянце авторитеты науки не могутъ 
оказывать постояннаго и правильна™ вл1яшя на направлеше математнческаго 
преподавания.

Огюстъ Контъ. Т. I. 13
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чтобы ясно обнаружить философскш характеръ математики, такъ какъ 
онъ съ совершенной точностью раскрылъ бы общую форму отношеш 
абстрактна™ къ конкретному въ математической теорш любого класса
естественныхъ явленш.

Эти соображешя достаточно ясно указываютъ, какую прямую 
особую пользу— помимо его высокаго фнлософскаго значешя можетъ 
пм'Ьть тотъ очеркъ, къ которому насъ приводить теперь планъ нашего

ТРУДа'Итакъ, намъ предстоитъ, исходя пзъ основной идеи, изложенной 
въ предъндущей главе относительно аналитическаго представленш геоме- 
трическихъ формъ, разсмотр'Ьть, какими образомъ геометрамъ удалось 
привести всЬ вопросы общей геометрш къ вопросамъ чнстаго анализа, 
п определить аналптичесше законы вс^хъ геометрическихъ явленш, 
т. е. алгебраически впдоиззйнешя, соответствующая пмъ въ Уравне- 
ш яхъ линш и поверхностей. Сначала я ограничусь только разсмотр . 
шемъ кривыхъ, и даже плоскихъ крнвыхъ, а общее пзучеше поверх
ностей и линш двоякой кривизны отложу до следующей лекцш. Оощее 
направлеше этого труда заставляетъ насъ ограничиться философ
скими разсм отретем ъ наиболее важныхъ общихъ вонросовъ п, главное, 
устранить всякое применеше къ частными формами. Здесь мы должны 
иметь въ виду только одну существенную цель: съ точностью устано
вить какимъ образомъ основная идея Декарта привела къ построение 
общей системы геометрш на ращональныхъ и точныхъ основахъ. Каждое 
другое изеледоваше входило-бы въ рамки сиещальнаго курса по геомет
рии- но что касается даннаго вопроса, то раземотреше его неизбежно 
для’ разрешешя поставленной нами себе задачи. Разумеется, можно по
нять a priori, какъ я указали въ иредъидущей лекцш, что рази только 
предмета геометрическихъ изсл4довашй будетъ представленъ въ анали- 
тическомъ виде, то все признаки и явленш, свойственный этому пред
мету необходимо должны допускать подобиое-же истолковаше. Но ясно, 
что подобное раз су ж д ете  ни въ коемъ случае, даже съ чисто-философ
ской точки зрешя, не можетъ избавить насъ отъ раземотрешя дей
ствительна™ установлены этой общей гарцонш между геометрюй и 
анализомъ, такъ какъ въ противномъ случае мы-бы составили себе о 
ней только смутное, неясное и совершенно недостаточное представленш.

Первый и самый простой вопроси, который можетъ быть предло- 
женъ относительно известной кривой, сводится къ нахождение, по 
уравнешю *) этой кривой, числа точекъ, необходимых!, для ея опреде- 
лешя. Помимо прямого значешя этого вопроса, до сихъ иоръ не раз- 
смотреннаго съ достаточно ращоналыюй точки зрешя. я считаю неоо- 
ходимымъ подробнее остановиться на общемъ решешн указанной элемен
тарной задачи, такъ какъ мне кажется, что оно, въ виду крайней простоты 
соответствующих!, аналитических!, щнемовъ, особенно пригодно по 
своему методу для уяснешя истинна™ духа аналитической геометрш, 
т. е. необходимаго и постоянна™ соотношешя между аострактной и
конкретной точками зрешя.

Чтобы вполне разрешить эту задачу, необходимо различать дв, 
случая: 1) когда предложенная кривая аналитически определяется своими

*) Для определенности изложен!*, я буду постоянно разематривать въ 
этой и следующ ей лекцш, если не будетъ сделано особой оговорки, систему 
обыкновенныхъ прямолннейныхъ коордннатъ.
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наиболее общимъ уравнешемъ, т. е. уравнешемъ, отвечающими всякому 
положение кривой относительно осей и 2) когда кривая определяется 
бол’Ье частнымъ и простымъ уравнешемъ, соответствующими только 
одному определенному ноложешю кривой относительно осей.

Въ первомъ случае очевидно, что услов1е, заставляющее кривую 
проходить черезъ данную точку, равносильно, съ аналитической точки 
зрйшя, условно, чтобы произвольный постоянныя, содержащаяся въ 
общемъ уравненш кривой, имели между собою соотношеше, по
лучающееся отъ подстановки въ данное уравнеше частныхъ координата 
этой точки. Поэтому, такъ какъ каждая точка подчиняетъ постоянныя 
некоторому алгебраическому условно, то для полнаго опредйлешя кри
вой необходимо указать столько точекъ, сколько въ уравненш содер
жится произвольных!, постоянныхъ. Таково общее правило. Тймъ не 
менее следуетъ заметить, что оно можетъ привести къ ошибочному 
заключение и указать на слишкомъ большое число точекъ въ томъ 
случае, если въ предложенномъ уравненш число различныхъ членовъ, 
содержащнхъ произвольным постоянныя, будета меньше, чймъ число 
самыхъ постоянныхъ. В ъ  этомъ случай, очевидно, пршшюсь-бы судить 
о числе точекъ, необходимыхъ для полнаго определешя кривой, только 
по числу этпхъ членовъ; съ геометрической точки зрешя, это пра
вило означало-бы, что разематрнваемыя постоянный мбгутъ подвер
гнуться некоторыми пзмйнешямъ, которым не имелн-бы никакого вл1я- 
ш я на форму самой кривой.

Такой случай нмелъ-бы мйсто, еелп-бы мы, напримеръ, опреде
лили окружности какъ кривую, описанную вершиной угла постоянной 
величины, вращающагося такимъ образомъ, что каждая изъ его сторонъ 
проходитъ черезъ заданную точку.

Необходимо, поэтому, для большей общности, отдельно считать 
число постоянныхъ, входящихъ въ уравнеше, и число членовъ, ихъ со
держащих!,, и устанавливать затемъ число точекъ, необходимыхъ для 
полнаго определешя кривой въ соотвйтствш съ меныпнмъ пзъ этихъ 
двухъ чиселъ, если только они не окажутся равными. Если-же кривая 
первоначально определена только уравнешемъ такого рода, который мы 
назвали выше частнымъ, то при помощи иостояннаго и крайне про
стого преобразовашя легко можно привести этотъ случай къ предъиду- 
щему, надлежащими способомъ обобщая предложенное уравнеше. Для 
этого достаточно отнести кривую, по известными формулами, къ новой 
системе осей, ноложеше которой относительно даниыхъ осей прпзнава- 
лось-бы неопределенными. Еслн указанное преобразоваше не изменитъ 
существенными образомъ аналптпческаго состава первоначальнаго урав- 
нешя, то это будета служить доказательствомъ, что уравнеше было 
достаточно общимъ; въ противномъ случай, оно примета общш форму, 
и тогда уже вопроси легко будетъ разрйшенъ при помощи только что 
установленнаго правила.

Можно даже замйтпть, чтобы еще уиростпть наше р еш ете , что 
подобное обобщеше уравнешя всегда, каково-бы нп было первоначаль
ное 'уравнеше, введетъ три новыя произвольный постоянныя, а именно: 
двй координаты новаго начала и иаклонеше новыхъ осей отпоситсльпо 
старыхъ; такимъ образомъ, не производя даже вычислешя, мы будемъ 
въ состоянш узнать число нронзвольныхъ постоянныхъ, который вой- 
дутъ въ напболйе общее уравнеше и, слйдовательно, прямо указать число 
точекъ, необходимыхъ для опредйлешя данной кривой въ тйхъ случаяхъ,
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■какъ это бы- 
не

по крайней м*р*, когда мы можемъ заранее быть ув*рёны— какъ это 
в а етъ  очень ч а с т о -ч т о  число членовъ, содерж ащ и е постоянный

n Z S  Г — = - к о с т п  можно довести р*-

шен1е э т о Г  задачи, о т д у е т ,,  « й п т ,  ™  т а к ъ =  
опепашя необходимая для решенш задачи, сводится къ простому 
счету то это перечислеше можетъ быть сделано еще рай he, чЬм 
будете получено уравнеш е кривой, по одному ея геометрическому опре-

самомъ М  достаточно съ ото» м >  зрй нн г ра,« o r p f a b  
т н н о е  опред*леше и установить, заданш сколькихъ тою къ , или нр 
мыхъ— по величин* или но наиравленш— или круговъ оно требуете для 
потнаго опред*лешя предложенной кривой. При этихъ условш хъ мы 
узнаемъ такжеГзаран*е, сколько произвольныхъ п остоян н ы й  должно 
войти въ наиболее общее уравнеш е этой кривой, принимая во внима 
eie что каждая постоянная точка, заданная опред*летем ъ. повлечете 
за собой появлеше двухъ постоянныхъ, каждая заданная прямая также 
тоVтт. каждая заданная д ли н а-од н ой , каждая заданная о к р у ж н о ст ь -  
трехъ и 'т  д. Поэтому можно будете сейчасъж е судить о числ* точекъ, 
н еобход и м ы е для опред*лешя кривой,, съ такой же точностью^ какъ 
ести-бы мы им*ли передъ глазами полное общее уравнеш е этой кри 
вой по крайней м*Ре, за исключешемъ т*х ъ  случаевъ 
чтеиовъ содержащпхъ произвольным постоянным, менее шсла иостоян 
ныхъ Но это огранпчеше часто можно будете признавать непрп- 
м'Ьнпмымъ когда анализъ опредЬлешя ясно покажете, что каждое 
нзм'Ьнеше установленныхъ имъ данныхъ,— оудутъ-лн они изменяться 
въ отдельности, или вм ест*— повлечете за собой некоторое пзм 
неше кривой. Но въ т*х ъ  случаяхъ, когда такое ограничена дей
ствительно должно пм*ть место, изложенное соображенie установите 
сначала лишь высшШ пределъ искомаго числа; что же касается до са- 
маго числа, то для его н а х о ж д е ш я  придется, действительно, пр " .  .

къ o6lJoeir¿ ¿ pai” ™  предполагали, что для определен!я кривой поль
зуются безусловно произвольными точками, но, чтооы дополниib ме од , 
необходимо разснотреть тотъ случай, когда въ число пхъ вводятся 
T c o ö u T Z J ,  т. е. точки, отличающаяся отъ вс*хъ  друш хъ кашшъ 
нпбудь характеристпческимъ нризнакомъ, какъ, наиримЬръ, такъ назы 
ваемые фокусъ? в ъ  конический. с*чеш яхъ, щ т ш ы ,  W « ,  точки 
изгиба и возврата. В с *  эти точки характерны т*мъ, что являю гея еди- 
ничными, или, но крайней м*р*, определенными Для Данной кривой 
поэтому каждая изъ пхъ координате является онределепнои--нзвЬсг 
ной или неизвестной— функщей т *х ъ  постоянныхъ, которыя точно ха- 
рактеризуютъ данную кривую. Поэтому, если мы зададим ъ  одну такую 
точку! то мы этими самымъ подчинимъ произвольным постоянный^кри
вой двумъ алгебраическими услов1ямъ, что аналитически соответствуете 
"» » й ю  датхъ обыкновенныхъ точекъ. Итак-,., общее „  крайне простое 
т о п и л о  сводится въ этомъ случай къ тому, чтооы считать за дай 
точки каждую особую точку, какими бы евойствомъ она ни оыда оире- 
дйле,,а^ соблюдая это усл’овш, можно пользоваться установлонаымъ

” ЫШеK m ö e ‘ частное п рилож им  наложенной мною общей T eo p iu  было 
бы здесь не на мест*. Но т*мъ не мен*е я считаю полезными отмЬпнь



но поводу этого примйнешя, что число точекъ, необходймыхъ для пол- 
наго опредйлеМя каждой кривой, хотя и является очень важнымъ усло- 
в1емъ, не связано, однако, такъ тйсно, какъ молено бы было олсидать 
сначала, съ аналитической природой уравнения или съ геометрической 
формой лиши. Такъ, напримйръ,слйдуя указанному выше методу, молено 
найти, что обыкновенная парабола (и далее вей классы нараболъ), лога- 
риемнка, циклоида, Архимедова спираль и т. д., одинаково требуютъ 
четырехъ точекъ для своего опредйлешя, хотя меледу этими кривыми, 
столь различными по своей аналитической и геометрической природй, 
до сихъ поръ еще не удалось открыть ни одного другого общаго 
свойства. Тймъ не менйе вйроятно, что эта аналоия не является совер
шенно обособленной.

За второй интересный примйръ, нзъ основныхъ вопросовъ, 
относящихся къ общему нзелйдовашю линш, я выберу опредй- 
леше центра нйкоторой плоской кривой. Такъ какъ съ геометри
ческой точки зрйшя центръ фигуры характеризуется тймъ свойствомъ, 
что онъ является серединой вейхъ проходящнхъ черезъ него хордъ, то 
отсюда, очевидно, слйдуетъ, что если поместить въ него начало 
прямолинейной системы координатъ, то вей точки кривой, попарно, 
будутъ имйть по отношение къ такому началу равныя и противупо- 
ложныя по знаку координаты. Поэтому молено прямо по уравнешю нй- 
которой кривой судить о томъ, помйщается ли начало координатъ въ 
ея дентрй, или нйгь; для этого достаточно узнать только, нарушается- 
ли это уравнеш е отъ еднновременнаго измйнешя знаковъ двухъ пе- 
ремйнныхъ координатъ; въ томъ случай, если въ уравнешя входятъ 
только алгебраическая, ращональныя и цйлыя функцш, это возмолено 
лишь тогда, когда вей члены будутъ либо четной, либо нечетной сте
пенью, въ зависимости отъ степени уравнешя. Если при этихъ усло- 
вигхъ указанное пзмйнеше знаковъ нарушаетъ уравнеше, то необхо
димо перенести начало координатъ въ неопределенную точку н попы
таться такимъ образомъ воспользоваться двумя новыми произвольными 
перемйнными, введенным^ этпмъ пзмйнешемъ въ наше уравнеше въ 
видй координатъ новаго начала, чтобы уравнеше прюбрйло вышеука
занное свойство по отношешю къ новой системй осей.

Если удастся найти для координатъ новаго начала таю я веще
ственный значешя, что вей выражешя, благодаря которымъ уравнеше 
не нмйло указаннаго аналнтическаго свойства, исчезнуть, то кривая 
будетъ обладать центромъ, и по найденнымъ значешлмъ мы будемъ въ 
состояши опредйлить его положеше; въ противномъ случай будетъ до
казано, что кривая не обладаетъ центромъ.

Среди вопросовъ общей геометрш двухъ измйренш, полное рйше- 
ш е которыхъ завнеитъ только отъ обыкновеннаго анализа, я считаю 
нужнымъ выдйлнть здйсь одинъ вопросъ, относящшся къ опредйленпо 
у слов) ¡1 подобт кривыхъ одного н того же рода, т. е. такихъ кривыхъ, 
которыя задаются однимъ и тймъ лее опредйлешемъ или могутъ быть 
выражены однимъ и тймъ же уравнешемъ, но отличаются другъ отъ 
друга значешями нйкоторыхъ произвольныхъ постоянныхъ, влвдю- 
щихъ на величину каждой пзъ ннхъ. Этотъ вопросъ самъ по  ̂ себй 
является очень важнымъ и представляетъ особенное значеше съ 
точки зрйнш метода, такъ какъ геометрическое явлеше, подлелеащее 
въ этомъ случай аналитической характеристикй, очевидно, внолнй отно
сится къ формй, а никакъ не къ положешю; какъ мы видйли въ
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прошлой лекцш, это обстоятельство всегда приводить къ особаго рода 
затруднешямъ, свойственнымъ нашей системе аналитической геомет- 
рш, въ которой только идеи положешя разсматриваются прямо и 
непосредственно.

Примйнеше дифференщальнаго нсчислешя сейчасъ-лсе нрпвело-оы 
къ рйшешю этой общей задачи, такъ какъ оно прямо распространило- 
бы на крнвыя, какъ эти и следуете, элементарное определеМе подобья, 
установленное для прямолннейньтхъ фигуръ. Действительно, было бы 
достаточно: во 1-хъ вычислить, по уравнению каждой изъ этихъ кри- 
выхъ, уголъ смежности въ некоторой точке н выразить, что этотъ 
уголъ имеётъ одинаковыя значешя для соответствующ нхъ точекъ 
обеихъ крпвыхъ; во 2-хъ, пользуясь дифференщальнымъ вы раж етемъ 
длпны безконечио —  малаго элемента каждой кривой, установить, что 
между соответственными элементами обеихъ кривыхъ сущ ествуете по
стоянное соотношеше. Аналптичесгая услов!я иодоб1я, такимъ образомъ, 
зависели бы отъ двухъ первыхъ пронзводныхъ ординаты но абсциссе. 
Но эта задача можете быть решена гораздо проще и въ то-же время 
въ такомъ-же общемъ виде, хотя и менее прямо, простымъ приложе- 
шемъ обыкновеннаго анализа.

Для этого прежде всего необходимо заметить элементарное свой
ство, которымъ всегда обладаютъ две подобный фигуры любой формы, 
когда оне распололеены параллельно, т. е. такимъ образомъ, что все 
элементы каждый нзъ двухъ фигуръ параллельны соответственно эле- 
ментамъ другой; это очевидно, всегда возможно, благодаря подобно дан- 
ныхъ фигуръ.

Нетрудно убедиться, что если въ этомъ иололсенш соединить по
парно соответственный точки обеихъ фигуръ, то все соедпшпонйя пря- 
мыя по необходимости встретятся въ одной общей точке, нрнчемъ 
отрезки этихъ прямыхъ, заключенные менаду общей точкой и точками 
двухъ подобныхъ фнгуръ, будутъ иметь некоторое постоянное отно- 
ш е те , равное отношений обеихъ фигуръ.

Изъ этого свойства, съ аналитической точки зрешя, вытекаете 
непосредственно, что если поместить начало прямолинейныхъ коордниатъ 
въ отмеченную выше точку, то соответственный точки двухъ подобныхъ 
крнвыхъ будутъ постоянно обладать пропорщальнымн координатами, 
такъ что уравнеш е первой кривой преобразуется въ уравнеш е второй 
при замене х  черезъ т х  и у  черезъ ту, где т будете некоторая про
извольная постоянная, равная линейному отношешю двухъ фигуръ. При
меняя полярныя координаты г  н <? н помещая полюсъ въ ту лее са
мую точку, мы, чтобы сделать уравнения толадествепнымн, должны-бы 
были только въ одной изънихъ нам есто ¿•поставить тг, не изменяя <?.

Поэтому, очевидно, достаточно проверить это алгебраическое свой
ство, чтобы установить нодоб1е. Но если это алгебраическое свойство 
и отсутствуете, то отсюда нельзя еще прямо заключить, что данный 
фигуры не* подобны; можете случиться, что начало или полюсъ не на
ходятся вовсе въ той единственной точке, для которой эти отношешя 
шгЬютъ место, или далее что две крнвыя не находятся въ данной мо
мента въ параллельномъ положено!.

Темъ не менее, легко обобщить и дополнить нашъ методъ и съ той 
и съ другой стороны, хотя на первый взглядъ и кажется, что невозмолено 
аналитически изменить взаимное пололсеше двухъ кривыхъ. Но для 
этого достаточно только изменить, при помощи известныхъ формулъ,
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одновременно н начало и направлеше осей въ снстеме прямолиней
ный координата, или полюсь и направлеше оси въ системе поляр- 
ныхъ координата, производя это изм'Ьнеше только въ одномъ изъ 
двухъ данныхъ уравнений

Зат'Ьмъ попытаемся придать тремъ произвольнымъ постояннымъ, 
введеннымъ этой операщен, ташя значешя, чтобы измененное уравнеше 
пр1обр'Ьло относительно другого то аналитическое свойство, о которомъ 
мы говорили выше. Если при нйкотрыхъ вещественныхъ значешяхъ 
пронзвольныхъ постоянныхъ это отношеше въ самомъ дй-лй будетъ 
нм^ть место, то обе крнвыя подобны; въ противномъ случае будетъ до
казано, что оне не подобны.

Хотя здесь не место останавливаться на частныхъ примйнешяхъ 
изложенной теории однако я считаю полезными сделать по этому поводу 
одно общее замйчаше. Во всехъ случаяхъ, когда уравнеше кривой, по воз
можности упрощенное выборомъ осей, будетъ содержать только одну про
извольную постоянную, вей крнвыя этого рода непременно будутъ по
добными. Можно еще усилить пользу этого замйчашя въ томъ отношенш, 
что, даже не обращаясь къ уравненпо данной кривой, достаточно въ этпхъ 
случаяхъ проверить, не зависптъ ли окончательное опредйлете вели
чины лпнш, на основанш первоначальнаго геометрическаго опредйлешя ея, 
отъ одного единственнаго услов1я *). Если же, напротнвъ, простейшее 
уравнеш е кривой содержнтъ двчъ пропзвольныя постоянныя или больше 
или-же, что совершенно равносильно, если по определенно величина ея 
зависить отъ несколькихъ различныхъ данныхъ, тогда такгя крнвыя 
будутъ подобными лишь при наличности известныхъ соотношенш между 
этими постоянными пли этими данными, соотношений которыя обыкно
венно будутъ заключаться въ пропорциональности этихъ количествъ.

Такъ. напримеръ, все параболы одного порядка, и прнтомъ любаго, 
подобны между собою, также какъ и все логориемнчесшя кривыя, обык- 
новенныя циклоиды, все окружности, н т. д.; тогда какъ два эллипса 
или напримеръ, две гиперболы подобны только въ томъ случае, если 
пхъ оси пропорщонадьны.

Я ограничусь этнмъ небольшими числомъ общнхъ вопросовъ, от
носящихся къ лншямъ н решаемыхъ при помощи обыкновеннаго 
анализа. Къ этимъ вопросамъ не следуетъ причислять опредйлеше 
фокуеовъ, нахождеше 3¿амепцювъ н т. д., н еще несколько подобныхъ 
задачъ: хотя нхъ можно поставить п разрешать для любыхъ крпвыхъ, 
но действительный ннтересъ они представляютъ только по отношенш къ 
коническимъ сйчешямъ. Напримеръ, что касается 3{аметровъ, т. е. 
геометрических!, места середннъ произвольной системы нараллельныхъ 
хордъ, то нетрудно предложить обнцй методъ, дающш возможность вы
вести пзъ уравнешя кривой o6ui.ee уравнеш е всехъ ея д!аметровъ. Но 
подобное изслйдоваше только въ тйхъ случаяхъ можетъ облегчить изу
ч и т е  кривой, когда д!аметры являются болйе простыми и известными

*) Впрочемъ, это свойство, являющееся очевнднымъ с.тЬдств1емъ только 
что изложенной теорш, можетъ быть прямо доказано при помощи очень про
стого соображения. Достаточно заметить, что въ этомъ сл уч ае различным крн
выя такого вида могли-бы совпасть, если бы нхъ построить въ различныхъ 
масш табахъ, откуда ясно вытекаетъ необходимость ихъ подобья.
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лйшями, чемъ первоначальная кривая; более того, действительная 
польза подобнаго изслфдбвашя ограничивается случаемъ, когда вей 
д!аметры— нрямыя линш. Но это усдов1е удовлетворяется только отно
сительно кривыхъ втораго порядка. Для всйхъ остальныхъ кривыхъ 
д1аметры, вообще говоря, являются не более известными кривыми, чемъ 
сами данныя крпвыя, п часто еще труднее поддаются нзучешю 
чемъ первоначальный. Вотъ почему я здесь не считаю нужнымъ вда
ваться въ разсмотреше нн этого, ни подобныхъ ему вопросовъ, хотя въ 
спещальныхъ трактатахъ по аналитической геометрш следовало-бы изла
гать пхъ въ начале и въ наиболее общемъ виде.

Итакъ, я прямо перехожу къ разсмотренпо техъ  теор1й общей 
геометрии двухъ пзмеренш, который могутъ быть вполне установлены 
только съ помощью трансцендентнаго анализа.

Первый и самый простой нзъ этнхъ вопросовъ состоптъ въ опре
делены касательныхъ къ плоскимъ кривымъ. Такъ какъ мы уже имели 
случай въ шестой лекцш указать на общее решеше этого важнаго во
проса, съ каждой пзъ различиыхъ основныхъ точекъ зреш я на тран
сцендентный анализъ, то безполезно возвращаться къ нему здесь. Я 
только замечу по этому поводу, что тамъ, при разсмотренш основной 
задачи, предполагалось, что точка касашя прямой съ кривой известна, 
тогда какъ касательная можетъ быть определена многими другими усло- 
вьямя; ихъ надо свести къ нредъпдущимъ, определяя сначала координаты 
точки касашя^ что въ большинстве случаевъ очень легко сделать.

Такъ, напрнмеръ, если касательная должна проходить черезъ 
точку, лежащую вне кривой, то координаты этой точки должны удо
влетворять общему травнешю касательной, содержащему неизвестным 
координаты точки касашя; эта точка будетъ определена указанными 
соотношешемъ ея коордпнатъ, решенными совместно съ уравнешемъ 
данной кривой.

Точно также, если искомая касательная должна быть параллельна 
данной прямой, то необходимо приравнять обьцш коэффнщентъ, обозна
чающий ея направлеше и выраженный въ функцш коордпнатъ точки ка
сашя, соответствующему коэффнщенту данной прямой; это ус.'клйе, 
вместе съ уравнешемъ данной кривой, дастъ возможность узнать коорди
наты точки касашя.

Чтобы осветить съ более широкой точки зреш я вопросы, относя
щееся къ касательными, можетъ быть полезными выразить определенно 
соотношеше, которое должно существовать между двумя произвольными 
постоянными, содержащимися въ общемъ уравнены  прямой линш, и раз
личными постоянными, свойственными некоторой данной лиши, для 
того, чтобы прямая была касательной къ известной кривой. Для этого 
достаточно заметить, что такъ какъ две постоянный, определиюпця въ 
каждый моментъ положеше касательной, являются известными функщямп 
коордпнатъ точки касашя, то нсключеше этнхъ двухъ коордпнатъ нзъ 
обеихъ формулъ и уравнения данной кривой нриведетъ къ соотноше
ние, независящему отъ точки касанья и содержащему только постоянный 
двухъ линш; это соотношеше и будетъ искомыми аналитическими вы- 
ражешемъ касашя вообще. Такими выраженьями можно бы, напрнмеръ, 
воспользоваться для определены общей касательной къ двумъ дан
ными кривыми, вычисляя две постоянныя,- принадлежаьцья этой пря
мой, по двумъ соотношеьпямъ, являющимся следсттаемъ касатня къ той 
и другой кривой.
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Основной вопросъ о касательныхъ является и схо дн о й  точ к о й  для 
несколькпхъ более или менее важныхъ общихъ изследованш относи
тельно кривыхъ; нетрудно показать зависимость этихъ изследованш отъ 
Teopin касательныхъ. Наиболее прямыми и простымъ изъ этихъ второ- 
степенныхъ вопросовъ является вопросъ объ определения ассимптотъ, 
или, по крайней n ip t ,  прямолинейныхъ ассимптотъ, который, говоря 
вообще, только однй представляютъ интересъ, такъ какъ лишь онй дей
ствительно облегчаютъ изучение кривыхъ. Известно, что ассимптотой 
называется прямая, приближающаяся къ кривой столь близко, 
сколь угодно, но никогда съ ней не встречающаяся точно. П о
этому ассимптоту можно разсматривать какъ касательную съ безконечно 
удаленной точкой касашя. Итакъ, чтобы ее определить, достаточно при
дать безконечное большое значеше координатами точки касашя въ 
двухъ общихъ формулахъ, выражающихъ, въ соответстгш  съ уравне- 
шемъ кривой, две произвольным постоянныя, определяющая положеше 
касательной, какъ функцш этихъ координатъ. Если две нроизвольныя 
постоянныя получатъ тогда вещественныя и совместимыя значешя, то 
данная кривая обладаетъ ассимптотами, и изложенное вычислеше ука- 
жетъ ихъ число и положеше; если-же эти значенгя будутъ мнимыми 
или несовместимыми, то это обстоятельство послужить доказательствомъ, 
что данная кривая, не обладаетъ ассимптотами— по крайней мере, пря
молинейными.

Какъ видно, нахождеше ассимптотъ совершенно аналогично съ 
определешемъ касательной, проведенной черезъ некоторую точку кри
вой, имеющую конечный координаты. Следуетъ только отметить, что 
въ довольно бодыиомъ числе случаевъ искомым значешя представятся 
въ неопределенномъ виде; это общш недостатокъ всехъ алгебраиче- 
скихъ формулъ, хотя, разумеется, онъ чаще встречается въ тйхъ слу- 
чаяхъ, когда иеременнымъ приписываются безконечныя значешя. Но, 
какъ известно, сущ ествуетъ общш аналктическш методъ для нахождешя 
истиннаго значешя подобныхъ выраженш; въ данномъ случае доста
точно будетъ прибегнуть къ нему.

Точно также, хотя и гораздо более косвенными образомъ, можно 
связать съ Teopieîi касательныхъ всю Teopiio различными особыхъ то- 
чекъ; опредЬлеше ихъ въ значительной степени облегчаетъ знакомство 
съ кривой, на которой онЬ находятся. Таковы, напр, точки перегиба, 
кратный  точки, точки возврата и т. д.

Относительно точекъ перегиба, т. е. точекъ, въ которыхъ вогнутая 
часть кривой переходить въ выпуклую, или наоборотъ, необходимо сна
чала изслйдовать аналитически! признаки, непосредственно определяю- 
щш вогнутость или выпуклость; эти же элементы завнсятъ отъ того, 
какими образомъ изменяется направлеше касательной. Когда кривая 
вогнута но направлению къ оси абсцпссъ, она составляетъ съ ней все 
менышй и менышй уголъ, по мйре того, какъ отъ нея удаляется; на- 
противъ, когда кривая выпукла, уголъ, образуемый ею съ осью все бо
лее увеличивается по мйре удалешя отъ этой осн. Поэтому, можно 
всегда по уравнение кривой прямо определить характеръ ея кривизны 
въ каждый моментъ: достаточно только раземотреть, возрастаютъ-ли или 
уменьшаются значения коэффищента, обозначающего наклонеше каса
тельной— т. е. производной ординаты— по мйре того, какъ возрастаетъ 
сама ордината; въ первомъ случае выпуклость кривой обращена къ осп 
абсциссъ; во второмъ— ея вогнутость. При этихъ услов1яхъ ясно, что
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если въ какой ннбудь точке наблюдается перегибъ, т, е̂  изменяется 
знакъ кривизны, то въ этой точке наклонеще касательной достигнет ь 
максимума  или м иним ум а , въ зависимости отъ того, переходитъ-ли 
выпуклость въ в о г н у т о с т ь ,  или наоборотъ. Итакъ, при помощи ооыкпо- 
венной T eop in  m axim a и m inim a мы найдемъ, въ какихъ точкахъ мо
жетъ имйть место это явлеше, причемъ, применяя ее къ данному случаю, 
установнмъ, очевидно, что для абсциссы точки перегиба вторая произ
водная ординаты должна равняться нулю; это ycnoBie достаточно для 
доказательства существовашя такой точки и для определешя ея поло- 
жешя Такимъ образомъ это изследоваше можетъ быть связано съ теорюн 
касательныхъ, хотя оно обыкновенно излагается въ связи съ теорюн 
соприкасающегося круга. То же можно-бы установить, съ большими 
или меньшими затруднешямн, относительно всехъ остальныхъ осооыхъ 

точекъ. ,  __
Вторымъ основными вопросомъ, связанными.съ общими изследова- 

шеми кривыхи и требующими для своего решешя более широкаго при- 
менешя трансцендентнаго анализа, является важный вопроси ооъ из
мерены кривизны  кривыхи при помощи соприкасающегося круга, каса- 
тельнаго въ каждой точке кривой; даже открытая одного этого принципа 
было-бы достаточно, чтобы обезсмертить имя великаго Гюйгенса.

Такъ какъ круги является единственной кривой, обладающей во 
всехъ своихъ точкахъ одинаковой кривизной, обратно пропорщональнои 
величине рад1уса, то. когда геометры задались мыслью подвергну 1ь точ
ному опредедешю кривизну всехъ  остальныхъ кривыхи, они естественно 
должны были сравнивать ее въ каждой точке съ кругомъ, имеющими 
съ нею возможно более тесное соприкосновеше; по этой причине такой 
круги были назвать соприкасающимся, въ отлшпе отъ простыми каса
тельныхъ круговъ, которыми въ той же точке кривой можетъ оыть 
безконечное множество, тогда какъ соприкасающейся круги, очевидно,
всегда одпнъ. .

Разсматривая этотъ вопроси съ другой точки зрешя, легко понять, 
что кривизна некоторой кривой въ каждой точке можетъ быть также 
определена нрн помощи бблыиаго или мёныпаго угла двухъ посль- 
довательныхъ элементовъ, называемаго угломъ смео/сности. Но легко 
убедиться, что обе эти меры но необходимости равнозначущи, такъ 
какъ центръ соприкасающагося круга будетъ теми более удалей ь, чЬмъ 
болйе тупыми будетъ уголъ смежности; ясно далее, что съ аналитической 
точки зреш я выражеше для ра;йуса этого круга непосредственно при
водить къ величине угла смежности. Вследстапе этого очевиднаго совна- 
дeнiя обенхъ точекъ зрешя, геометры должны были предпочесть раз- 
смотреше соприкасающагося круга, такъ какъ оно является более оо- 
щпмъ и болГе пригодными для вывода остальньтхч, геометрическихъ 
теорий, исходящими изъ этого основнаго нредставлешя.

При этими услотпяхъ, наиболее простой и прямой прюмъ для 
определешя соприкасающагося круга будетъ заключаться въ слЬдую 
щеми: нримемъ, согласно методу безконечно малыхъ в ъ  собственномъ 
смысле этого слова, что соприкасавшийся круги проходить черези три 
точки, безконечно близшя къ данной кривой, или, другими словами, чю  
онъ имеети съ ней общими два последовательными элемента; это у сл о те  
ясно о т л и ч и ть  его отъ все,хъ простыхъ касательныхъ круговъ, которьн 
пмеютъ съ данной кривой только одинъ элемента обхцПг.

Изъ этого определешя, если принять во вынмаше построе-
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т е ,  необходимое для того, чтобы описать кругъ, проходящш черезъ 
три точки, сл'Ьдуетъ, что на центръ соприкасающагося круга, или, какъ 
его обыкновенно называютъ, на центръ кривизны  кривой въ каждой 
точке, мы можемъ смотреть, какъ на п ер есеч ете двухъ безконечно блнз- 
кихъ нормалей; такпмъ образомъ вопросъ сводится къ нахождение этой по
следней точки. Но это изследовате нетрудно: составивъ по общему урав
нение касательной некоторой кривой ур ав н ете  нормали, которая должна 
быть перпендикулярна къ этой касательной, въ этомъ посл'Ьднемъ урав- 
ненш изм4нимъ на безконечно-малую величину координаты точки каса- 
шя, чтобы перейти къ безконечно-блнзкой нормали; решая совместно 
эти уравнешя— первой степени относительно двухъ координатъ точки 
пересЬчешя— мы найдемъ две обшдя формулы, выражаюпця координаты 
центра кривизны данной кривой въ некоторой точке. Какъ только от
дуть получены эти формулы, нахож дете рад1уса кривизны не пред
ставить уже никакой трудности, такъ какъ вопросъ сведется къ вычи
сление разстояшя центра кривизны до соответствующей точки кривой. 
Обозначая черезъ а и р  прямолинейный координаты центра кривизны 
некоторой кривой точке, координаты которой будутъ х  и у и обозначая 
черезъ г— рад1усъ кривизны, мы найдемъ съ помощью изложеннаго ме
тода нзв4стныя формулы:

Легко понять, какое значеше шгЬетъ оп ределете радауса кривизны, 
и насколько изследовате общаго хода нзмВненш его въ разлпчныхъ 
точкахъ кривой дол;кно содействовать более глубокому изучеюю этой 
кривой. Этотъ элементъ среди другихъ, пзследуемыхъ обыкновенно въ 
аналитической геометрш, особенно замечателенъ темъ, что непосред
ственно, по своей природе, относится къ самой форме кривой, не за
вися нпкопмъ образомъ отъ ея положешя. Съ аналитической точки зрй- 
шя, онъ требуегь еднновременнаго разсмотрешя двухъ первыхъ про- 
нзводныхъ ординаты.

Теор1я центровъ кривизны естественно приводить къ важному пог 
нятнб объ эволютахъ— кривыхъ, которыя въ настоящее время опреде
ляются, какъ геометричесшя места всйхъ центровъ кривизны кривой въ 
разлпчныхъ ея точкахъ, хотя въ первоначальномъ нзложенш этой отрасли 
геометрш Гюйгенсъ, наоборотъ, вывелъ понятае о соприкасающемся круге 
пзъ понятая объ эволюте, разсматрнвая ее прямо, какъ линпо, развертка 
которой определяла-бы первоначальную кривую или эвольвенту. Легко 
понять, что эти две точки зрешя тождественны. Эволюта, очевидно, по 
отношение къ той кривой, пзъ которой она получается, представляетъ 
два обпця н необходимый свойства, какпмъ-бы способомъ она ни оыла 
получена. Во-первыхъ, ея касательныя являются нормалями эвольвенты; 
во-вторыхъ, длина ея дугъ равна длине соответственныхъ радаусовъ
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кривизны эвольвенты #). Что-же касается пр1ема, при помощи кото- 
раго получается уравнеш е эволюты данной кривой, то ясно, что изъ 
двухъ вышеприведенныхъ формулъ, выражающихъ координаты центра 
кривизны, достаточно исключить, въ каждомъ случай, координаты л и у 
соотвйтственной точки данной кривой, при помощи утравнешя этой крн- 
вой; уравнеш е между ® и ¡5, которое получится лослй такого исключения, 
и будетъ уравнешемъ искомой эволюты. Точно также мы могли-бы р е 
шить вопросъ и въ обратномъ порядкй, т. е. найти эвольвенту но эво- 
лютй. Но надо заметить, что исключеше, аналогичное предъидущему, 
привело-бы въ этомъ случай къ уравнение, содержащему, кромй х  и у,

двй производным -|^§. поэтому, нослй этого подготовнтельнаго пре-

образовашя для полнаго рйшешя задачи нужно было-бы интегрировать 
дифференщальное уравнеше второго порядка; въ виду крайняго несо
вершенства интегрального исчислешя, эта операщя чаще всего была-бы 
невозможна, еслп-бы. по самой природй такого изслйдовашя, искомая 
кривая, какъ я это имйлъ случай указать въ седьмой лекщи. не должна- 
бы представиться особеннымъ рйшешемъ, которое можно получить про- 
стымъ дифференцировашемъ, тогда какъ обшдй интегралъ представили 
здйсь только систему соприкасающихся круговъ; пзучеше же^этой си
стемы не входптъ совсймъ въ предложенную задачу. 1 о-же оостоятель- 
ство будетъ имйть мйсто во всйхъ случаяхъ, когда приходится онредй- 
лять кривтю по нйкоторому свойству ея радауса кривизны.

Этотъ классъ вопросовъ совершенно аналогнченъ болйе простыми 
задачами, составлявшими въ иервыя времена трансцендентнаго анализа 
особую группт вопросовъ подъ назвашемъ „ обратный метода каса
т ельны хо“ : здйсь ставилось цйлью оиредйлить кривую по данному 
свойству касательной въ какой ннбудь точкй ея.

При помощи болйе или менйе сложными геометрическими сообра- 
женш, подобными тймъ. къ которыми приводить эволюты, геометры изъ 
одной II той же первоначальной кривой вывели разный вторичный крн- 
выя; уравнешя послйднихъ могутъ быть получены аналогичными спо
собами. Самыми замйчательными изъ нихъ являются каустическш  кри- 
выя, получаемыя при отраженш или переломленш лучей; первая идея о 
нихъ прннадлежнтъ Чирнгаусу, хотя только Яковъ Бернульи дали нхъ 
истинную общую теорш . Эти кривыя, какъ нзвйстно, образуются поел 1>- 
довательнымъ переейчешемъ безконечно близкими лучей свйта, по пред
положение, отражаемыми отъ первоначальной кривой или преломляе
мыми ею.

Если исходить изъ геометрическаго закона отраженш или преломлешя 
свйта— уголъ падешя равенъ углу отражешя или сннусъ угла прелом
лешя находится въ .постоянномъ иизвйстномн одношенш к ь  синусу угла 
падеш я— то ясно, что нахождеше этихъ кауст ическихъ  лншй своди п и 
къ чисто геометрическому вопросу, совершенно подобному вопросу объ 
эволютахъ, если разематрцвать послйдшя какъ геометрическое мйею 
переейчешя безконечно-близкихъ нормалей. Поэтому указанная^ задача 
аналитически разрйшится аналогичными способомъ, и здйсь оыло-бы 
излишнимъ вдаваться въ подробный указания по этому предмету, только

*) Известная теорема формулирована здЪсь неточно и даже непонятно: 
разность раЫусовъ кривизны равна дуггь эвольвенты, заключающейся меокоу соот- 
вптственными точками. (Прим. 1 ео.).
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выкладки будутъ сложнее, особенно, если не сделать предположешя, 
что падаюнце лучи параллельны или исходятъ нзъ общей точки.

Эволюты, кауетичесшя лиши и все друия лиши, выведенный изъ 
некоторой основной первоначальной кривой при помощи аналогпчныхъ 
построены, образованы ненрерывнымъ перес'Ьчешемъ безконечно-близ- 
кихъ прямыхъ, подчиненныхъ некоторому закону. Но, по возможности 
обобщая это геометрическое соображеше, мы могли бы представить 
себе крпвыя, образуемый ненрерывнымъ пересечешемъ безконечно-близ- 
кнхъ кривыхъ, подчиненныхъ одно н тому же закону.

Этотъ законъ обыкновенно сводится къ тому, что все эти крпвыя 
представляются общимъ уравнешемъ, совершенно произвольнымъ; нзъ 
этого уравнешя отдельный крпвыя выводятся последовательно, путемъ 
подстановки разлнчныхъ значешй на место некоторой произвольной 
постоянной. Въ этомъ случай можно задаться мыслью найти геометри
ческое место точекъ пересечешя последовательныхъ кривыхъ, соответ- 
ствующихъ безконечно-блнзкимъ значешямъ произвольной постоянной, 
если представить себе, что непрерывно изменяется последняя. Лейбннцъ 
первый приступилъ къ подобнымъ пзследовашямъ. который затемъ 
были сильно расширены трудами Клэро и, главнымь образомъ, Лагранжа. 
Чтобы разсмотреть наиболее простой случай, который н былъ только что 
охарактёризованъ мною, очевидно достаточно продифференцировать дан
ное общее уравнеше по разсматриваемой произвольной постоянной, и 
затемъ исключить эту постоянную изъ первоначальнаго уравнешя н по- 
лученнаго дпффенщальнаго уравнешя; такпмъ образомъ мы между двумя 
переменными координатами установимъ уравнеше, независящее отъ 
произвольной постоянной; это уравнеше п будетъ уравнешемъ искомой 
кривой, форма которой часто въ значительной степени будетъ отли
чаться отъ формы производящпхъ кривыхъ. Относительно этого геоме- 
трическаго соотношешя Лагранжъ установплъ интересную общую тео
рему, показавъ, что, съ аналитической точки зрйшя, полученная та
кпмъ образомъ кривая н производятся крпвыя необходимо удовлетво
рять одному н тому-яге дифференциальному уравненио, полный интегралъ 
котораго представить систему производящпхъ, тогда какъ особенное р4- 
шеше соответствует!, кривой точекъ иербсйчетя.

До снхъ поръ я разсматривалъ теорго кривизны кривыхъ сооб
разно" съ духомъ метода безконечно-малыхъ въ собственномъ смысле 
слова; онъ действительно удобнее всйхъ другихъ применяется къ из- 
следовашямъ нодобнаго рода.

Воззреше Лагранжа относительно траснцендентнаго анализа прежде 
всего по природе своей представляло значительным частныя трудности 
для прямого р е ш е т я  нодобнаго вопроса, какъ я это уже заметили въ 
шестой лекщи. Но эти трудности такъ счастливо возбудили генш Ла
гранжа, что привели его къ создание общей теорш соприкасашя. преж
няя теортя соирикасающагося круга является только частными и очень 
простынь случаемъ этой общей теорш.

Для цели нашего труда необходимо теперь ознакомиться съ этой 
прекрасной идеей, которая съ философской точки зрйшя является мо- 
жетъ быть наиболее интересными вопросомъ, затронутыми до сихъ поръ 
аналитической геометрией.
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Сравнюсь какую-нибудь кривую у =  ^(х) съ другой переменной 
кривой г — ч>(х), п постараемся составить себе точное представлеше о 
разлнчныхъ возножныхъ для нпхъ степеняхъ близости въ общей ихъ 
точке, въ зависимости отъ предполагаемаго нами соотношешя между 
функщямп f  н <р. Съ этой целью достаточно принять во внимаще 
вертикальное разстояше крнвыхъ въ другой точшЬ и, затймъ при
ближая последнюю все болйе и более къ первой, сделать это раз- 
стояше настолько малымъ, насколько это допускаетъ соотношеше 
между обеими функщямп / и а. Если черезъ к  обозначить прпращеше 
абсциссы, соответствующее переходу къ этой новой точке, то указан
ное разстояше, равное разности двухъ соотвйтствующихъ ордниатъ, 
можетъ быть разложено, на основанш формулы Тэйлора, по восходя- 
щнмъ степенями к. н выразится рядомъ:

•

Л  =  [/'(ж) -  ? \ х )]к  +  [Г"(х) -  «"(ж)] Д  +  \ Г " ( х ) ^  ? '"(*)] у щ -з  +  • • •

Предположпмъ— это очевидно всегда возможно— к настолько ма
лыми, чтобъ первый членъ ряда были больше суммы вейки осталь- 
ныхъ; тогда, очевидно, кривым г и у будутъ подходить другъ къ другу 
тймъ ближе, чймъ больше членовъ этого разложешя позволить уничто
жить переменная функщя Степень близости обеихъ крнвыхъ будетъ 
следовательно точно определена, съ аналитической точки зрешя, боль
шими или мёныпимъ чпсломъ последовательныхъ производныхъ орди- 
натъ, который въ разсматриваемой точке будутъ иметь одинаковым 
значешя.

Отсюда вытекаетъ важное общее представлеше о разлнчныхъ по- 
рядкахъ болйе или менее совершеннаго соприкасашя; сравнеше со- 
прикасающагося круга съ кругами просто касательными до сихъ поръ 
представляло только частный случай этого общаго понятая. Итакъ, 
первая послй простого пересйчешя степень близости двухъ крнвыхъ 
нмеетъ место, когда первыя производныя ихъ ордпнатъ равны; это —  
каСаше иерваго порядка или— какъ его обыкновенно называютъ— про
стое касаше, такъ какъ долгое время только оно одно н было известно. 
Касаше второго порядка требуетъ, чтобы кроме того и вторым нроиз- 
водныя ф у н к ц ш ./ и  о  были равны; присоединяя къ этому равенство 
третьихъ производныхъ, мы установимъ касаше третьяго порядка и 
такъ до безконечности. Послё касаш я перваго порядка, касашя часто 
носятъ назваше соприкасат й  перваго, втораго и проч. порядковъ.

Касаш я перваго и втораго порядка могутъ быть геометрически 
охарактеризованы следующими общими замйчашемъ: очевидно, что обе 
сравниваемым кривыя имеютъ въ общей точке въ первомъ случай - 
общую касательную, а во второмъ— общш круги кривизны, такъ какъ 
касательная каждой кривой зависни, отъ первой производной ея орди
наты, а круги кривизны— отъ обйихъ первыхъ производныхъ.

Но это соображеше неприменимо для выяснешя геометрической 
идеи касашя выше второго порядка; Лагранжи ограничился въ этомъ 
отношенш указашемъ на общ ее. свойство крнвыхъ, вытекающее непо
средственно изъ вышеизложеннаго изслйдовашя: допустимъ, что кривая 
г  имйетъ съ кривой у  касаш е и-наго порядка, которое аналитически
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выражается -равенствомъ всйхъ пронзводныхъ до производной та-наго 
порядка; тогда никакая другая кривая г, которая принадлежала бы къ 
тому же виду, какъ первая, но удовлетворяла бы только меньшему 
числу аналитическнхъ уеловш, т. е. имйла бы съ кривой у к а с а т е  
низшаго порядка, —  не могла бы пройти между этими двумя кривыми, 
такъ какъ разстояше между ними получило наименьшее значеше, воз
можное при данномъ соотношен1и обоихъ уравнении

Въ томъ случай, когда видъ кривой г, которую мы по отношение 
къ кривизн! сравниваемъ съ нйкоторой данной кривой у, опредйленъ, 
то, очевидно, иорядокъ наиболйе тйснаго ея касашя съ этой кривой 
зависите отъ ббльшаго или менынаго числа произвольныхъ постоян- 
ныхъ, заключающихся въ нанболйе общей форм! ея уравнешя, такъ 
какъ icacanie «-наго порядка требуете п +  1 аналитическнхъ услов1Й, 
которые могутъ быть удовлетворены только въ томъ случай, если мы 
располагаемъ такнмъ лее чнеломъ произвольныхъ постоянныхъ. По
этому прямая лншя, нанболйе общее уравнеш е которой заключаете въ 
себй только двй произвольный постоянный, можете нмйть съ какой-либо 
кривой только касаше перваго порядка: отсюда вытекаете обыкновенная 
теорья касательныхъ.

Такъ какъ въ уравнеши круга содержатся вообще три произволь
ный постоянный, то кругъ можете имйть съ какой-либо кривой касаше 
второго порядка, а отсюда, какъ частный случай, вытекаете прежняя 
Teopifl соприкасающагося круга.

Разсматривая параболу, мы увпдимъ, что такъ какъ въ уравнеши 
ея въ нанболйе общемъ и проетомъ ви д! содержатся -Í произвольный 
постоянныя, то она, при сравненш ея съ какой-либо другой кривой, 
можетъ имйть болйе тйсное касаше, до касашя третьяго порядка; точно 
также эллипсъ молсете имйть касаш е четвертаго порядка и т, д.

Такое разеуждеше можетъ привести къ геометрическому толко- 
ванш  изложенной общей T eopin  касанш и, какъ мнй калштся, дополните 
работу Лагранжа, такъ какъ оно, для прямого опредйленш различныхъ 
порядковъ касашя, указываете на болйе простой и ясный конкретный 
признаки, чймъ раземотрйнный Лагранжемъ.

Дййствительно, такъ какъ большее пли меньшее число произволь- 
ныхъ постоянныхъ, содержащихся въ уравнеши, геометрически изоора- 
жается (какъ мы установили въ начал! этой лекцш) числомъ точекъ, 
необходпмыхъ для полнаго опредйлешя соответствующей кривой, то 
обратно— это послйднее число обозначаете ту степень близости, кото
рая возмолена для данной кривой относительно всякой другой. По, съ 
другой стороны, аналитический законъ, выражающш это к а с а т е  съ по
мощью равенства пзвйстнаго числа иослйдовательныхъ пронзводныхъ 
обйихъ ординате, очевидно, показываете, что о б ! кривыя въ этомъ 
случай имйютъ столько же безконечно близкихъ общихъ точекъ, такъ 
какъ но самой природ! дифференщаловъ ясно, что разность п аго по
рядка зависите отъ сравнешл п  +  1 иослйдовательныхъ ординате.

Поэтому, можно составить себй ясное представлеше о различныхъ 
порядкахъ касашя, утверждая, что оно приводится къ совмйщенпо боль- 
шаго или меныпаго числа безконечно близкихъ точекъ двухъ кривыхъ.

Выражаясь болйе строго, мы, напримйръ, опредйлили бы соприка
сающейся эллипсъ третьяго порядка какъ предйлъ. къ которому стре
мятся эллипсы, проходянце черезъ 5 точекъ данной кривой, но мйрь
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того какъ 4 пзъ этпхъ точекъ, принимаемый памп за* подвижный, 
приближаются къ пятой точке, принятой за постоянную.

Эта общая теор1я касашй, очевидно, по своей природе, можетъ 
все глубже и глубже знакомить насъ съ кривизной некоторой 
кривой, последовательно сравнивая съ ней различный извЬстиыя крн- 
выя. которыя могутъ все тесней и тесней соприкасаться съ изучаемой 
кривой. Это обстоятельство позволило бы определить меру кривизны 
съ любой степенью точности, надлежащимъ образомъ изменяя кривыя 
для сравнешя. По вышепзложеннымъ соображешямъ ясно, что совме- 
ьценье каждой безконечио-малой дугп кривой съ дугой параболы при
вело бы къ более точному определенно меры кривизны этой кривой, 
чемъ прюгЬнеше соприкасающагося круга; сравнеше съ эллипсомъ 
еще более повыспло-бы степень точности, п т. д.: такнмъ образомъ, 
предназначая каждый первоначальный впдъ для более глубокаго пзуче- 
ш я последующаго тнпа, можно было-бы безпредельно совершенствовать 
теорпо кривыхъ. Но такъ какъ необходимо иметь ясное п простое пред- 
ставлеше о кривой, принятой за единицу мйры кривизны, то геометры 
принуждены были отказаться отъ этого высокаго умозрительнаго совер
шенства и ограничиться на практике сравнешемъ всехъ крнвыхъ 
только съ кругомъ, въ виду характерна™  для этой фигуры постоянства 
ея кривизны. Действительно, н'йтъ ни одной другой кривой, которая съ 
этой стороны была-бы достаточно проста и достаточно изучена для 
того, чтобы ее съ пользой можно было применить здесь, хотя теперь ужъ 
известно, что съ отвлеченной точки зренья кругъ далеко не является 
наиболее удобной единицей кривизны. Поэтому Лагранжъ въ конце кон- 
цовъ п ограничился тймъ, что вывелъ изъ свонхъ общихъ положена! 
теорш  сопрпкасающагося круга, которая такпмъ образомъ и была пред
ставлена съ чисто-аналитической точки зрешя. Замечательно даже, что 
онъ изъ одного этого соображения легко вывелъ два основныя свой
ства эволютъ, о которыхъ мы упоминали выше, хотя казалось бы, что 
одннъ аналнзъ мало пригоденъ для нахожденья нхъ.

Я  счелъ необходимымъ разсмотреть теорий касанья кривыхъ въ наибо
лее шпрокомъ п отвлеченномъ виде, чтобы помочь читателю надлежащимъ 
образомъ понять ея истинный характера,. Хотя, въ конце концовъ, ее и при
ходится свести на простое определение соприкасающагося круга, но 
есть тймъ не менее, съ философской точки зрешя, несомненно боль
шая разница, считать ли этотъ п оследи т результата, какъ-бы крайнимъ 
пределомъ усшнй человеческаго духа въ изученш кривыхъ, какъ это 
дйлали до Лагранжа, илп, наоборотъ, разсматривать его какъ про
стой частный случай обширной общей теорш, зная, что на практике 
приходится ограничиваться изследовашемъ этого случая, но въ то лее 
время не забывая, что другья сравнешя могли-бы еще более усоверш ен
ствовать указанную геометрическую теорно.

П осле раземотрешя главнейших!, вопросов!, общей геометрии, от
носящихся кч, свойствамъ кривымъ, мне остается еще указать па 
задачи, связанный съ выпрямлешемъ кривыхъ и квадратурами; въ раз
реш ена! этихъ вопросовъ, согласно объяснен!ю, данному нами ва, 10-ой 
лекцш, и состо.ытъ конечная цель всей геометрш. Но такъ какъ я ужъ 
нмелъ случай (см. 6-ую лекцш) установить обнця формулы, выражаю
щая при помощи известныхъ интегралов!, длину и площадь некоторой 
плоской кривой, уравнеше которой въ прямолинейныхъ коордннатахъ 
дано, и такъ какъ я здесь не имею основанья разсматривать какое-бы
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то ни было прилож ете къ частнымъ крнвьшъ,— то эта важная часть 
нашего предмета представляется уже исчерпанной. Я ограничусь только 
указан¡емъ формулъ для опредйлешя поверхностей п объемовъ тйлъ, 
образу емыхъ вращешемъ плоскихъ кривыхъ около пхъ осей.

Предполо;кнмъ.— а мы всегда имйемъ право сделать подобное 
предположеше— что эта ось вр ащ етя  принята за ось абсдпссъ; пред- 
ставимъ себе затй.мъ. согласно съ духомъ метода безконечно малыхъ, 
который до снхъ норъ является единственнымъ методомъ, прпмйнимымъ 
въ подобнаго рода пзслйдовашяхъ, что абсцисса возрастаетъ на без- 
конечно-малую величину; это приращеше абсциссы определить анало
гичный днфференщальныя ириращешя дуги и площади данной кривой, 
который, при вращеши около оси, образуютъ элементы  искомой по
верхности и нскомаго объема. Легко убедиться, что, пренебрегая только 
безконечно малой величиной второго порядка, мы можемъ разсматривать 
эти элементы, какъ равныя поверхности и объему соотвйтствующаго 
уеЬченнаго конуса или цилиндра, высотою которыхъ будетъ дифферен- 
щалъ абсциссы, а рад[усомъ основанья— ордината разсматриваемой точки. 
Поэтому, если обозначить черезъ S  и V искомую поверхность и искомый 
объемъ, то на основаши простйпшихъ предложена! элементарной геоме- 
T pin непосредственно получатся следующим общ i я днфференщальныя 
уравненгя:

dS=2~ydx, dV=TzyAdx.

Отсюда, если соотношен1е между у и х  будетъ дано для каждаго 
частиаго случая, значешя S  п V  будутъ выражены двумя интегралами:

S='2-x\ydx, T = - j  y2dx, 

взятыми между соответственными пределами.

Таковы неизменным формулы, по которымъ, со времени Лейбница, 
геометры решили большое число иодобныхъ вопросовъ, насколько раз- 
внНе интегральнаго исчислешя допускало такое решен!е.

Можно-бы было также къ числу задачъ общей геометрш двухъ 
измерешй отнести определеше центровъ тяжести дугъ и поверхностей, 
прннадлежащихъ некоторымъ кривымъ, хотя это изыскаше по своему 
происхожден1ю относптся къ ращональной механике. Действительно, 
определяя центръ тяжести, какъ центръ среднихъ разстоятй, т. е. 
какъ такую точку, разетояше которой отъ данной плоскости или оси 
равно среднему ариеметическому разстоятй  всйхъ точекъ даннаго тйла 
отъ этой плоскости пли оси, мы, очевидно, превращаемъ предложенный 
вопросъ въ чнсто-геометрпческш и можемъ его разсматривать, совер
шенно не прибегая къ механике. Но, несмотря на такое разсуждеше, 
которое, какъ мы увидиыъ позже, является очень важнымъ для полнаго 
п более легкаго обобщен1я понятая о центре тяжести, все-же, съ другой 
стороны, несомненно, что въ виду главнаго назначешя этого изследо- 
вашя, впредь слёдуетъ причислять его къ вопросамъ механики; тймъ 
не менее, оно, по своей природе и по аналитическому характеру со,от- 
ветствующаго метода, действительно относится къ геометрш, что меня 
н побудило, забегая впередъ, указать на этотъ вопросъ уже здесь.

Огюстъ Контъ. Т. I. 1 4
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Таковы главнейипе основные вопросы, составляющее въ настоящее 
время систему нашей общей геометрш двухъ нзм’Ьрешй. Мы видели, 
что, съ аналитической точки зрйшя, они могутъ быть разбиты на три 
резко разграниченные класса: къ первому относятся геометрическим 
изыскашя, основанный исключительно на обыкновенномъ анализе; ко 
второму— вопросы, требуюице прим^нетя диффереищальнато исчнслеюя; 
къ третьему— вопросы, разрешаемые только при помощи нитегральиаго 
исчпслешя.

Намъ остается теперь, въ следующей лекцш, съ тои-же точки 
зрешя разсмотрйть систему общей геометрш трехъ измерены.
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Объ общей геометрш тр е х ъ  M3witpeHm.

И эучеш е поверхностей состоитъ изъ ряда общнхъ вопросовъ, со
вершенно аналогпчныхъ вопросамъ.разсмотреннымъ въ предшествующей 
лекщи относительно линш. Наследовать здесь подробно вопросы, за- 
висяшде только отъ обыкновеннаго анализа, было бы безполезно, такъ 
какъ они р'Ьшаютоя при помощи методовъ, по сущ еству совершенно 
подобныхъ уже разсмотр'Ьннымъ выше; таковы вопросы о нахожденш 
числа точекъ, необходнмыхъ для определения поверхности, объ отыска- 
uin центров'!,, о точныхъ услов1яхъ подоб1я двухъ поверхностей одного 
и того же рода, и пр. Аналитически вся разница заключается только 
въ томъ, что вместо уравнешн съ двумя переменными приходится раз- 
сматривать уравнен ¡я съ тремя переменными. Итакъ, я перейду непо
средственно къ вопросамъ, которые требуютъ прнменешя трансцендент- 
наго анализа, обращая особенное внимаше только на новыя соображе- 
шя, возникаю min но поводу поверхностей.

Первая общая теорйя, на которой мы остановимся— этотеор1яка- 
сательныхъ плоскостей. Пользуясь методомъ безконечно малыхъ въ 
собственномъ смысле слова, легко найти уравнеше плоскости, касатель
ной къ некоторой поверхности въ данной точке; она определяется, какъ 
плоскость, совпадающая съ безконечно малой частью поверхности, рас
положенной вокругъ точки касашя. Действительно, достаточно принять 
во вн и м ате, что это yc.io B ie  будетъ удовлетворено, если безконечно- 
малое нриращеше вертикальной ординаты, соответствующее безконечно- 
малымъ прпращешямъ обйихъ горизонтальпыхъ координатъ, будетъ 
однимъ н те.мъ же для плоскости и для данной поверхности, незави
симо отъ всякаго опреДеленнаго соотношешя между двумя последними 
приращешями; въ протнвномъ случае не будетъ совпадешя во всехъ 
налравлешяхъ. На оеноваши этого соображения, аналпзъ непосред
ственно приводить къ общему уравнение касательной плоскости

z - ^ = ^ ( x ~ x 'î +  W {U~ y,)’

где- х \  у ', z 1 обозначаютъ координаты точки касашя.
Поэтому опреде.тсше касательной плоскости, въ каждомъ отдель- 

номъ случай сводится къ простому дифференцированию уравнешя дан
ной поверхности.
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Можно также получить это общее уравнение касательной плос
кости, исходя при составлен«! его только изъ теории касательныхь кь
плоскнмъ кривьшъ.

Для этого необходимо представить себе, что касательная плоскость 
определяется касательными къ двумъ какимъ-нибудь плоскнмъ с >че- 
нИямъ данной поверхности, проведеннымъ черезъ точку касашя: такъ 
обыкновенно и постунаютъ въ начертательной геометрш. Ьслн мы про 
ведемъ плоскости сй ч етп  параллельно двумъ изъ координатных!, 
плоскостей, то непосредственно нолучнмъ указанное уравненле. с)тотъ 
снособъ определенен касательной плоскости даетъ намъ возможность 
легко установить следующую важную теорему общей геометрш, впервые 
доказанную Монжемъ: касательный ко всемъ крпвымъ, которым мог} тъ 
быть проведены на некоторой поверхности черезъ данную ея гочку, 
всегда лежатъ въ одной плоскости.

Наконецъ, мы можемъ еще придти къ общему уравиенно касатель
ной плоскости, разематривая ее какъ плоскость, перпендикулярною къ 
соответствующей нормали, и определяя эту нормаль гЬмъ прямымъ гео- 
метрпчеекпмъ ея свойствомъ, что она является наименьшими, пли наи- 
большимъ разстояшемъ внешней точки до данной поверхности. A^cia- 
точно применить обыкновенны!'! методъ m axim a и minima, чтобы, следу я 
этому определенно, составить оба уравнешя нормали; для этого надо 
выразить разстояше между двумя точками одной лежащей на поверх
ности, и другой— внешней, нричемъ первую сначала следуете прпни 
мать за переменную н только затЬмъ, когда аналитически! у слоты оу- 
дутъ уясе выражены, признать за постоянную, тогда какъ вторую, на- 
оборотъ, первоначально надо принимать за постоянную и, затемъ, за 
подвижную, описывающую искомую прямую. Какъ только уравнешя 
нормали будутъ получены, то нзъ нихъ уже легко вывести уравнеш е 
касательной плоскости. Этимъ остроумными, спрсобомъ составлен!!! урав- 
iieuii! касательной плоскости мы также обязаны Монжу.

Разсмотреннып только что основной вопросъ, какъ это было и для 
кривыхъ, является исходной точкой для большого числа изысканш, сия- 
занныхъ съ определешемъ касательной плоскости, если мы задашь 
точки касашя заменюсь другими равнозначущими условиями. Касатель
ная плоскость, очевидно, не можетъ быть вполне определена задашемь 
одной единственной внешней точки, какъ касательная прямая; для опре
деления этой плоскости необходимо задать прямую, черезъ которую она 
должна проходить; но, за исключешемъ этого пункта, аиалопя является 
полной, и оба вопроса разрешаются одинаковыми прИемами.

T o-же самое имеетъ место, если касательная плоскость должна 
быть параллельной данной плоскости; это условИе определяешь вели
чину двухъ постояиныхъ, задающихъ направленно плоскости, и, следо
вательно, определяете и координаты точки касашя, такъ какъ эти по
стоянный являются для каждой поверхности определенными функщямн 
координатъ точки касашя.

Наконецъ, какъ и для лишй, мы можемъ найти аналитическое 
cooTHouienie, которое въ общей форме выражаете явлеше касашя 
между плоскостью и некоторой поверхностью, не определяя точки этого 
касанья; изъ этого соотношения вытекаете р е ш е т е  несколькихъ ви- 
просовъ, относящихся къ касательнымъ плоскостями, между прочимъ, 
и вопроса объ определении плоскости, касательной одновременно къ
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трэмъ поверхностямъ; эта задача аналогична нахождешю общей каса
тельной къ двумъ крпвымъ.

Общая теоргя соприкасаны между некоторыми двумя поверхно
стями,— соприкасаны, которыя могутъ быть более или менее тесными 
въ зависимости отъ болынаго или меньшаго числа соотношены, свя- 
зывающнхт. уравнеш я дапныхъ поверхностей,— составлена при помощи 
метода, совершенно подобнаго тому, о которомъ мы говорили въ пред
шествующей главе относительно кривыхъ. Мы выражаемъ, при помощи 
ряда Тэйлора для функцы двухъ переменныхъ, вертикальное разстояше 
обеихъ поверхностей во второй точке, смежной съ точкой нхъ пере- 
с'Ьчешя, въ предположен!!!, что горизонтальным координаты этой точки 
нолучаютъ два приращешя к и 1с, совершенно независимый другъ 
отъ друга.

Разсматривая это разстояше, разложенное по возрастающими сте
пенями к  н 1с, н приравнивая нулю последовательно сперва вей члены 
первой степени относительно к и 1с, затени второй и т. д., мы выве- 
демъ аналптичесшя услов!я соприкасашя: различных^ порядковъ, кото
рое можетъ существовать между обеими поверхиостями, въ зависимости 
отъ болынаго или меньшаго числа произвольныхъ постоянныхъ, содер- 
жащихся въ общемъ уравнены той поверхности, которую мы разсма- 
триваемъ, какъ переменную.

Но, несмотря на единообраз1е метода, между этой теор1ей п тео- 
рйей соприкасашя линш имеется существенное различ!е, относящееся 
къ числу условш, такъ какъ въ этомъ случае нами приходится раз- 
сматривать два независпмыхъ приращешя вместо одного. Отсюда, дей
ствительно, можно сделать следугощы выводи: для того, чтобы каждое 
соприкасаше происходило во всфхъ направлешяхъ отъ общей точки, 
необходимо въ отдельности приравнять нулю все различные члены оди
наковой степени, соответствующей порядку соприкасашя; число этихъ 
членовъ будетъ тймъ больше, чемъ выше будетъ данная степень или 
данный иорядокъ соприкасашя.

Такъ, напримеръ, 1фоме равенства двухъ вертикальныхъ орди- 
натъ г, необходимаго для простого пересечешя, мы найдемъ, что со- 
нрикасаше нерваго порядка требуетъ двухъ различныхъ соотношены, 
заключающихся вт> равенстве двухъ частныхъ производныхъ перваго 
порядка отъ каждой вертикальной ординаты. Переходя къ соприкасание 
второго порядка, мы должны будемъ прибавить еще три новыя услов!я, 
принимая во внимая ¡е три различные члена второй степени относи
тельно к и 1с, содержащееся въ выражены разстояшя; для полнаго уни
чтожены этихъ членовъ потребуется равенство трехъ частныхъ произ
водныхъ второго порядка, относящихся къ ординате г  каждой поверх
ности. Такнмъ-же образомъ мы найдемъ, что соприкасаше третьяго по
рядка приводить сверхъ того къ четыремъ другимъ соотношешямъ, и 
т. д.; число частныхъ производныхъ каждаго порядка постоянно остается 
равнымъ числу членовъ соответствующе!! степени относительно к п 1с. 
Легко заключить пзъ этого, что, вообще говоря, общее число различ
ныхъ условий, необходим ыхъ для соприкасашя п-наго порядка, равняется

(п +  И (п +  тогда какъ для кривыхъ это число равнялось просто п +  1.

Вследств!е одного этого существениаго различ!я, теор1я поверхно
стен далеко не является въ этомъ отношены такой-лсе легкой и не 
представляетъ такого-же совершенства, какъ теоры линш.
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Если ограничиться сонрнкасашемъ нерваго порядка, то соотвйт- 
Ств1е будетъ полнымъ, такъ какъ это соприкасаше требуетъ только 
трехъ условШ, которыми всегда ложно удовлетворить при помощи трехъ 
пронзвольныхъ постоянныхъ, содержащихся въ общемъ уравненш пло
скости; отсюда, какъ частный случай, вытекаетъ теор(я касательныхъ 
плоскостей, совершенно аналогичная теорш касательныхъ къ кривымъ, 
и являющаяся одинаково полезной при пзученш формы всякой поверх
ности Но дйло представится въ иномъ видй, если разсматривать соирн- 
касаше второго порядка, чтобы измерить кривизну поверхностен.

Въ этомъ случай было-бы естественно сравнить вей поверхности 
съ шаровой поверхностью, такъ какъ она. одна обладаетъ постоянпо11 кри
визной, подобно тому, какъ вей кривым мы сравнивали съ ьругомъ. 
Но такъ какъ соприкасаше второго порядка между двумя поверхностями 
требуетъ шести условш, а общее уравнеше шаровой поверхности со- 
держитъ только четыре произвольным постоянный,— то невозможно для 
каждой точки нйкоторон поверхности найти шаровую поверхность, со
вершенно соприкасающуюся во вейхъ наиравлешяхъ; между тймъ, какъ 
мы вндйли выше, безконечно-малую дугу кривой всегда можно внолнй 
совмйстить съ нйкоторой дугой круга. Въ виду невозможности измйрить 
кривизну новерхностн въ каждой точкй при помощи единственной шаро
вой поверхности, геометры опредйлилп координаты центра и раддусъ 
такой шаровой поверхности, которая, хотя и не соприкасается одинаково 
во вейхъ наиравлешяхъ, но обладаетъ этимъ свойствомъ въ одномъ на
правлении соотвйтствующемъ данному отношение между двумя нрира- 
щешями к н к. В ъ этомъ случай, чтобы установить относительное 
соприкасаше второго порядка, достаточно прибавить къ тремъ ооычнымъ 
услов1ямъ сопрнкасашя нерваго порядка одно услов1е, выражающее, что 
вей члены второй степени относительно к и 1с, разематриваемыя сов- 
мйстно, обращаются въ нуль, причемъ не нужно вовсе приравнивать нулю 
каждый въ отдйльности; число соотношений въ этомъ случай будетъ равно 
только числу пронзвольныхъ постоянныхъ, содержащихся въ уравненш 
шаровой поверхности, которая, такнмъ образомъ, окажется внолнй опре- 
дйленной.

Этотъ способъ приводить по сущ еству къ пзученш  кривизны но
верхностн въ каждой точкй съ помощью кривизны разлнчныхъ кривыхъ, 
который получились-бы на этой поверхности при переейченш ея ряДомъ 
плоскостей, ироведенныхъ черезъ соотвйтствуюице нормали.

Исходя изъ общей формулы, выражающей ра;цусъ кривизны 
каждаго изъ этихъ нормальныхъ ейчешй въ функцш его направлении 
Эйлеръ, которому почти всецйло принадлежит^ вся эта теорш, открыли 
нйсколько важныхъ теоремъ, относящихся къ любыми поверхностями.

Они сначала безъ труда установили, что между вейми нормаль
ными ейчешями нйкоторой поверхности въ одной и той-же точкй можно 
различать два главныхъ, кривизна которыхъ, въ сравнен!и съ кривиз
ной вейхъ остальныхъ, будетъ для первой —  минимальной, а для вто
рой— максимальной. Плоскости этихъ ейчешй замйчательны тймъ, что 
онй постоянно перпендикулярны другъ къ другу. Затймъ они показали, 
что какова-бы ни была данная поверхность, и даже независимо отъ ея 
опредйлешя, кривизны этпхъ двухъ новыхъ ейчешй достаточно, чтобы 
внолнй опредйлить кривизну всякаго другаго нормальнаго ейчешя съ 
помощью неизмйнной и очень простой формулы, въ зависимости отъ 
наклонешя плоскости этого ейчешя къ плоскости ейчешя съ наиболь
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шей или съ наименьшей кривизной. Разсматривая эту формулу, какъ 
полярное уравнеше некоторой плоской кривой, онъ вывелъ изъ нея 
остроумное построеше, въ высшей степени замечательное по своей 
общности и простоте; оно заключается въ следующемъ: построимъ 
такой эллинсъ, чтобы разстояшя одного изъ его фокусовъ до двухъ 
кондовъ большей оси были-бы равны рад1усамъ наибольшей и наимень
шей  кривизны; тогда рад!усъ кривизны каждаго другого нормальнаго 
сечеш я будетъ равенъ тому изъ рад1усовъ-векторовъ эллипса, который 
составить съ осью уголъ вдвое болыпш, чймъ уголъ наклонешя плос
кости даннаго сечеш я къ плоскости одного изъ главныхъ сеченш.

Этотъ эллипсъ обращается въ гиперболу, построенную съ помощью 
того же щлема, въ случае, если вогнутости двухъ главныхъ сеченш 
направлены въ разные стороны; наконецъ, онъ становится параболой, 
если данная поверхность принадлежите къ классу такихъ поверхностей, 
который могутъ быть произведены перемещешемъ прямой лиши, или- 
же если она въ данной точке представляетъ перегибъ.

Изъ этого пзящнаго основного соотношешя позднее было выве
дено много более пли менее интересныхъ второстепенныхъ теоремъ; 
но здесь не место ихъ разсматрпвать. Я долженъ остановиться только 
на основной теореме Менье, дополняющей трудъ Эйлера и связываю
щей кривизну всехъ  кривыхъ, который могутъ быть проведены на 
поверхности черезъ одну и ту-же точку, съ кривизною нормальныхъ 
сеченш ,— единственныхъ сеченш, разсмотренныхъ Эйлеромъ. На осно- 
вашн этой теоремы, центръ кривизны каждаго наклоннаго сечен ¡я можно 
разсматрпвать, какъ проекщю на плоскость этого сечеш я центра кри
визны, соответствующего нормальному сеченш , проходящему черезъ 
ту-же касательную: отсюда Менье вывелъ очень простое построеше, 
согласно которому, применяя кругъ, аналогичный эллипсу Эйлера, 
можно определить кривизну наклонными сечешй. зная кривизну нор
мальныхъ сеченш; такимъ образомъ, комбинируя эти две теоремы, 
достаточно знать кривизну двухъ главныхъ нормальныхъ сечешй, 
чтобы определить кривизну всехъ  остальными кривыхъ, который 
могутъ быть проведены на некоторой поверхности черезъ данную ея 
точку.

Изложенная теор1я позволяете вполне наследовать, точка за точкой, 
кривизну всякой поверхности. Чтобы легче связать между собой замй- 
чашя, относящаяся къ различными точками той-же поверхности, геометры 
пытались определить такъ называемый линги кривизны  поверхностей, 
т. е. линш, обладающая тймъ свойствомъ, что на смежный нормали къ 
поверхности, проходящая черезъ нихъ, можно смотреть, какъ на лежа
ния въ одной плоскости. Черезъ каждую точку любой поверхности про
ходите две такихъ линш, всегда перпендикулярный другъ къ другу, на- 
правлеше которыми въ начале совпадаетъ съ направлешемъ двухъ 
нормальныхъ сеченш, разсмотренныхъ выше; это обстоятельство можете 
избавить отъ необходимости разсматрпвать носледшя. Определеше липш 
кривизны производится очень просто для наиболее известными поверх
ностей. напр, для цилиндрическими, коническими и поверхностей вра- 
щешя. Это новое основное понятие сделалось исходной точкой для 
несколыш хъ другими общихъ изысканий, обладающими не меньшими 
значешемъ, какъ напр, относительно поверхностей кривизны, т. е. та
кими поверхностей, который являются геометрическими местами цент- 
ровъ кривизны различными главныхъ сеченш, или-же относительно раз



вертывающихся поверхностей, образуемыхъ нормалями къ поверхности 
въ разлпчныхъ точкахъ линш кривизны.

Чтобы закончить разсмотр4ше теорш кривизны, мн4 остается еще 
указать въ общпхъ чертахъ на соображешя, относящаяся къ кривымъ 
двоякой кривизны, т. е. къ такимъ кривыми., которыя не лежать въ 
одной плоскости.

Что касается опред’Ьлешя ихъ касательиыхъ, то оно, очевидно, не 
представляетъ никакой трудности. Если кривая аналитически задана 
уравнениями ея проекцш на две коордннатныя плоскости, то уравне- 
шями касательиыхъ къ этой кривой будутъ просто уравнешя касательиыхъ 
къ этимъ проекщямъ; такимъ образомъ этотъ вонросъ приводится къ 
общей теорш плоскихъ кривыхъ. Если-же,' съ более общей точки зрй- 
шя, кривая аналитически определяется, какъ это было показано въ 
X II лекцш, системой уравненш двухъ поверхностей, причемъ данная 
лишя является ихъ пересйчешемъ. то касательную необходимо разсма- 
трпвать, какъ пересечеш е двухъ плоскостей, касательиыхъ къ этимъ 
двумъ поверхностями, и задача будетъ сведена къ вопросу о касатель- 
ныхъ плоскостяхъ, разрешенному нами выше.

Кривизна этого рода кривыхъ приводитъ къ установлешю новаго 
и весьма важнаго поняыя. Въ самомъ д4ле, въ плоской кривой мы 
можемъ съ достаточной точностью оценить кривизну, измеряя большш 
или меныпш уголъ между двумя последовательными элементами, кото
рый косвенно определяется рад1усомъ соприкасающагося круга. Но для 
кривой, не лежащей въ одной плоскости, дело представляется въ совер
шенно нномъ виде. Такъ какъ последовательные элементы кривой въ 
этомъ случае не лежать уже больше въ одной и той-же плоскости, то 
для того, чтобы составить себе точное понятие о кривизне, необходимо 
разсматрпвать въ отдельности углы, образуемые ими другъ съ другомъ, 
а также взаимный наклонешя т ех ъ  плоскостей, въ которыхъ они ле
жать. Поэтому, прежде всего, необходимо установить, какую плоскость 
мы будемъ постоянно принимать за плоскость кривой', эту плоскость 
можно определить съ помощью трехъ безконечно близкихъ точекъ, и 
поэтому она называется соприкасающейся плоскостью; она непрерывно 
изменяется при переходе отъ одной точки къ другой. Какъ только по- 
ложеше этой плоскости будетъ найдено, измереше обыкновенной кри
визны съ помощью соприкасающагося круга не представить улсе, оче
видно, никакихъ новыхъ затрудненш. Что-же касается второй кривизны, 
то она измеряется величиной угла, образуемаго двумя последователь
ными соприкасающимися плоскостями; ея аналитическое выражеше, 
вообще говоря, легко можетъ быть найдено. Чтобы еще увеличить ана- 
логпо между теор!ен этой кривизны и теор!ей обыкновенной кривизны, 
мы могли-бы ее измерять, также косвенно, съ помощью рад1уса сопри
касающейся шаровой поверхности, проходящей черезъ 4 безконечно- 
близшя точки кривой; уравнеше этой шаровой поверхности составляется 
по тому-же прьему, какъ и уравнеше соприкасающейся плоскости. Рад1усъ 
ея обыкновенно определяютъ, какъ т а х н т ш т  кривизны, представляемой 
въ разсматриваемой точке развертывающейся поверхностью, которая 
является геометрическнмъ местомъ касательиыхъ къ данной кривой.

Мы должны теперь перейти къ разсмотренио вопросовъ общей 
геометрш трехъ нзмеренш, решаемыхъ съ помощью интегральнаго 
исчислешя. К ъ этимъ вопросамъ принадлежать квадратуры кривыхъ 
поверхностей н кубатуры соответствующ ихъ имъ объемовъ.

• 2 1 4  О . Контъ. К у р с ъ  'щ о л о ж н т к л ь н о й  ф и л о с о ф ш .
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Что касается квадратуры кривыхъ поверхностей, то для состав- 
лешя общаго дифференщальнаго уравнешя необходимо представить себе, 
что поверхность разделена на безконечно-малые во всехъ направлешяхъ 
плосше элементы четырьмя плоскостями, прнчемъ две нзъ этнхъ пло
скостей перпендикулярны къ оси иксовъ, а две— къ оси игрековъ. 
Каждйй из'], этихъ элементовъ лежптъ въ соответствующей касательной 
плоскости; горизонтальной его проекщей, очевидно, будетъ прямоуголь- 
ннкъ, образуемы!! дифференщалами двухъ горизонтальныхъ координатъ, 
и обладающий площадью, равной Их с1у. Изъ этой площади мы, на осно- 
ванш простой элементарной теоремы, можемъ вывести площадь самаго 
элемента, деля площадь проекщи на косинусъ угла, образуемаго каса
тельной плоскостью съ плоскостью ху. Такимъ образомъ, мы найдемъ, 
что общее выражеше этого элемента будетъ:

Поэтому, въ каждомъ отдельномъ случае, площадь данной поверх
ности определится двукратньшъ пнтегрировашемъ этой дифференщаль- 
ной формулы по двумъ переменнымъ, насколько позволить намъ это 
сделать современное несовершенство интегральнаго исчислешя. Пре
делы каждаго последовательнаго интеграла будутъ определены видомъ 
техъ  поверхностей, который, пересекаясь съ разсматрнваемой поверх
ностью, ограничить часть ея, подлежащую измерению; поэтому, при при
менены изложеннаго общаго метода,необходимо обращать особоевннма- 
ше на способъ - определения произвольныхъ постоянныхъ, или произ
вольными функций, вводнмыхъ пнтегрировашемъ.

Что-же касается вычпслешя объемовъ, ограннченныхъ кривыми 
поверхностями, то та-же система плоскостей, при помощи которой мы только 
что определили дифференщалъ площади, можетъ служить намъ также 
непосредственно для разложешя объема на многогранные элементы. 
Действительно, ясно, что безконечно-малый объемъ второго порядка, 
заключенный между этими четырьмя плоскостями, должеиъ быть, по 
смыслу метода безконечно-малыхъ, прправненъ прямоугодному параллеле
пипеду, высота котораго равна вертикальной ордннатъ л разсматрнваемой 
точки, а основные равно с1х Лу, такъ какъ разница между этимъ тЧ- 
ломъ и разсматрнваемой частью пространства, очевидно, есть величина без- 
конечно-малая, третьяго порядка, меньшая с1х (1у Лг. Отсюда, на осно
ваны одной изъ нростейшцхъ теоремъ элементарной геометры, мы прямо 
выведемъ для дифференщальнаго выраженья нскомаго объема следую
щее общее уравнеше:

Изъ этихъ формула, после двукратнаго пнтегрнровашя мы для 
каждаго отдельнаго случая выведемъ действительную величину пско- 
маго объема, причемъ, какъ н въ первомъ случае, необходимо обра
тить внимаше на определеше пределовъ каждаго интеграла, въ зави
симости отъ вида поверхностей, которыми данный объемъ будетъ огра- 
ничёнъ съ боковъ.

ЗдЬсь не место вдаваться въ катя -бы  то ни было подробности отно
сительно окончательнаго р е ш е т я  этихъ двухъ основныхъ вопросовъ; 
было-бы, однако, не безполезно показать на этнхъ дпфференщаль-

(I- V  =  г  с1х с1у;
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ныхъ уравнеш яхъ общую и своеобразную аналогию, которая по необ- 
ходимости стщ ествуетъ между этими вопросами и которая позволяв и> 
преобразовать всякое нзсл’Ьдоваше относительно квадратуры въ соот
ветствую щ ее нзследоваше кубатуръ. Въ самомъ деле, легко убедиться, 
что оба дифференщальныя уравнешя отличаются другъ отъ друга только 
темъ, что при переходе отъ второго къ первому на место г  приходится 
поставить

Поэтому, площадь некоторой кривой поверхности можетъ счи
таться численно равной объему тела, ограниченнаго такой поверхностью, 
что ея вертикальная ордината постояно равна по своей величине 
секансу угла, образуемаго горизонтальной плоскостью съ касательной къ 
первоначальной поверхности. Разумеется, мы предполагаемъ, что пре
делы въ обоихъ случаяхъ одинаковы.

Что закончить философски! разборъ общей геометрш трехъ изме- 
ренш, мне остается еще въ общнхъ чертахъ разсмотреть изящную и 
глубокую мысль Монжа относительно аналитической классификацш по
верхностей въ пхъ естественный семейства; эти классификацш надо 
считать самымъ замечательными усовершенствовашемъ, которое гео
метрш получила со времени Декарта и Лейбница.

Приступая къ изученш  частныхъ свойствъ различныхъ поверх
ностей съ общей точки зрйшя, мы прежде всего нспытываемъ нзвест- 
ныя затруднешя вследств!е отсутств1я хорошей классификацш, осно
ванной на наиболее существенныхъ геометрнческихъ прнзнакахъ и въ 
то-же время достаточно простой. Съ самаго основашя аналитической 
геометрш, геометры совершенно безсознательно стали классифицировать 
поверхности, какъ и кривыя, по степени н форме ихъ уравнешй, т. е. 
на основанш едннственнаго принципа, который самъ собою представ
ляется человеческому уму въ качестве основанш для подобнаго раз- 
делешя.

Но легко понять, что этотъ принципъ классификацш, вполне при
менимый уравнешямъ первой и второй степени, не удовлетворяетъ ни 
одному изъ основныхъ условш, который должны быть соблюдены при 
такомъ труде. Въ самомъ деле, известно, что Ныотонъ, изследуя общее 
ур а в н е т е  третьей степени съ двумя переменными, показали, что если 
даже ограничиться простыми перечислешемъ различныхъ плоскихъ кри- 
выхъ, который могутъ быть изображены этими уравнеш емъ,— то, хотя 
все эти кривыя и являются безусловно неопределенными во в сехъ  отно- 
ш еш яхъ все-таки необходимо различать 74 различныхъ вида ихъ, ко
торые также отличны другъ отъ друга, какъ три кривыя второго по
рядка.

Хотя никто не изследовалъ съ этой-же точки зреш я уравненш 
четвертой степени съ двумя переменными, однако не подлежитъ со- 
мненш , что оно дало бы еще гораздо более значительное число раз- 
лнчныхъ кривыхъ; и это число, очевидно, съ чрезвычайной быстротой 
возрастало-бы съ возрасташемъ степени уравнешя.

Если мы перейдемъ теперь къ уравнешямъ съ тремя перемен
ными, который, въ силу своей большей сложности, необходимо пред- 
ставляютъ гораздо большее разнообраз1е то, очевидно, что число дей
ствительно различныхъ поверхностей, выражаемыхъ ими, должно быть
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еще гораздо многочисленнее и будетъ возрастать съ возрастатем ъ 
степени гораздо быстрйе.

Этихъ поверхностей такъ много, что ученые всегда ограничива
лись изсл!довашемъ уравнений двухъ первыхъ степеней, и ни одинъ 
геометръ не попытался произвести такое ж е,изсл!доваш е поверхностей 
третьяго порядка, какое произвелъ Ныотонъ относительно соотвйтствую- 
щихъ крнвыхъ. Отсюда вытекаетъ очевидный выводъ, что даже въ томъ 
случай, если несовершенство алгебры не м!шало-бы неограниченному 
примйнёщю подобнаго способа изсл!доваш я, все-же общая классифи- 
кащ я поверхностей по степени и форм! ихъ уравнений была-бы со
вершенно невозможна на практик!.. Но это соображеше не является 
едпнственнымъ мотивомъ, который побуждаетъ насъ отказаться отъ 
подобной классификащи; оно даже не является самымъ важными.

Въ самомъ д !л ! ,  этотъ способъ распредйлешя поверхностей, по
мимо его практической неприм!нимости, прямо противор!читъ главному 
назначенхю всякой хорошей классификащи: возможно т !с н !е  сближать 
тагае предметы, которые связаны наиболее важными соотношешями, и 
удалять другъ отъ друга предметы, связанные лишь второстепенными 
аналопямн.

Тождество степени уравненш является для поверхностей лишь 
второстепенными геометрическими прнзнакоиъ; оно даже точно не ука
зываешь, какое число точекъ необходимо для полнаго опредйдешя каждой 
поверхности.

Наиболее важное общее свойство поверхностей, подлежащее на
шему разсм отр!нш , очевидно, заключается въ способ! ихъ происхож- 
дешя; в с !  поверхности, образованный по тому-лее способу, необходимо 
должны обладать значительными геометрическими аналопямн, тогда какъ 
поверхности, способы произведешя которыхъ .существенно-различны, бу- 
дутъ обладать только очень ничтожными сходствомъ. Такъ, наприм!ръ, 
в с !  цилнндрнчесия поверхности, какова-бы ни была форма ихъ основа- 
шя, составляютъ одно естественное семейство, различным разновидности 
котораго обладаютъ большими числомъ общихъ признаковъ первосте
пенной важности; тоже молено сказать относительно в с !х ъ  коническихъ 
поверхностей, или вейхъ поверхностей вращешя и проч.

Но это естественное раснред!леш е совершенно уничтожается клас- 
сифнкащей, основанной на степени уравненш. Действительно, поверх
ности, происходящая по тому-лее способу, какъ найр, цилиндричесюя 
поверхности, могутъ выралсаться уравнешями всевозмолсныхъ степеней, 
въ зависимости отъ различья ихъ оснований,— различья, нмйющаго совер
шенно второстепенное значеше. Съ другой стороны, уравнешя той-лсе 
степени часто выралеаютъ поверхности, нринадлежаиия къ самымъ разно
родными геометрическими семействами: одн!— къ цилиндрическими, 
друил— къ коническими, третьи— къ поверхностями вращешя и проч. 
Поэтому, указанная аналитическая классификация совершенно ошибочна; 
то, что нулено соединить, она разъеднняетъ; а то, что нужно разгра
ничить— сводить въ одну группу.

Однако, такъ какъ общая геометр1я всец!ло основана на прим!- 
ненш аналитическихъ сообралсенш и методовъ, то и въ этомъ случа! 
необходимо, чтобы классификация могла принять аналитически! ха
рактеры

Въ такомъ именно вид! представлялось основное затруднеше, такъ 
счастливо устраненное Монжемъ: естественныя семейства поверхностей
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были ясно установлены съ геометрической точки зр'Вшя, но сносоои нхъ 
происхождения; надо было определить характеръ аналитическихъ соот
ношении, предназначенный для постояннаго абстрактнаго толкования этого 
конкретного свойства. Это важное открытие было совершенно необхо
димо для окончашя иостроешя общей теорш поверхностей. Принципъ. 
примененный Монжемъ для достижения этой цели, сводится къ следую
щему простому и ясному общему .соображение: все поверхности, нод- 
чиненныя тому-же способу происхождения, необходимо характеризуются 
нЬкоторымъ общимъ свойствомъ касательныхъ плоскостей въ любой 
точке нхъ; поэтому, выражая аналитически это свойство по общему 
уравнение плоскости, касательной къ некоторой поверхности, мы соста- 
вимъ дифференщальнре уравнеш е, которыми, будутъ представлены одно
временно все поверхности этого семейства.

Такъ, напримеръ, всякая цилиндрическая поверхность обладаетъ 
следующимъ исключительнымъ признакомъ: плоскость, касательная ы, 
любой точке поверхности, постоянно параллельна неизменной прямой, 
указывающей направлеше производящихъ. Отсюда легко увидеть, что, 
если мы примемъ за уравнения этой прямой уравнения

х = а г ,  у = Ъ г,

то общее уравнеше касательной плоскости, которое было установлено 
нами выше, приведетъ къ следующему дифференщальному уравнение, 
общему для всйхъ цилнндрическихъ поверхностей:

(¡г , , (1г
(I Ь у -  —  1 .

с!х  Л у

Точно также, вей коннчесшя поверхности характеризуются съ этой 
точки зр’Ьшя тЬмъ необходимыми, свойствомъ, что касательная плоскость 
въ любой точке постоянно нроходитъ черезъ вершину конуса. Поэтому, 
если мы обозначпмъ черезъ я, ¡3, у координаты этой вершины, то мы 
непосредственно придемъ къ дифференциальному уравнение

( * - « ) # -  0 / - ? ) ^ - ^ — т;

это уравиеш е является выражешемъ всего семейства коиическнхъ по
верхностей.

Въ поверхностями, вращешя касательная плоскость въ любой точке 
постоянно перпендикулярна къ плоскости меридпина, т. е. къ плоскости, 
проходящей черезъ эту точку и черезъ ось поверхности.

Чтобы наиболее просто аналитпческп выразить это свойство, пред
положим'!,, что ось вращешя принята за ось г'-овъ: дифферешцальное 
уравнеш е, общее всему этому семейству поверхностей, будетъ

йг Лг Г
у  X =  0.
17 й х  с1у

Было-бы излишне приводить здесь еще большее число примеров!,, 
чтобы ясно установить, что, вообще говоря, каковъ-бы ни былъ способ ь нхъ 
происхождения, все поверхности, принадлежащим къ тому-же естествен
ному семейству, можно выразить аналитически одними, и тем ъ-жеирав- 
нешемъ съ частными производными, содержащнмъ произвольным по
стоянным', это уравнеш е можно составить на основании одного свойства 
касательной плоскости, обш,аго всеми, этими, поверхпостямъ. Чтобы до
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полнить это основное и необходимое сботвйтслтне между геометрической 
н аналитической точкой зрешя, Монжъ разсмотр’Ьлъ еще конечный 
уравнен!«, который являются интегралами этихъ дифференщальныхъ 
уравнений н почти всегда могутъ быть легко получены прямыми изслй- 
довашямн. Каждое изъ этнхъ конечныхъ уравненш —  какъ известно 
нзъ общей теорш нптегрировашя— должно содерлсать одну произволь
ную функцш, если днфференщальное уравнеш е только перваго порядка; 
но это совс'Ьмъ не преиятствуетъ тому, чтобы подобный уравненгя имели 
ясно определенный смыслъ, какъ въ геометрическомъ, такъ и въ анали- 
тическомъ отношешп, хотя они и являются гораздо более общими, чгЬмъ 
тй уравнешя, которым разсматриваются обыкновенно.

Эта произвольная функщя соотв'Ьтствуетъ темъ свойствамъ по
верхностей, которыя не определены способомъ ихъ происхождешя, такъ 
напр, основание въ цнлнндрнческнхъ и коническихъ поверхностяхъ, 
мерщцану въ поверхностяхъ вращешя и т. д. ~).

В ъ ' некоторых-!, случаяхъ конечное уравие1Йе семейства поверхно
стей содержить сразу две произвольным функцш, зависящая оть раз- 
лнчныхъ комбннащй неременныхъ координата; это имфета место въ 
случае, когда соответствующее днфференщальное уравнеше дол лаю быть 
второго порядка; съ геометрической точки зрешя, эта большая степень 
неопределенности указываетъ на.более общее, но, темъ не менее, строго
определенное семейство.

Таково, напримеръ, семейство развертывающихся поверхностен, 
въ которое, въ качестве подчиненныхъ видовъ, входятъ все цнлпндрн- 
чесшя поверхности, все коннчесшя поверхности и еще мнол,ество по- 
добныхъ видовъ; однако, все поверхности, относяшдяся къ этому семей
ству, могутъ быть ясно определены съ наиболее общей точки зрешя, 
какъ огнбаюшдя пололсешя, пройденныя некоторой плоскостью, которая, 
перемещаясь, остается постоянно касательной къ двумъ онределеннымъ 
поверхностямъ, или-ясе какъ геометричесшя места всехъ касательныхъ 
къ некоторой кривой двоякой кривизны. Этой естественной группе по
верхностей соответствуете следующее неизменное днфференщальное 
уравнеш е мелсду тремя частными производными второго порядка, откры
тое Эйлеромъ: ' ^  ^  ^

\(1х Лц /  (1х2 с1у2
Соответствующее этому уравнений конечное уравнеше необходимо 

содержите две произвольным функщи, которыя геометрически соответ
ствуют!, темъ двумъ неопределенным!, поверхностямъ, по которымъ 
должна скользить производящая плоскость, или какимъ-либо двумъ урав- 
нешямъ направляющей кривой.

Хотя полезно разематривать конечный уравненш естественныхъ 
семействъ поверхностей, тймъ не менее ясно, что въ виду неопреде
ленности произвольных!, функции въ нихъ по необходимости содеряса- 
щнхея, они являются мало пригодными для дальнейшихъ аналитиче-

*) Мы можемъ найти, напримЪръ,— либо прп помощи прямыхъ соображе- 
шй аналитической геометрш, либо на основами методовъ интегрировании—'что 
цнлипдричесшя и коничесюя поверхности изображаются слЪдующими копеч- 
пыми уравнешями:

, ж—« (у— Р\
я — « ■ - ? &  — Р*); ( г — у) ,

гдгЬ у обозначаете совершенно произвольную функцно.
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скихъ изследовапш; поэтому предпочтительней применять дифференталь- 
ныя уравнешя, куда входятъ только простыл произвольный постоянный, 
несмотря на косвенный характере этихъ уравнений. Такимъ нутемъ об
щее н правильное изучеше свойствъ различных'!, поверхностей сдела
лось действительно осуществпмымъ, такъ какъ аналнзъ получнлъ воз
можность схватывать и выделять общую точку зрешя.

Нетрудно понять, что такой ириндипъ позволилъ придти къ вы- 
водамъ, по общности п по интересу значительно иревосходящпмъ все 
результаты, которые молено было получить раньше. Приведемъ только 
одннъ очень простой примерь,— хотя онъ далеко не является самымъ 
замечательнымъ,— подобный методъ аналитической геометры позволилъ 
установить следующую любопытную особенность калсдаго однородным 
уравнешя съ тремя переменными: такое уравнеш е необходимо пзобра- 
жаетъ коническую поверхность, вершина которой совпадаетъ съ нача- 
ломъ координатъ.

Точно также, среди более трудныхъ изысканы, можно указать, 
что при помощи варьящоннаго исчислешя удалось определить кратчай
шее разстояше между двумя точками на любой развертывающейся по
верхности, не прибегая къ отдельному раземотрешю частныхъ случаевъ 
и проч.

Я  считалъ свопмъ додгомъ подробнее остановиться на философ- 
скомъ изложены указанной прекрасной идеи Мошка, которая, безъ вся- 
каго сомненья, лучше всего ооезпечиваетъ славу ея создателю; высокое 
значеше этого принципа, по моему мн'Ьшю, никемъ еще не понято до
статочно, за исключешемъ Лагранжа, справедлнвейшаго ценителя свопхъ 
соперниковъ. Я далее сожалею, что естественные пределы моего труда 
заставляютъ меня ограничиться такимъ. несовершеннымъ очеркомъ, въ 
которомъ я не могъ указать на благодетельное воздейетше этой новой 
геометры на усовершенствоваше анализа, и въ частности— на общую 
теорно дифференщальныхъ уравнены  со многими переменными.

Размышляя объ этой философской классификации поверхностей, 
но сущ еству своему аналогичной гЬмъ естественнымъ методамъ, кото
рые физюлогы пытались применить въ зоолог]и и въ ботанике, я невольно 
ставнлъ себе воиросъ: не следуетъ-ли такой-же пр1емъ перенести и въ 
теорш  кривыхъ? Такъ какъ разнообраз1е кривыхъ несравненно меньше, 
то рйшеше такой задачи одновременно менее ваишо и более затрудни
тельно: ибо признаки, которые могли-бы служить основаншмъ для клас
сификации гораздо менее резко выралсены. Поэтому было естественно, 
что человечеекы умъ сначала занялся классификащей поверхностей.

Но, безъ сомнйшя, надо надеяться, что такой методъ изеледовашя 
в по следствы будетъ перенесенъ и на кривыя. Молено улсе далее уло
вить въ нихъ несколько естественныхъ семействъ, какъ напр, семей
ство параболъ какого-либо порядка, или гинерболъ, и проч. Темъ не 
менйе до сихъ норъ еще не было создано ни одного общаго принципа, 
на основаны котораго можно-бы было прямо установить такую класси- 
фикацпо.

Я изложилъ возможно яснее въ этой главе и въ четырехъ предъ- 
идущихъ истинный философскы характеръ наиболее общаго и про
стого отдела конкретной математики; теперь я доллеенъ исполнить т у 
пее задачу относительно обширной и более слолсной науки— ращональной 
механики. Это и будетъ предметом'!, четырехъ следующих'!, лекции
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Ф илософсш'я соображешя объ основныхъ принципахъ рацт- 
нальной механики.

Механнческгя явлешя, по самой природе своей, какъ мы заме
тили уже выше, одновременно носятъ и более частный, и более слож
ный, и более конкретный характеръ, чФмъ явлешя геометричесшя. По
этому, следуя энциклопедической схеме, установленной въ этомъ труде, 
нрн фнлософскомъ изложенш конкретной математики, мы поместнмъ 
ращональную механику после геометрш, ибо ея нзучеше, по необхо
димости, труднее и, следовательно, окажется и менее совершеннымъ. 
Геометричесше вопросы стоятъ всегда совершенно независимо отъ 
всякпхъ механнческнхъ соображений, тох'да какъ механичесше вопросы 
постоянно осложняются соображешями геометрическими: форма телъ 
неизбежно должна влшть на явлешя двнжешя или равновешя.

Это ослолснеше часто настолько велико, что одного самаго про
стого нзменешя формы тела достаточно, чтобы значительно увеличить 
трудность соответствующей задачи механики; объ этомъ предмете 
можно составить некоторое представлеше, разсматривая напримеръ, 
онределеше взаимнаго тяготеш я двухъ телъ, какъ результата нритя- 
лсешя всехъ ихъ частнцъ; вопросъ этотъ до снхъ поръ разрешенъ вполне 
только въ предпололсенш, что тела нмеютъ сферическую форму и, 
следовательно, основное затруднеше возннкаетъ здесь, очевидно, всл!д- 
ст1Йе геометрнческнхъ обстоятельствъ.

Такъ какъ мы въ предшествующихъ лекщ яхъ убедились, что фи
лософски характеръ геометрш все еще до известной степени иска- 
лсенъ остаткомъ весьма заметнаго в.щяшя духа метафизики, то мы, 
естественно, въ виду гораздо большей, по необходимости, слолсности 
ращональнон механики и доллспы ожидать, что вльяше на нее метафи
зики окажется гораздо глубже; это обстоятельство и въ самомъ деле 
очень легко доказать. Характеръ естественной науки, очевидно, при
сущей механике еще въ гораздо большей степени, чемъ геометрш, въ 
настоящее время совершенно затемнен! для ¿ с !х ъ  умовъ введешемъ 
онтологическихъ разсуждешй. Относительно всехъ основныхъ понятш 
этой науки наблюдается глубокое и постоянное смешеше точекъ зре
ш я абстрактной и конкретной, что и препятствуете ясному различению



2 2 2 О . Контъ. К у р с ъ  п о л о ж и т е л ь н о й  ф и л о с о ф ы .

физически реальнаго отъ чисто логическаго, и точному отдфлетю 
нскусственныхъ построены, предназначенныхъ исключительно для об- 
легчешя у станов л е т я  общихъ законовъ равнов’Ьмя или движешя, отъ 
явлены природы, указанны х! действительным! наблюдением! шгЬш- 
няго nipa и составляющ их! реальный основашя науки.

Можно даже признать, что громадное усовершенствоваше рацио
нальной механики за последнее столетие, какъ въ смысле раеширешя 
ея T eo p iii. такь н въ смысле пхъ соотношенш, заставило философское 
понимаше этой науки, если можно такъ выразиться, пойти въ указан- 
номъ направлены назади: теперь наука излагается обыкновенно гораздо 
хуже,, чемъ это сделано Ныотономъ. Въ самомъ деле, своего развития 
ращональнан механика достигла, главнымъ образомъ, благодаря все 
более п более исключительному пользованш математическими аналп- 
зомъ; преимущественное значеше этого замечательнаго оруд1я заста
вило постепенно усвоить привычку видеть въ ращональнои механике 
только простые вопросы анализа; благодаря совершенно неправильному, 
хотя и очень естественному, распространенно такого взгляда, пыта
лись доказывать a p r io r i, на основаны чисто аналитпческихъ разеу- 
жденш, даже основные принципы этой науки, тогда какъ Ньютонъ 
ограничился темъ, что изложили ихъ какъ результаты одного наблю- 
дешя. Такими именно образомъ, например!, Данылъ Бернулли, д’Алам- 
беръ и, въ наше время, Лапласъ пытались доказать элементарное пра
вило сложешя сцлъ при помощи однихъ только аналитпческихъ со
ображены; только Лагранжъ ясно заметил!, что доказательства эти ио 
необходимости совершенно недостаточны. Тоже направлеше и теперь 
еще более или м ен!е преобладает! у  всехъ  геометровъ. Но т!м ъ  не 
менее ясно, говоря вообще, какъ мы несколько разъ уже замечали, 
что математичеекы анализъ, несмотря на крайнюю его важность, —  о чемъ 
я постарался дать правильное представлеше-— по самой природе своей, 
можетъ быть только могучими оруд1емъ дедукцы; это орудде, если его 
возможно применить, позволяетъ усовершенствовать до самой высокой 
степени науку, основашя которой уже установлены; но для самаго 
установлешя основашй ея оно всегда окажется недостаточными.

Если-бы было возможно всецело построить науку механики на 
простыхъ аиалцтическнхъ соображешяхъ, то было-бы непонятно, жа- 
кнмъ образомъ такая наука была-бьт применима къ действительному 
ii3V4eHiio природы. Нанротивъ, реальность рацдональной механики 
объясняется именно т!м ъ , что она основана на нЬсколькихи общихъ 
фактахъ, непосредственно данвыхъ иаблюдыпемъ и, съ точки зр!|йя 
истиннаго ноложительнаго философа, какъ м н! кажется, не поддаю
щихся никакому объяснешю. Несомненно, что въ ращональной м еха
нике аналитическим! методомъ злоупотребляли еще болЬе ч!мъ въ 
reoMe'rpiii. Специальная задача настоящей лекщи— указать, какими 
образомъ, при современномъ состояны науки, можно ясно установить 
ея истинный философскы характеръ и совершенно освободить ее отъ 
всякаго метафизическаго в.пя1пя. постоянно отделяя конкретную точку 
зрен5я отъ абстрактной и проводя точную грань между исключительно 
опытной и чисто-ращопальиой частями науки. Согласно съ основной 
целью нашего труда, такое в в е д е т е  необходимо должно предшество
вать общими соображешямъ о действительном! составе науки, который 
будутъ изложены последовательно въ трехъ следующих!, лекщ яхъ.

Начнемъ съ точнаго указаш я общаго предмета разематриваемой
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науки. Обыкновенно сначала отмйчаютъ,— и совершенно законно,— что 
механика совсЬмъ не останавливается не только на первичныхъ причи- 
нахъ движешя,— ихъ разсмотр'Ьше выходило бы изъ пред'Ьловъ положи- 
тельной философы— но даже и на обстоятельствахъ, которыми эти дви
жения вызываются; въ различныхъ отрасляхъ ф изики  обстоятельства, 
производящая движенья, действительно- являются важнымъ иредметоыъ 
положнтельнаго изучешя, но они совершенно исключены изъ области 
механики, которая ограничивается разсмотрйшемъ самаго движешя, не 
заботясь о томъ, чймъ оно было вызвано.

Силы  въ механике являются ничймъ инымъ, какъ движещями 
совершающимися или долженствующими совершиться; две силы, сооб
щающая одному и тому же тЬлу одну и ту-же скорость въ одномъ и 
томъ-же направлены, рассматриваются, какъ тождественныя, какъ бы раз
лично ни было ихъ происхождете и независимо отъ того, является 
ли дви ж ете результатомъ мышечныхъ сокращены жнвотнаго, или тяго- 
тйшя къ некоторому притягивающему центру, или удара ийкотораго 
тела, или же расш иретя эластичной жидкости и т. и. Но хотя эта 
точка зренья, къ счастпо, сделалась за последнее время совершенно 
обычной, все же геометрамъ предстонтъ еще произвести весьма сущ е
ственную реформу,— если не въ поняты, то по крайней мйре въ обыч
ной терминологы,—  чтобы окончательно устранить старинное метафизи
ческое ноняНе о силахъ  и яснёе, чймъ это делается до сихъ норъ, 
наметить истинную точку зренья механики *).,

Теперь можно уже очень точно установить общую задачу ращо- 
нальной механики. Она заключается въ томъ, чтобы определить, какое 
дейстчйе на данное тело ироизведутъ несколько различныхъ силъ, при
ложенным одновременно, если, намъ известны простыя движенья, кото
рый явнлись-бы результатомъ отдельыаго действ1я каждой изъ этихъ 
сылъ; или-же, ставя задачу въ обратномъ смысле,— определить те  про
стым движешя, комбинащя которыхъ приводить къ известному слож
ному движение. Это ноложеше ясно показываетъ, каковы, но необхо
димости, должны быть данным и неизвестным въ каждой задаче меха
ники. Легко понять, что изучеше дейстчпя отдельной силы, собственно 
говоря, совершенно не относится къ области рацюнальной механики: 
тамъ всегда предполагается, что д е й с т е  силы уже известно, такъ какъ 
вторая общая задача поддается решение только какъ обратный случай 
первой.

Поэтому вся механика по сущ еству занимается комбннащей енлъ, 
все равно, ирнводятъ-ли нхъ взаимодействия къ сложному движение—  
и въ такомъ случай нужно изучить различным услов1я этого движенья,—  
или-же, благодаря ихъ взаимному уничтоженью, тело переходить въ 
состои те равновесия,— тогда необходимо определить характерным усло- 
1Ш1 такого равновЬшя.

Обе обьщя проблемы, одна— прямая, другая— обратная, въ разрешены 
которыхъ заключается цель механики, какъ науки, съ точки зренья ея при-

*) Необходимо также заметить, что даже само назваше науки въ высшей 
степени неудобно, такъ какъ оно обозначаетъ только одно изъ второстепенныхъ 
приложен¡й этой науки: это заставляетъ часто прибавлять прилагательное 
„рацюнальная“, что, хотя и необходимо, но крайне стеснительно. НЪмецше фи
лософы, чтобы избежать этого неудобства, ввели гораздо болфе философскШ 
термнпъ „форонозня“, прнмЪнениый въ курсЪ Германна. Ъыло бы очень жела- 
тельио, чтобы этотъ термнпъ былъ принять повсюду.

Огюстъ Контъ. Т. I. 1 5
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ыененш, им’Ьютъ одинаковое значеше. Действительно, въ н'Ькоторыхъ слу- 
чаяхъ простыл движешя могутъ быть изучены непосредственно съпомощью 
наблюдешя, тогда какъ ознакомлеше съ движешемъ, которое нронзоп- 
детъ отъ нхъ комбинацш, возможно только на основаны теории въ 
другихъ-же случаяхъ —  наоооротъ— можно наблюдать одно только дей
ствительное движ ете, тогда какъ простыл, движенья, результатомъ ко- 
торыхъ мы его себе представляемъ, можно определить только нутемъ 
умозренгя. Такъ, наприм'Ьръ, въ случае наклоннаго паденш тяжелыхъ 
тЬлъ на поверхности земли известны оба простыл движешя, которыя 
совершало бы тело при отдельномъ действш  каждой нзъ приложенныхъ 
къ нему сплъ, —  т. е. известны направлеше и скорость равномерного 
движешя, которое произошло бы отъ одного толчка, и законъ ускоре- 
ш я переменнаго вертнкальнаго движешя, которое явилось бы резуль
татомъ одной только тяжести; поэтому и ставится вопросъ- найти раз
личный обстоятельства сложнаго движенья, вызваннаго совместнымъ 
действ1емъ этнхъ двухъ силъ, т. е. определить траекторш , описывае
мую движущимся тёломъ, направлеше и прюбретенную имъ скорость 
въ каждый* моментъ движешя, время необходимое для достнжешя нзвест- 
наго положешя и т. д.; для большей общности, можно присоединить 
къ двумъ даннымъ силамъ и сонротнвлеше окружающей среды, если 
только законъ его также пзвестенъ.

Небесная механика представляешь главный нримеръ обратной за
дачи,— определить силы, вызывающая д ви ж ете планета вокругъ солнца 
н спутниковъ вокругъ планетъ.

Т утъ  непосредственно известно только сложное дви ж ете, и по 
обстоятельствамъ, характеризующпмъ это д ви ж ете,— а они въ краткой 
форме выражены законами Кеплера, —  надо найти элементарный силы, 
которыя следуешь считать приложенными къ небесными теламъ для 
того, чтобы сообщить имъ действительный движешя. Если эти сплы 
определены, то геометры съ пользой могутъ разсмотреть вопросъ съ 
обратной точки зрешя, что сначала было бы невозможно.

Итакъ, нзложивъ ясно истинное общее назначите ращональной 
механики, разсмотримъ теперь основные принципы, на которыхъ она 
покоится. Сначала изследуемъ чрезвычайно важный философскш щлемъ, 
определяю нцй точку зрешя, съ которой должны быть разсматриваемы 
тела въ механике. Этотъ вопросъ шЬмъ более заслуживаешь нашего 
внпмашя, что обыкновенно опъ все еще окутывается густымъ туманомъ 
метафизики, благодаря которому истинная природа его понимается 
неправильно.

Было бы совершенно невозможно установить какое бы то ни было 
общее пом ож ете относительно абстрактныхъ законовъ равно вес! я или 
движешя, если бы мы не смотрели на тЪла какъ на абсолютно 
инерт ныя, т. е. какъ на неспособный самовольно изменять дЬйс'М е 
силъ, къ и имъ приложенныхъ. Но обычный способе выраженья этого 
осиовнаго понятая мне кажется совершенно неправнльнымъ. Прежде 
всего, указанное абстрактное понятие, которое является только логи- 
ческнмъ ыр1емомъ, изобретенными, человеческимъ умомъ для облегчёшя 
построешя ращональной механики или, скорее, для самаго создаьйя ея, 
очень часто смешивается съ темъ, что называется, -но очень неточно, 
закономъ инерцш', на последшй же нужно смотреть,— мы увидимъ это 
ниже, —  какъ на обнцй результата наблюдешя. Далее, характеръ этого 
понятия обыкновенно настолько неопределенъ, что совершенно неиз-
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в'Ьстно въ точности, представляется ли подобное пассивное состоите 
т'Ьлъ чисто гинотетическимъ, или оно шгЬетъ реальность явлешя при
роды. Наконецъ, такая неопределенность часто приводить къ тому, что 
иашъ умъ вынужденъ невольно смотреть на обшде законы рацюнальной 
механики какъ на законы, применимые, но самой природе своей, къ 
такъ называемыми неорганическими телами, тогда какъ они, напро- 
тивъ, таки же хорошо оправдываются и на телахъ органическихъ, 
хотя въ этомъ случае ихъ точное прим кнете встречаетъ гораздо более 
затруднены. Весьма важно проверить съ указанныхъ различныхъ то- 
чекъ зр*ю я общепринятый понятая.

Прежде всего мы должны ясно установить, что указанное пассив
ное состои те телъ есть чистая абстракщя, прямо противоположная 
ихъ действительному состоянш.

Въ первоначальной системе философии, принятой человеческими 
разумомъ, признавалось, что матер!я действительно по самой при
роде своей существенно инертна или пассивна, и что все ея дей стая  
проистекаютъ извне, поди в-иятем и известныхъ сверхъестествен- 
ныхъ сущ ествъ или известныхъ метафизическихъ сущностей. Но съ 
тЬхъ поръ какъ начала распространяться положительная философ1я, 
и чрловеческш разумъ ограничился изучешемъ истиннаго со сто я тя  
телъ, не касаясь иервоначальныхъ и основиыхъ причинъ, съ техъ  
поръ для всякаго наблюдателя стало ясно, что различный тела при
роды проявляютъ иередъ нами более или менее обширную само
произвольную деятельность. В ъ этомъ отношены между телами не
органическими и теми, которыя мы называемъ преимущественно оду
шевленными, есть только простое разлшпе степеней. Прелсде всего 
успехи естественной философы вполне показали.— какъ мы установимъ 
ниже, —  что не сущ ествуетъ особаго рода живой матеры въ собствен- 
номъ смысле, такъ какъ въ телахъ одушевленныхъ найдены элементы 
совершенно тождественные съ темп, нзъ которыхъ состоять тЬла нео- 
душевленныя. Далее, въ последннхъ телахъ легко подметить самостоя
тельную деятельность, совершенно аналогичную съ деятельностью жи- 
выхъ тйлъ, по только менее разнообразную. Если бы даже все мате- 
р1алънмя молекулы не имели другихъ своиствъ, кроме тяжести, то и 
этого было бы достаточно, чтобы воспрепятствовать физику смотреть 
на нихъ, какъ на тела пассивный но сущ еству. Было бы безполезно 
стараться представить тела вполне инертными и при проявлены дей- 
стапя силы тяжести, утверждая, что при иаденш они только повинуются 
притяженпо земного шара. Если бы такое разсуждеше и было вполне 
справедливо, то оно очевидно, только переместило бы трудность вопроса, 
такъ какъ способность самостоятельныхъ д'Ьй ствы, которую мы отняли 
бы у отделъныхъ частицъ, была бы перенесена на всю массу земли. 
Кроме того, ясно, что при своемъ иаденш къ центру земли тяжелое 
тело точно такъ же активно, какъ и самая земля, ибо доказано, что 
каждая частица тйла нритягиваетъ равную ей частицу земли такъ 
лее, какъ сама притягивается ею, хотя, въ виду гроиаднаго неравен
ства массъ, только последнее иритяжеше производить заметное дйй- 
стапе. Наконецъ, въ целой массе другихъ явлены совершенно общаго 
характера, тенловыхъ, электрическихъ или химическихъ, матер1я обна- 
ружпваетъ иередъ нами, очевидно, весьма разнообразную и самостоя
тельную способность действ1я, и мы не можемъ представить себе ма
теры , совершенно лишенной этой способности.



2 2 6 О . Контъ. КУРСЪ ПОЛОЖИТЕЛЬНОЙ ФИЛОСОФИИ

В ъ этомъ отношенш живыя т'Ьла представляютъ собою въ д’Ыг- 
ствцтельности только ту особенность, что они обнаруживаюсь, кроме 
вышепрнведенныхъ видовъ самостоятельныхъ дЬйствш, еще  ̂ некоторый 
друпя, свойственная нмъ одшшъ; внрочемъ, физюлоги все болЬе и бо- 
лЬе стремятся къ тому, чтобы и пхъ разсматривать, какъ нростыя видоиз- 
м е н е т я  прёдъидущихъ. Какъ бы то нн было, неоспоримо, что то чисто 
пассивное с о с т о и т е ,.которое приписывается сЬламъ въ ращоналыюй 
механике, представляетъ собою съ точки зр'Ьшя физики несомненный 
абсурдъ.

Разберемъ теперь, какимъ образомъ, не создавая новыхъ затрудне- 
нш, молено было ввести подобное предположение при установлены! 
отвлеченныхъ законовъ равновгЬшя и движешя, и засЬмъ съ полнымъ 
удобствомъ применять эти законы къ д’М ствительнымъ тЬламъ.

Для этого достаточно обратить внимаше на приведенное выше 
важное предварительное зам'Ьчаше, что въ ращоналыюй механик!', дви
жения разсматриваются просто сами но себе, безъ всякаго отнош етя 
къ способу пхъ происхож детя. Отсюда, очевидно, вытекаетъ, —  если 
следовать общепринятой терминологии— возможность заменять но лсе- 
ланш  всякую силу другой силой какой угодно природы, лишь бы только 
она могла сообщить телу совершенно то лее самое дви ж ете. На осно- 
ванш этого очевнднаго соображ етя понятно, что молено отвлечься отъ 
различныхъ силъ, присущихъ въ действительности самимъ сЬламъ, и 
считать, что они находятся подъ д'Ьйств1емъ только внйпшихъ силъ,—  
такъ какъ вместо внугреннихъ силъ можно подставить вшЬшшя, меха
нически равныя имъ: Такъ, наприм'Ьръ, хотя вс'й тйла по необходимости 
нмйютъ вйсъ, и мы не можемъ даже и представить себ'Ь въ дЬистви- 
тельности тЬла, не нмЬющаго его, геометры изучаюсь въ отвлеченной 
механпкЬ тЬла, какъ бы лишенный предварительно этого свойства; 
последнее неявно включается въ число внЬшнихъ силъ, если разема- 
тривается, какъ и сл'Ьдуетъ, совершенно общая система силъ. Дви
жется ли тело при паденш нодъ в.’п н тем ъ  внутренияго притяжешя, 
или оно повинуется простому внешнему толчку, это безразлично для 
ращоналыюй механики, если действительным движения были вполн-Ь 
тождественны и можно поэтому отдать предпочтете последней точке 
зрЬшя. То же самое по необходимости должно иметь мЬсто и для 
всякаго другого естественнаго свойства т'Ьлъ, и всегда можно заме
нить его нредварительнымъ внЬшнимъ действ1омъ, избраинымъ такъ, 
чтобы вызвать то же самое движение. Благодаря указанному обстоя
тельству и можно представлять себЬ всякое тЬло вполне нассивнымъ; 
только по м ере того, какъ наблю дете и опыта укажутъ съ боль
шею точностью законы этихъ внутреинихъ силъ, необходимо будетъ 
веяний разъ изменять соответствующимъ образомъ систему внЬш- 
нихъ силъ, которая, по нашему предположению, ихъ замЬияетъ, —  а  
это часто будетъ приводить къ очень большими, усложнешямъ. Напрн- 
мЬръ, такъ какъ наблю дете показало, что вертикальное д ви ж ете тЬла. 
вследстчие его тяжести неравномерно, и непрерывно ускоряется, то это 
д ви ж ете нельзя вовсе приравнять движение, которое сообщило бы т’Ьлу 
одинъ ударъ, д$йств1е котораго болЬе не возобновлялось бы, такъ какъ 
результатом'!, удара являлась бы постоянная скорости.. Необходимо, сле
довательно, принять, что тЬло получало последовательно, черезъ без- 
конечпо малые промежутки времени, безконечпый рядъ безконечно ма- 
лыхъ ударовъ, такъ что скорость, произведенная каждымъ изъ нихъ,
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будетъ непрерывно складываться съ скоростью, соответствующей сово
купности нредшествующихъ ударовъ, и полученное дви ж ете будетъ 
неопределенно меняться. Если опытъ показывает*, что ускореше дви- 
жешя происходит* равномерно, то должно предположить, что все эти 
толчки постоянно равны между собою: во всяком* другом* случае надо 
будетъ предположить между ними, как* по отношению к* направленно, 
так* и по отношению к* интенсивности соотношеше, вполне соответ
ствующее действительному закону измйнешя движешя; ясно, что при 
таки х* услов4яхъ подобная замена сил* будетъ всегда возможна.

Было бы безполезно останавливаться долго на доказательствах* 
неизбежности нредположешя, что тела находятся в* указанном* совер
шенно пассивном* состоянш, вслйдст^е чего достаточно разсматривать 
только приложенныя к* ним* внешш'я силы, чтобы установить абстракт
ные законы равнонйшя или двиясешя. Понятно, что если бы съ самаго 
начала приходилось принимать во вн и м ате всякое измйнеше, которое 
тй л о молсет* произвести, велйдстае присущ их* ему естественных* 
свойств*, в *  дййствш на него каждой из* внеш них* сил*, то невоз- 
молсно было бы установить в*  рацюяальнои механике ни одного общаго 
положещя,— тем * более, что подобное видоизмйнете в*  большинстве 
случаев* далеко не известно точно. Следовательно, только вполне отвле
каясь от* него в*  начале и принимая во вн и м ате лишь взаимодййств1е 
сил* друг* на друга, мы тюлучаем* возможность основать абстрактную 
механику, и потом* улс* от* нея перейти к* механике конкретной, 
возстановляя естественный активный свойства тйлъ, первоначально 
исключенным из* разсмотрйтя. Это возстановлеше и на самом* 
дйле составляет* основное затруднеше, испытываемое при переходе 
от* абстрактнаго к* конкретному в *  механике,— затруднеше, которое 
особенно ограничивает* в* действительности главный примйнешя этой 
науки, тогда как* теоретическая ея область сама по себе по необхо
димости безконечна. Чтобы дать представлеше о значеши этого основ- 
наго препятсттпя, можно сказать, что при современном* состояши ма
тематики только одно естественное и общее свойство тйлъ мы безпре- 
нятственно можем* принимать во вн им ате,— это тяготйше, как* зем
ное, так* и всеобщее; но и в*  этом* последнем* случай надо еще 
предположить, что форма тел * достаточна проста.

Если лее указанное свойство соединяется еще съ какими нибудь дру
гими физическими обстоятельствами,— как* то с*  сопротнвлешемъ среды, 
трешемъ и т, п.,— если далее предположить только, что тйла находятся 
вт, лсидком* состояши, то влгяше этих* условш на механичесшя явле- 
шя до сих* пор* оценивается еще крайне несовершенным* образом*. 
Т ем * более иевозможно принимать в*  разечетъ электричесшя и химн- 
чесшя свойства тела, и еще болйе— свойства ф изтлогичестя. Поэтому 
наиболее валеныя прилолсешя ращональноп механики ограничены до 
сих* пор* на самом* дйле одними небесными явлешями, и то лишь 
явленьями нашей солнечной системы, гдй достаточно принять во вни
м а т е  одно только общее притяжеше, закон* котораго прост* и хо
рошо опредйлен*; тйм* не менйе и этот* закон* представляет* труд
ности, которых* до си х* пор* не умйютъ преодолеть вполнй, если 
только полселаютъ точно оцйнить вей второстепенный дййствья, мо- 
гушдя оказать замйтное влгяше; отсюда видно, до какой степени 
доллены услолсняться вопросы при переходе к* земной механике, боль
шая часть явленш которой, даже и самых* простых*, вероятно, ни
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когда не поддастся, вслйдстше слабости наш их* действительных* 
средств*, чисто ращональнойу и, несмотря на это, точному изслйдова- 
нпо на основанш законов* абстрактной механики, хотя знаше этих* 
законов*, —  очевидно, необходимое, —  часто может* привести к * важ
ным* указангямъ.

Вы яснив* истинную природу основнаго взгляда на состояше тйлъ, 
которое мы им* должны Приписывать в* рацюнальной механике, нам* 
остается еще разсмотрйть обнце факты или физическге законы дви- 
ж еш я, имйющде послужить реальным* основашем* теорш, составляю
щ их* эту науку. Это важное объяснеше тем * болйе необходимо, что, 
как* я уже указывал* выше— съ тйхъ пор* как* геометры уклонились 
съ пути, которому следовал* Ньютон*, истинный характер* этих* за
конов* совершенно упущ ен* из* виду и обычный взгляд* на н их* до 
си х* пор* еще остается по сущ еству метафизическим*.

Основные законы двиясешя могут* быть сведены, как* мнй ка
жется. к *  трем * положеньям*, на. который нужно смотрйть просто 
как* на результаты наблюдешя; было бы совершенный* абсурдом* 
стараться установить и х* реальность a priori, —  хотя это часто пыта
лись д ел ать.:

Мерный закон* очень неудачно называется закономъ инерцги. 
Он* был* открыт* Кеплером*. Собственно говоря, 'закон* этот* заклю
чается в *  том*, что всякое движеше, по самой природе своей, прямо
линейно и равномйрно, —  т. е., что всякое тйло, которое подверглось 
мгновенному дййствпо какой ниоудь силы, движется непрерывно по 
прямой лиши съ неизмйнною скоростью. В.'пяше духа метафизики осо
бенно ясно обнаруживается в *  обычном* способе выражешя этого за
кона. Вмйсто того, чтобы ограничиться указаш емъ на него, как* на 
результат* наблюдения, пытались доказать его абстрактно, применяя 
принцип* достаточнаго основашя, который сам* совершенно неустойчив*. 
В *  самом* дйлй, чтобы объяснить, ыапримйр*, необходимость прямо- 
лннейнаго двиясешя, говорили, что тйло должно двигаться по прямой 
лиши потому, что нйтъ никакой причины, по которой оно уклонилось бы 
от* своего первоначальнаго наиравлешя скорйе в*  одну сторону, чймъ 
в *  другую. Легко показать совершенную несостоятельность и даже пол
ную недостаточность такой аргументации Прежде всего, как* можем* 
мы удостовериться, что тыпъ основашя для того, чтобы тйло уклони
лось съ своего пути? Что можем* мы знать относительно этого предмета, 
если не прибегнем* к *  опыту? Не должны ли быть совершенно и по 
необходимости исключены из* положительной философш умозаключешя 
a priori, основанный на природк  вещей?

' Кромй того, указанный принцип*, даже если его принять, допу
скает* только неясное и произвольное иримйнеше. Ибо понятно, что в*  
самом* началй движешя, —  т. е. в *  тот* самый момент*, когда этот* 
аргумент* должен* быть применен*, —  траектор!я тйла вовсе еще не 
имеет* опредйленнаго геометричёскаго характера, и только после того, 
как* оио прошло известное разстояше, можно определить, какую линпо оно 
описывает*. Из* соображенш геометрических* очевидно, что вмйсто того, 
чтобы разсматривать начальное движеше как* прямолинейное, можно было 
бы безразлично считать его круговым*, параболическим*, или совершаю
щимся по какой угодно другой лиши, касательной к *  действительной тра- 
экторш; таким* образом*, применив* тот* же самый аргумент* к* каждой
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изъ этихъ линш, •— что было бы ВПОЛН'Ь законно, —  мы пришли бы къ 
совершенно неопределенному заключенно. Стоитъ немного вникнуть въ 
это разсуясдеше, чтобы сейчасъ же признать, что оно, какъ и всё мни
мый метафнзцчесшя объяснешя, сводится въ действительности къ повто
рение въ отвлеченныхъ выражешяхъ самаго факта и къ утверяеденш, 
что все тйла нмёютъ естественное стрем лете двигаться прямолинейно,—  
а именно это полоясете и требовалось доказать. Ничтожность этихъ 
туманныхъ и произвольныхъ разеуяеденш сделается совершенно очевид
ной, если заметить, что на основанш подобнаго же рода аргументовъ 
философы древности,— и въ особенности Аристотель,— признавали, на- 
оборотъ, за наиболее естественное двиясеше для звездъ дви ж ете по 
окружности, какъ наиболее совершенное] такое положеше тоже пред- 
ставляетъ собою ничто иное, какъ абстрактное выражеше плохо поня- 
таго явлешя.

Я ограничился излолсешеиъ критики обыкновенныхъ доказа- 
тельствъ одной первой части закона инерции. Но совершенно аналогич
ный замечанья можно сделать и по поводу второй части, относительно 
неизменяемости скорости; последнюю также считали возможными доказы
вать отвлеченно, ограничиваясь утве'рждешемъ, что нйтъ никакого осло- 
вашя, чтобы тело когда-нибудь стало двигаться медленнее или быстрее, 
чемъ въ начале движешя.

Не такими разеуждешями можно прочно установить столь важный 
законъ, иредставляющш одпнъ изъ необходимыхъ основанш всей ращо- 
нальнои механики; онъ реаленъ лишь постольку, поскольку мы его 
прнзнаемъ за результатъ наблюдения. Но съ этой точки зрешя спра
ведливость его обнаруживается на самыхъ общихъ фактахъ. Мы 
постоянно имеемъ случаи убеждаться, что тело, подвергнутое действш  
одной только силы, движется всегда по прямой лиши; если тйло откло
няется отъ нея, то мы легко можемъ установить, что это изменеше 
происходить отъ одно времен наго действия какой-нибудь другой, актив
ной или пассивной, силы: наконецъ, самыя криволинейный движенья 
ясно показываютъ,— черезъ посредство разлнчныхъ я вл етй , связанныхъ 
съ такъ называемой центробтжной силой,- -ч то  тела постоянно сохра- 
няютъ свое естественное стремлеше двигаться по прямой л шли. Молено 
сказать, что нетъ въ природе ни одного явлешя, которое не могло бы 
представить намъ наглядной проверки этого закона; на немъ отчасти 
основана вся экономш вселенной. То же самое молено сказать и о равно
мерности движешя. В се  факты доказываютъ намъ, что если первона
чально сообщенное двшкеше постепенно все замедляется и, наконецъ, 
прекращается совсемъ, то это происходить отъ сопротивлешя, встрТ- 
чаемаго теломъ непрерывно, безъ котораго— какъ заставляетъ насъ ду
мать онытъ— скорость безконечно оставалась бы постоянной, такъ какъ 
мы видимъ, что продолжительность движешя заметно увеличивается но 
мере того, какъ мы уменынаемъ значеше этихъ препятствш. Известно, 
что простое н ач ато  маятника, отклоненнаго отъ вертикали, к ач ате  которое 
при обыкновенныхъ условгяхъ могло продолжаться едва несколько ми
нуть, продоллсалось более тридцати часовъ, во время оньттовъ Борда въ 
обсерваторш Парижа для определетя отношешя длины секунднаго маят
ника къ метру, когда треш е въ точке привеса было насколько возмолено 
уменьшено и тело заставили качаться въ почти иустомъ пространстве.

Геометры— и весьма основательно— приводить еще, какъ явное-до
казательство естественнаго стремлешя гЬлъ сохранять до безконечности
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приобретенную ими скорость, строгую неизменность, столь ясно наблю
даемую въ небесныхъ движешяхъ, который, происходя въ крайне раз
реженной среде, находятся въ самыхъ благо пр1яггныхъ условиями для 
наиболее совершеннаго наблюдешя закона ннерцш: какъ точно ни нзу- 
чаютъ небесныя тела уже двадцать столетий, нхъ д ви ж ете не представ- 
ляетъ ни малейшаго известнаго намъ изм'Ьнешя ни относительно продол- 
жительности обращены, ни относительно возмущешй; внрочемъ т е ч е т е  
времени и усоверш енствовате нашйхъ средствъ наблюдешя, вероятно, 
должны открыть намъ впоследствш кое-каю я измененш, до сихъ поръ 
намъ неизвестный.

Птакъ, на самопроизвольное стремлеше в сехъ  телъ двигаться 
прямолинейно и съ равномерною скоростью следуетъ смотреть какъ на 
вел и тй  законъ природы. Въ виду крайней неясности общихъ нредста- 
ленш, относящихся къ этому первому основному принципу, было бы, 
быть можетъ, полезно заметить именно здесь, что этотъ законъ природы 
точно также прнменпмъ къ живымъ теламъ, какъ и къ неоду ш о плен
ным ъ, хотя часто считается, что онъ установленъ исключительно для 
последнихъ. Откуда ни происходили бы толчекъ, полученный живымъ 
тйломъ, оно стремится, какъ и тйло неодушевленное, сохранить наирав- 
леше своего двнжешя и нрюбрйтенную скорость: только оно можетъ 
развить въ самомъ себе силы, способный изменить или уничтожить это 
движ ете, тогда какъ въ другпхъ телахъ эти нзменешя происходятъ 
исключительно нодъ в.пяшемъ внешнихъ факторовъ. Но даже и въ 
этомъ случае мы можемъ получить прямое и субъективное доказатель
ство всеобщности закона ннерцш, наблюдая то очень заметное у си aie, 
которое мы должны сделать, чтобы изменить направлеше или скорость 
нашего действительнаго двнжешя,— -настолько заметное, что, если наше 
дви ж ете очень, быстро, то для насъ невозможно изменить или остано
вить его въ тотъ именно моментъ, когда мы это пожелаемъ.

Вторымъ основными закономъ двнжешя мы обязаны Ньютону. 
Законъ этотъ заключается въ принципе иостояннаго и необходи- 
маго равенства д е й с т т я  и противодействия,—  иначе говоря въ томъ, 
что всякш разъ, когда одно тело какимъ нибудь образомъ приводится 
въ дви ж ете другими, первое оказываетъ на него въ обратномъ направ- 
леши такое действге, что второе тело, если принять въ разсчетъ нхъ 
массы, теряетъ количество двнжешя, въ точности равное ирюбретеиному 
первымъ. Несколько разъ пытались вывести a p r io r i  и эту общую 
теорему естественной философш,— но это для ней такъ же невыполнимо, 
какъ и для предыдущей; однако, указанная теорема была нредметомъ 
софистическихъ умозаключенШ въ гораздо меньшей степени и теперь 
уже почти вей геометры согласились смотреть на нее, следуя взгляду 
Ньютона, какъ на простой результата, наблюдения; это избавляет, меня отъ 
разсужденгй, подобныхъ нриведениымъ выше по поводу закона ннерцш. 
Равенство взаимодействия телъ другъ на друга имеетъ место во всехъ 
явлеш яхъ природы, независимо отъ того, проявляется ли f l i f i c i B i e  въ 
толчке, или въ притяженш; было бы излишними приводить здесь при
меры такого равенства Мы такт, часто имеемъ случай устанавливать 
это взаимодейств1е въ нашйхъ самыхъ обыденныхъ наблюден ¡яхъ, что 
не въ со сто я тн  представить ни одного тйла, действующаго на другое, 
не вызывая въ немъ противодействгя.

Я считаю нужнымъ по поводу этого второго закона двнясегая сдй-
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латг, только одно замйчаше, которое мнй кажется важнымъ, и которое, 
вирочемъ, будешь развито соошвйтствующимъ образомъ въ семнадцатой 
лекцш.

Оно заключается въ томъ, что известный припципъ д’Аламбера, 
на основаши котораго можно такъ удачно преобразовать всЬ вопросы 
динамики въ простыл задачи статики, есть на самомъ д й й  не что 
иное, какъ полное обобщеше закона Ньютона, распространеннаго на ка- 
кую-угодно систему силъ.

В ъ  самомъ дйлй, этотъ принципъ, очевидно, совпадаешь съ прин
ципом!, равенства дййстчпя и 11 ротиводгЬиствiл , если разсматривать только 
двй силы. Указанное соотношеше позволяешь разсматривать отнынй 
общее нредложеше д’Аламбера какъ основанное на опыт!;, тогда какъ 
до сихъ норъ оно устанавливалось обыкновенно только на мало удовле- 
творительныхъ абстрактныхъ разсуждешяхъ.

ТретШ основный законъ движешя состоять, какъ мнй к алеется, 
въ томъ, что я предлагаю назвать принциномъ независимости или со
вмест имост и движ ент, и что непосредственно приводить къ такъ 
называемому сложенш силъ. Истиннымъ творцомъ этого закона былъ, 
собственно говоря, Галилей, хотя онъ понималъ его вовсе не въ той именно 
форм!;, которую я считаю нужнымъ предпочесть теперь. Съ наиболее 
простой точки зрйшя этотъ законъ сводится къ тому общему факту, 
что всякое движ ете, совершенно одинаковое для войхъ тйлъ какой- 
нибудь системы, совеймъ не измйняетъ частныхъ движенш этихъ раз- 
личныхъ тйлъ относительно другъ друга,— движенш, который соверша
ются неизмйнно, какъ будто бы вся совокупность системы была непо
движна.

Чтобы выразить этотъ важный принципъ съ полною точностью, 
не требующей никакихъ другихъ оговорокъ, надо представить себй, 
что вей точки опнсываютъ одновременно параллельныя и равныя пря- 
мыя, н это общее движ ете, съ какой скоростью н въ какомъ направ- 
ленш оно бы ни совершалось, нисколько не повлияешь на относительный 
движешя.

Было бы тщетно пытаться установить a priori, съ помощью какого- 
нибудь умозрйшя, этотъ велигай основный законъ: подобная попытка такъ 
яге мало выполнима, какъ и относительно двухъ предшествующнхъ зако- 
новъ. Можно было бы, самое большее, заметить, что если тйла системы 
находятся въ покой относительно другъ друга, то указанное общее 
перемйщеше, не измйнлющее, очевидно, пи пхъ разстоянш, ни нхъ 
относительныхъ положений не могло бы измйнпть и отноептельнаго нхъ 
покоя; но абсолютное и неизбйжное невйдйше наше относительно вну
тренней природы тйлъ и явлений не нозволяетъ намъ утверждать съ 
полною уверенностью, на основаши однихъ умозаключешй, что в в ед е те  
этого новаго обстоятельства не нзмйннтъ неизвйстнымъ намъ образомъ 
первоначальныхъ условш системы.

Недостаточность приведенной аргументацш дйлается особенно за- 
мйтной, если попытаться примйнить ее, къ болйе широкому и важному 
случаю,— къ случаю, когда различным тйла системы находятся въ двп- 
женш относительно другъ друга. Стараясь насколько возможно отвлечься 
отъ столь общеязвйстныхъ и разнообразныхъ наблюдений который за- 
ставляютъ насъ признать физическую точность разематриваемаго прин
ципа, легко показать, что никакое теоретическое разеуждеше не даетъ
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намъ права заключить a priori, что общее д ви ж ете не вызоветъ ника* 
кихъ .изм'Ьнетй въ частныхъ движешяхъ.

Это зам’Ьчатпе настолько в’Ьрно, что, когда Галилей въ первый 
разъ изложили указанный великш законъ природы, со вс’Ьхъ сторонъ 
поднялось множество вовражешй, нм'Ьвпшхъ целью доказать a priori тео
ретическую невозможность подобнаго ноложешя; оно было единогласно 
признано только после того, когда логическая точка зр'Ьшя была оста
влена н заменена точкою зрешя экспериментальною.

Итакъ, этотъ законъ действительно можетъ.быть прочно установ- 
ленъ только какъ общш результата наблюдешя и опыта. Съ этой лее точки 
зрйшя ни одно положеше естественной философии не основывается на 
столь многочнеленныхъ, простыхъ, разнообразныхъ и легко пров'Ьряе- 
мыхъ наблюдешихъ, какъ указанный законъ.

Въ действительности не совершается ни одного динамическагоявле- 
щ я, которое не могло бы представить собою яснаго доказательства этого 
закона; да и вся эконом!я вселенной была бы совершенно разстроена, 
если предположить, что его более не существует'!,.

Такъ, нанрнм’Ьръ, въ общеыъ движенш корабля, какъ бы быстро 
н по какому направленно оно ни совершалось, относительный перемй- 
щешя пронсходятъ неизменно, —  исключая тйхъ, которыя вызываются 
килевою н боковою качкой,— какъ будто бы корабль былъ ненодвнженъ, 
н для наблюдателя, находящагося вне движешя, эти относительный 
перемещен ¡я складываются съ движешемъ всего корабля. Точно также, 
мы постоянно виднмъ, какъ обшдя перемещен!я химпчеекпхъ печей или 
живыхъ гЬлъ нисколько не влйяюта па происходяпця въ нихъ внутрен- 
ш я движешя. Чтобы привести наиболее важный иримйръ, обратимъ 
особенное внимаше на тотъ факта, что дви ж ете земного шара нисколько 
не нарушаетъ механнческнхъ явлений, нронсходящихъ на его поверх
ности или въ его н’Ьдрахъ. Известно, что незнаше этого третьяго закона 
движешя н было главными нреиятстчнемъ научнаго характера, столь 
долгое время не допускавиишъ установлен!я Teopin Коперника; указан
ное обстоятельство представляло, действительно, непреодолимый возра- 
жешя противъ нея, н до открытая Галилея приверлсенцы Коперника 
пытались возразить на нихъ только съ помощью совершенно пустыхъ 
метафизпческихъ хитросплетений Но, съ т'Ьхъ иоръ какъ дви ж ете земли 
было признано вполне, геометры стали указывать на него,— и вполне 
правильно, —  какъ на факта,- представляют!й существенное нодтверж- 
деш е справедливости указаннаго закона. Ланласъ высказалъ по этому 
предмету очень остроумное соображеше косвеннаго характера, которое 
я считаю полезными привести зд’Ьсь, такъ какъ оно открываетъ нередъ 
нами проверку принципа независимости двнжешй иутемъ постояннаго 
и весьма нагляднаго опыта. Это соображеше состоитъ въ томъ, что 
если бы общее д ви ж ете земли могло какимъ-нибудь образомъ изменять 
частный движешя, происходящая на ея поверхности, то эти изменения, 
очевидно, не были бы одинаковы для двнжешй всехъ направлений, 
эти Движешя конечно подверглись бы различными видоизмёнешямъ въ 
зависимости отъ величины угла, образуемаго направлешемъ частныхъ 
движенш съ направлешемъ движешя земного шара. Такъ, напримЬръ, 
колебаше маятника должно было бы представлять весьма заметное для 
насъ разлшпе въ зависимости отъ азимута вертикальной плоскости, въ 
которой происходить качаше; этотъ азимута сообщали бы колебашямъ 
то одинаковое направлеше съ движешемъ земного шара, то нанравле-
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ше отличное отъ него на большую и л и  меньшую величину; между т'Ьмъ 
опы т* не обнаружил* передъ нами ни маленшаго изменены вт» этом* 
отношены,— даже при изсл'Ъдованш явленья съ наибольшею точностью, 
какую допускает* современное состояше наш их* методов* наблюдешя.

Чтобы предупредить всякое неточное толковая ¡е и неправильное 
прим кнете третьяго закона двпжешя, важно заметить, что, по самой 
природе своей, он* относится только к* .поступательным* движешямъ, 
и что его ни въ каком* случай нельзя распространять на вращатель
ный двпжешя.

Поступательный двпжешя, очевидно, единственный, которыя мо
гут* быть строго одинаковы, как* по скорости, так* и по направленно 
для различных* частей системы. Это строгое равенство никогда не могло 
бы иметь места но отношение к *  вращательному движение, ибо оно 
необходимо должно быть неодинаково для различных* частей системы 
въ зависимости от* болыпаго или меныиаго разетояшя и х* отъ центра 
вращешя. В от* почему всякое вращательное дви ж ете постоянно стре
мится изменить состои те системы,— и изменяет* его на самом* дйлй, 
если услов1я связи различных* частей но оказывают* достаточнаго со
противления. Т ак*, например*, не общее поступательное дви ж ете ко
рабля наруш ает* частный дви ж ет я; их* нзмйнешя происходят* исклю
чительно под* вл]'яшем* второстепенных* двнж етй,— боковой и киле
вой качки, которыя представляют* собою двпжешя вращательный. Если 
часы просто перенести въ каком* ннбудь направлены с* какою угодно 
скоростью, но без* малййшаго поворота, —  они от* этого никогда не 
испортятся; тогда как* уже незначительна«) вращательнаго движенья 
достаточно, чтобы скоро испортить и х* ход*. Разница между вльяшемъ 
вращательнаго и ноступательнаго двпжешя делается особенно чувстви
тельной, если повторить опытъ над* живым* гЬломъ.

Наконец*, благодаря этому различно мы не нмРлн возможности 
доказать действительность ноступательнаго движешя земного шара при 
помощи одних* только земных* нвлешп и его удалось обнаружить 
только благодаря наблюдениям* над* небесными телами. Что лее ка
сается вращ еш я земли, то оно, благодаря тому, что величины центро
бежной силы в* различных* точках* земного шара не одинаковы, 
производят* на его поверхности хотя и незначительный, но весьма за- 
мйтныл явленья, анализа которых* вполне достаточно, чтобы убедиться 
в *  существованш этого вращешя независимо отъ всяких* астрономи
ческих* наблюдены.

Если принцип* независимости или, совместимости движешй уста
новлен*, то легко понять что он* приводит* прямо к* известному 
элементарному правилу, обыкновенно прилагаемому к *  так* называе
мому елож ент  силъ ; последнее представляет* собою на самом* де.гЬ 
только другой способ* раземотрешя и выражешя третьяго закона двплсенья. 
В ъ самом* дйле, теорема о параллелограмме силъ, разематриваемая с* 
точки зрешя наиболее пололептельной, заключается, собственно в *  том*, 
что если телу сообщены одновременно два равномерных* двнлеешя в* раз
личных* наиравлешяхъ, то по совокупности этих* движенШ оно опишет* 
дуагональ параллелограмма, стороны котораго оно прошло бы в *  то лее 
самое время, если бы каждое двилсеше было ему сообщено въ отдельности. 
Р азве это правило не представляет* прямого нрим4нешя принципа незави
симости двпжешп, на основав ¡и котораго частное двилсеше тела по
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направлетю  известной прямой нисколько не наруш ается общнмъ дви- 
жешемъ, перемйщающимъ всю эту прямую параллельно самой себй 
вдоль некоторой другой прямой? Последнее соображеше тотчасъ при
водить къ геометрическому иостроенио, выражаемому нравнломъ паралле
лограмма силъ. Mut, казалось, что въ такомъ видй,'— прямо какъ законъ 
природы или, но крайней M tp t. какъ непосредственное проявлеше одного 
изъ наиболее велнкихъ ея законовъ, —  и слйдуетъ представлять эту 
основную теорему ращональной механики.

Таковъ, но моему мпЬнш, единственный истинно философский 
сиособъ ноложнтелънаго доказательства этого важнаго преддожешя, 
который окончательно разгоняли бы u c t  метафизичесшя туманности, 
до снхъ поръ окружаются указанный законъ, и совершенно оградили 
бы его отъ действительными возражений B e t  мнимыя аналптичесшя 
доказательства, построенным на чисто абстрактными умозаключешяхъ, 
которым приводились одно за другими,— помимо того, что они обыкно
венно основываются на неправильномъ толкованш и невйрномъ npm it- 
neHiii аналнтическаго принципа однородности, —  иредполагаюти, имЬсгЬ 
си тЬми, что это иредположете само no c e 6 i очевидно въ извйстныхъ 
частными случаями,— наиримЬръ, когда дв® силы дМ ствую тъ по одной 
и той же прямой; но такая очевидность можетъ явиться только какъ 
результата наблю детя надъ закон о ми природы о независимости движений 
необходимость послЬднаго, такими образомъ, доказывается неопровер
жимо. Было бы странно въ самомъ дЬл'Ь,— для всякаго, кто взглянули 
бы на этотъ вопроси прямо си философской точки зр'Ьшя, —  что чело- 
в'Ьческш духи, при помощи простыми логическими сопоставлений моги 
такими образомъ открыть действительный законъ природы, вовсе не 
обращаясь къ внЪшнему Mipy.

Эта мысль предетавляетъ крайнюю важность для выяснешя воз- 
зрйппй на рацюнальную механику; въ значительной степени укло
няясь отъ пути, которому обыкновенно сл’Ьдуютъ въ настоящее 
время, я считаю необходимыми представить тоже зам'Ьчаше еще си 
одной точки зр'Ьшя, чтобы окончательно разъяснить его и показать, что 
несмотря на всЬ усн.ыя геометровт. избавиться въ этоми oTiioiiieiiin 
отъ пользовашя результатами опыта, физический законъ независимости 
движений остается скрыто,— и это но единогласному ихъ признанно,—  
одними изъ существенными основанш механики, хотя они и излагается 
ими въ различной формй и въ различными мt стами.

Достаточно для указанной цйли признать, что всГ, геометры, вм'Ьсто 
того чтобы излагать этотъ законъ прямо въ в веден in въ механику, при
водить его гораздо позже, при установлены! принципа пронорцюналь- 
ности скоростей силами— иеобходимаго основашя обыкновенной динамики.

Чтобы в’Ьрно нонятьистинныйхарактери разематриваемаго вопроса, 
надо зам'Ьтить, что отиошешя двухъ силъ могутъ быть определены двумя 
различными способами: статически и динамически. Въ самомъ дЬл®, мы 
не всегда суднмъ объ oniouieniи двухъ силъ по большей или меньшей 
интензивноетн двнженш, который он® могутъ соббщить одному и тому 
лее т'Ьлу. Мы часто оцЬниваемъ ихъ просто путемъ раземотрйшя 
ихъ взаимнаго равнов'Ьшя, считая равными такйя силы, который, прило
женным въ противоположиыхъ нанравлешяхъ но одной и той же прямой, 
взаимно уничтожаются, и считая одну силу вдвое, втрое и т. д. больше
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другой, если она уравновеш иваете две, три ц т. д. силы, равный и 
прямо противоположный второй. Этимъ новыми способомъ изм'Ьрешя 
снлъ на самомъ деле мы пользуемся такъ лее часто, какъ и первымъ.

При этихъ услов1яхъ воиросъ но сущ еству заключается въ томъ, 
чтобы определить, являются-лн оба средства постоянно и необходимо 
равнозначущими, т. е. сл4дуетъ-ли изт. простого статическаго опре
деления взаимного отношенья снлъ, что оне, съ динамической точки 
зрЬшя, сообщать одной и той-же массЬ скорости, точно имъ пронор- 
цгональныя. Это соотношеше вовсе не очевидно само по себе; въ луч- 
шемъ случае a priori молено будетъ сказать, что. большая силы необхо
димо должны придавать больния скорости. Но только опытъ можетъ 
реш ить, будетъ-ли скорость пропорщональна первой степени силы или 
какой-либо другой возрастающей ея функцш.

Но мнение всехъ геометровъ и въ частности Лапласа, для нахолс- 
дешя пстинпаго закона природы въ этомъ именно случае и необходимо 
изеледовать общш фактъ независимости или совместимости движенш.

Легко убедиться, следуя разсулсдешямъ Лапласа, что Teopin про- 
nopnioHa.’ibiiocTH скоростей енламъ является непосредственнымъ и неиз- 
беленымъ следстчпемъ этого общаго факта, если применить его къ двумъ 
силамъ, действующим-!, въ одинаковомъ направлении

Въ самомъ деле, пусть тело подъ вл1яшемъ некоторой силы прошло 
определенное разстояше по некоторой прямой; прнложимъ къ этому 
телу вторую силу, равную первой и действующую по тому лее напра
вленно: тогда, но закону независимости двилсенш, эта сила только пере- 
несетъ весь отрйзокъ прямой, по которой двигалось тело, на такое-же 
pa3CTO!iHie въ то лье время, не изменяя движешя самаго тЬла по этой 
прямой. Поэтому, благодаря сложенш этихъ двшкешй, данное тйло 
действительно пройдетъ разстояше вдвое большее, чемъ разстояше, 
соответствовавшее первоначальной силе. Таковъ единственный способъ, 
при пом'ощи котораго молено установить общую нропорщональность 
скоростей силамъ: эту пропорциональность я не могу разематривать, 
какъ четвертый основный законъ движешя, такъ какъ она входить въ 
третий законъ.

Очевидно, поэтому, что после того, какъ общш законъ независи
мости двшкешй былъ нризнапъ въ механике излишиимъ для установлешя 
основного правила слолсешя снлъ, это последнее философское предлолеетйе 
пришлось но необходимости разематривать вновь, какъ одну нзъ необходи- 
мыхъ основъ науки, какъ только потребовалось доказать не менее важный 
законъ о пропорциональности снлъ скоростями; это обстоятельство устра- 
няетъ носледшя сомнешя въ необходимости закона. Нтакъ, къ какому- 
лсе действительному результату привели все усилия ума, направленный 
на то, чтобы устранить прямое введ ете  въ основы механики этого 
валенаго факта? Только къ тому, что онъ какъ будто устраненъ въ 
статике и принимается во внимаше только при переходе къ динамике. 
Нее, стало быть, сводится въ действительности къ простой переста
новке. Ясно, что такой незначительный результата совершенно не соот- 
в'Ьтствуетъ тЬмъ хнтроенлетешямъ косвенныхъ методовъ, при помощи 
которыхъ онъ былъ достигнута, далее въ томъ случае, если бы эти 
методы были логически-безу нречиы,— а намъ удалось ясно доказать про
тивное.

Поэтому во всехъ отношен]яхъ будетъ лучше, если мы открыто 
и прямо будемъ подчиняться философскими требованиями науки, и ,—
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разъ она не можетъ обойтись безъ основашя, почерпнутаго изъ опыта,—  
ясно признаемъ это основаше съ самаго начала. Никакими, другимъ 
снособомъ нельзя сделать науки совершенно положительной, такъ какъ. 
не им'Ья подобныхъ основъ, она навсегда сохранить нисколько метафизи
чески! характеръ.

Таковы, следовательно, три физически.' закона движенья, служашде 
достаточной опытной основой для рацюнальноп механики и нозволяюшде 
человеческому уму, простыми логическими оиерандямн, не прибегая 
более къ наблюдёшю внТиЩяго Mipa, прочно н систематически устано
вить здаше науки. Хотя эти три закона мне кажутся вполне достаточ
ными. я a priori не вижу никакой причины, которая препятствовала бы 
увеличенш нхъ числа, если удалось-бы действительно установить, что 
они не являются совершенно полными. Такое увелнчеше числа основныхъ 
законовъ я считаю очень легкимъ нрепятсттаемъ для рацюнальнаго 
усовершенсТвовашя науки, такъ какъ число законовъ, очевидно, никогда 
не можетъ возрасти до большихъ размТровъ; но я предпочелъ бы, 
вообще говоря, установить однимъ пли двумя законами более, если 
для того, чтобы избежать такого увелнчеш я,. было бы необходимо при
бегать къ слишкомъ отвлеченнымъ разсуждешямъ, который, по самой 
природе своей, изменили бы положительный характеръ науки, lio  сово
купность только что изложенных!, трехъ законовъ вполне удовлетво- 
ряетъ, на мой взглядъ. всЬмъ суьцественнымъ услов!ямъ, поставленными 
въ действительности самой природой теорш ращональной механики. 
Бъ самомъ деле, первый законе, —  законъ Кеплера, —  вполне онредй- 
ляетъ результата дейстчйя одной силы, действующей мгновенно; второй, - 
законъ Ньютона,— устанавливаетъ основное правило, по которому пере
дается дви ж ете при действ ¡и однихъ гел ь на друпя; наконецъ, третш 
законъ, —  законъ Галилея,— приводить непосредственно къ общей тео
реме относительно сложешя движешй. Поэтому понятно, что вся меха
ника равномерныхъ движешй или мгновенныхъ снлъ вполне можетъ 
быть разсматрнваема, какъ прямое с л е д и т е  совместнаго прнменешя 
этихъ трехъ законовъ, которые но самой природе своей весьма точны 
и тотчасъ же могугъ быть выражены при помощи легко получае- 
мыхъ аналптическнхъ уравнений Что же касается наиболее обширной 
и важной части механики, которая и представляетъ существенный труд
ности, —  т. е. механики переменныхъ движений или непрерывных’!, 
снлъ,— то легко показать въ общемъ виде возможность ея приведения къ 
элементарной механике, характеръ которой только что былъ указанъ. 
съ помощью метода безконечно-малыхъ, иозволяющаго для кап,даго без- 
конечно-малаго промежутка времени подставлять на место неремЬннаго 
двпжешя д ви ж ете равномерное, —  откуда непосредственно получаются 
дифференщальныя уравнен i я, относящаяся къ последнему классу движении

Будетъ, безъ сомненья, очень важно установить въ следующих’!, 
лекщ яхъ прямо и точно общи! снособъ применеьпя метода безконечно- 
малыхъ для р’Ьшенш обеихъ основныхъ задачъ рацюнальноп механики 
и тщательно изучить главные результаты, полученные такимъ обра- 
зомъ геометрами относительно абстрактныхЪ законовъ равновесия и 
движенья. Но уже теперь ясно, что механика имЬегь своими, действи
тельными, основашемъ все три физическихъ закона, установленные 
выше, и что съ этихъ норъ весь трудъ становится чисто теоретическим’!, 
и заключается только въ щпемахъ пользованья указанными законами 
для р’Ьш.енья раздичныхъ общихъ вопросовъ.
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Однимъ словомъ, отделеше части науки, по необходимости физи
ческой, отъ части чистологической можетъ быть, мн£ кажется, выполнено 
совершенно точнымъ и опред'Ьленнымъ образомъ.

Чтобы закончить этотъ общш обзоръ фнлософскаго характера 
ращоиальнон механики, намъ остается только разсмотр'Ьть вкратце 
основный отделы науки; вторичныя нодразд'йлешя должны быть сделаны 
въ слвдующихъ лекщяхъ.

Первое и самое важное естественное подраЗдФлеше механики 
заключается въ различенш вопросовъ двухъ родовъ,— въ зависимости 
отъ того, предполагается ли найти условия равновешя, или изучить 
законы движешя: отсюда вытекаетъ д е л е т е  механики на статику  и 
оинамику. Достаточно указать на такое д е л е т е , чтобы дать прямо 
понять его общую необходимость. Кроме Д'Ьйствительнаго различгя 
по сущ еству между этими двумя основными классами задачъ, легко 
понять a priori, что изсл4дованхе вонросовъ статики, вообще говоря, 
по самой ихъ природ!, гораздо легче, чймъ изсл'йдоваше вонросовъ дина
мики.

Это обстоятельство существеннымъ образомъ вытекаетъ изъ того, 
что въ вопросахъ перваго рода,— какъ справедливо замечено,— Д'Ьлаютъ 
отвлечете отъ времени; иначе говоря, такъ какъ я в л е те , подлежащее 
нз\ ч о 11 i ю, мгновенно, то н'Ьтъ надобности принимать во внимаш’е нзм'й- 
нешя, который могутъ претерпевать силы системы въ различным после
довательные моменты времени. Въ каждый же вонросъ динамики, напро- 
1 и въ, надо вводить въ разсмотр4ше указанное обстоятельство, состав
ляющее новый основный элементъ ея, и, b m î o t è  съ т й м ъ , ея главную 
трудность.

Вообще говоря изъ этого глубокаго рдзлшпя вытекаетъ, что вся 
с La in ка, если ее разематрнвать какъ частный случай динамики, соот- 
в (.тствуетъ только самой простой ея части, заключающей Teopiio равно- 
мЬрныхъ движешй, что мы и нокажемъ отдельно въ следующей лекцш.

Важность изложеннаго делешя оченг. ясно подтверждается общей 
HCTopieii нстпннаго развидтя человеческаго разума. Въ самомъ деле, 
мы видимъ, что древше обладали некоторыми весьма существенными 
основными све.Иипямн относительно равновесия ■ какъ твердыхъ, такъ 
и жидкихъ телъ; въ этомъ особенно легко убедиться изъ превосход- 
ныхъ пзеле.дованш Архимеда, хотя онй были еще очень далеки отъ 
действительно полной ращональной статики. Наоборотъ, динамика, 
далее и самая элементарная, была имъ совершенно неизвестна; первыми 
шагами этой вполне современной науки мы обязашл Галилею.

, Наиболее важное подразделена, которое следуетъ установить въ 
механике после этого основнаго деле!пя, заключается въ отд'Ьлеши 
какъ въ статике, такъ и въ динамике, изучен in твердыхъ телъ отъ 
изучешя мсидкихъ. Какъ бы существенно ни было это подразделен1е, 
я ставлю его, следуя методу, установленными Лагранжемъ, на второй 
нланъ, подчиняя первому; признавать его за основное делений, какъ 
это еще делается въ обыкновеппыхъ курсахъ механики, значило бы. 
мне кажется, преувеличивать его н.пяше. В ъ самомъ деле, существен
ные принципы статики или динамики необходимо должны быть одни и 
тй лее какъ для лшдкихъ, такъ и для твердыхъ телъ; жидюя тГла тре- 
буютъ донолнешя къ условгямъ, характернзующимъ систему, еще.рдного
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услов1я, вызываемаго изменяемостью формы, которая, вообще говоря, и 
опред'Ьляетъ собственно механическое состояше жидкостей. ’

Но, хотя мы н поместили разсматриваемое нодразделете на соот
ветствую щ ее ему место, легко понять a priori его крайнюю важность 
и, вообще, оценить, насколько оно должно увеличить основную труд
ность вопросовъ какъ въ статике, такъ, главными, образомъ, и въ дина
мике: полная независимость частицъ, характеризующая жидкш тела, 
заставляетъ разсматрнвать каждую частицу отдельно и, следовательно, 
изучать всегда, даже въ самомъ простомъ случае, систему, состоящую 
изъ безконечнаго множества различныхъ силъ. Отсюда для статики 
вытекаете в в е д е те  изследованш новаго рода, —  изследованш фигуры 
системы въ состоянья равновешя; вопроси, этотъ, но самой природе 
своей, очень труденъ, и его общее р е ш е т е  до сихъ поръ мало подви
нулось впередъ, даже для одного случая всем1рнаго тяготения. Но труд
ность еще ощутительнее въ динамике.

Въ самомъ деле, возникающая здесь необходимость точно раз
сматрнвать собственное д ви ж ете каждой частицы въ отдельности для 
действительно полнаго изучения явлешя, съ точки з р й т я  аналитиче
ской, вводитъ въ вопросъ въ общемъ виде неразрешимое до сихъ поръ 
ослож нете; пока его удалось преодолеть для самаго простого случая 
жпдкаго тела, двпгающагося подъ действ1емъ одной земной тяжести, 
и то только при помощи очень ненрочныхъ ги п отезъ ,— какова гипотеза 
Дан ¡ила Бернулли о параллельности слоевъ, въ значительной степени 
искажающая природу явленш.

Вообще говоря, теперь становится понятной неизбежность гораздо 
большей трудности гидростатики и, въ особенности, гидродинамики 
сравнительно съ статикой и динамикой въ собственномъ смысле; послед- 
шя н въ самомъ де.тЬ гораздо более подвинулись впередъ.

Чтобы составить себе правильное общее нредставлеше объ этомъ 
основномъ разлнчш, следуетъ добавить къ вышеизложенному, что онре- 
д е л е т е , при помощи котораго геометры въ рацюнальной механике 
характеризуют!, раз.игае между твердыми и жидкими телами, на самомъ 
деле является относительно тёхъ  и другнхъ телъ лишь преувелнчеи- 
нымъ и, следовательно, не вполне соответствующими действительности 
представлетемъ. Въ самомъ деле, особенно но отношение къ жидкнмъ 
телами, ясно, что ихъ частицы въ действительности вовсе не находятся 
въ томъ состояши строгой взаимной независимости, какое мы вынузк- 
дены предполагать въ механике, подчиняя ихъ только требований сохра
нять постоянный объемъ, еелн речь ндетч, о капельно-жидкомъ тйлй, 
или, если нмеемъ дЬло съ газомъ, изменять объемъ, следуя данной 
функпш д авл етя , —  напримеръ, обратно пропорцюнально давлешю, 
согласно съ закономъ M apiorra. Напротивъ, значительное число явле
ний природы обусловлено существенными образомъ взаимными сценле- 
т е м ъ  частицъ Жидкости; только связь между ними гораздо меньше, 
чемъ въ телахъ твердыхъ.

С ц еи л ете частицъ, которое исключается изъ разем отретл въ 
математическихъ жидкихъ телахъ, и которое, какъ мне кажется, почти 
невозможно принять надлежащими образомъ въ разечетъ, влечетъ, какъ 
известно, въ статике, и, въ особенности, въ динамике, весьма заметное 
разлшие между действительными явлетям и  и явлетям и, вытекающими 
изъ Teopin; напримеръ,— и стеч ете  тяжелой жидкости изъ пйкотораго



опредйленнаго отверстая, где наблю дете относительно количества вы
текшей въ данный промежуток* времени жидкости заметно расходится 
съ теор!ей.

Хотя математическое опредйлеше твердаго тйла гораздо точнйе 
изображает* его действительное состои те, однако во многих* случаях* 
следует* признать необходимость принимать въ разсчетъ и возмолсность, 
взапмнаго отдйлешя частиц* —  отделения, которое всегда будет* иметь 
место, если силы, приложенным к* твердому тайлу, достаточно велики; въ 
ращональной механике такую возмолсность совершенно не принимают* во 
внпмаше. Это особенно легко показать на теорш излома твердых* 
тайл*, которая, будучи едва намйчена Галилеем*, Гюйгенсом* и Лейб
ницем*, въ настоящее время находится въ очень несовершенном* и 
даже неопределенном* состоянш, несмотря на труды многих* других* 
геометров*; тймъ не менйе, она имела бы большое значеше для выяс- 
нешя многих* вопросов* земной, и преимущественно промышленной, 
механики.

Нужно, однако, заметить по этому поводу, что последнее несо
вершенство одновременно и гораздо менйе ощутительно, и менее важно, 
чймъ только что указанное несовершенство механики лсидкихъ тайл*: оно 
не молсетъ нисколько нов.пять на р й теш е задач* небесной механики, 
представляющих* на самом* дйлй,— как* мы не раз* пмйли случай . ука
зывать, —  главное и, вероятно, единственное примйнеше ращональной 
механики, которое молсетъ когда-либо стать действительно полным*.

Наконец*, мы доллсны указать, вообще говоря, еще на один* про
бел* въ современной механике, —  пробел*, правда, второстепенный, но 
нмйющш некоторое значеше, —  именно на теорш  класса тйлъ, находя
щихся въ среднем* состоянш мелсду твердым* и строго лспдкимъ, —  
тел*, который молено было бы назвать полу-жидкими или полу-твер- 
дыми; таковы, например*, съ одной стороны, пески, съ другой— жндшя 
студенистыя тела. Были представлены кое-кашя теоретн честя сообра- 
лсешя об* этих* тайлах* под* назвашемъ несовершенныхъ о/сидкостей, 
особенно относительно поверхности и х* въ состоянш равновйшя, но 
лхъ собственная теоргя никогда не была действительно установлена въ 
общем* и прямом* виде.

Таковы главные обнце пункты, которые я счел* нужным* наме
тить въ кратких* чертах*, чтобы читатель мог* оценить философскш 
характер*, отлнчающш ращональную механику въ полном* ея объеме.

Теперь нам* предстоит* выяснить, —  разематрнвая съ той же 
философской точки зрйшя действительный состав* науки, —  каким* 
образом* этот* второй общш отдйлъ конкретной математики, столь 
обширный, столь существенный и столь трудный, при помощи ряда ве
ликих* трудов* выдающихся геометров*, мог* подняться до той вы
сокой степени совершенства, котораго он* достиг* въ наше время въ 
замечательном* трактате Лагранжа, где вей абстрактные вопросы, каше 
только могут* явиться въ механпкй, приводятся, на основанш одного един- 
ственнаго принципа, к* чисто-аналитическим* пзыскашямъ, как* мы 
это видйли уже для геометрических* задач*. Это изелйдоваше будет* 
предметом* трехъ следующих* лекцш; из* них* первая будет* посвя
щена статикй, вторая— динамике, а третья— нзеледовашю общих* теорем* 
ращональной механики.
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Общж обзоръ статики.

Вся рацюнальная механика молсетъ быть изложена по двумъ мето- 
дамъ, которые различны ио сущ еству и неравны по совершенству: 
молено разематривать статику и л и  непосредственно, и ли  какъ частный 
случай динамики.

я первому методу пытаются непосредственно открыть достаточно 
оощш принцип* равновйшя и применяют* его затйм* для нахождения 
условии равновйшя какихъ угодно системъ возмоленыхъ силъ.

По второму методу, наоборот*, сначала находят*, каково будет* 
движ ете, вызванное мгновенным* дййст1пем* данных* силъ, и из* 
этого уже выводят*, каковы доллены быть соотношешя мелсду силами, 
чтооы д ви ж ете было равно нулю.

Так* какъ статика, по неооходимости, обладает* большей просто
той, ч мъ динамика, то при самом* появлении рацюнальной механики 
мог* оыть применен* только первый метод*. Действительно, древше 
знали только этот* метод*; им* были совершенно чулсды кагая бы то 
ни оыло, даже наиболее простыя, идеи динамики. Истинный основатель 
статики, Архимед*, которому принадлелсатъ вей существенный понятая 
эгои науки, извйстныя древнему м1ру, начал* съ того, что установил* 
у  сл о те  равновйшя двухъ грузов*, привйшенных* к *  концам* нрямо- 
линеинаго рычага, —  т. е. необходимость, чтобы вйса этих* грузов* 
были ооратно пропорщональны и х* разстояшямъ от* точки опоры 
рычага, затймъ он* старался по возможности свести к *  этому одному 
принципу изелйдоваше соотношешй равновйтя, свойственных* другим* 
системам* силъ. Точно также, в*  статикй жидких* тйлъ, он* сначала 
устанавливает* свой знаменитый принцип*, что всякое тйло, погружен
ное въ леидкость, теряет* часть своего вйса, равную вйсу вытесненной 
лсидкостп, и затймъ для большого числа случаев* выводит* теор1ю 
устойчивости плавающих* тйлъ.

Но принцип* рычага сам* ио себе не обладал* достаточной общ
ностью, чтобы его действительно молено было прилоясить к *  опреде
ленно условщ равновесия всевозмолсныхъ системъ силъ. Какими остро
умными соображениями ни пытались расширить область его при
менения, все таки к *  нему удалось свести только системы, состояния 
из* параллельных* силъ. Что лее касается силъ, направления кото
р ы х* пересекаются, то и х* пытались сначала изелйдовать аналогичным*
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путемъ, изобретая новые прямые принципы равновесия, спещально при- 
наровленные къ этому более общему случаю: изъ этихъ принциповъ 
следуетъ прежде всего заметить удачную идею Стевена относительно 
равновййя системы двухъ грузовъ, расположенныхъ на двухъ наклон- 
ныхъ плоскостяхъ, нрислоненыхъ другъ къ другу. Эта новая основная 
идея, быть можетъ, была-бы вполне достаточной для пополнешя про
бела, оставленнаго въ статике принципомъ Архимеда, такъ какъ Сте- 
вену удалось вывести изъ нея соотношешя равновейя между тремя си
лами, приложенными къ той-же точке по крайней мере для случая, 
когда две изъ этихъ силъ перпендикулярны другъ къ другу; онъ даже 
заметилъ, что эти три силы относятся другъ къ другу, какъ стороны 
треугольника, углы котораго были-бы равны угламъ, образованнымъ дан
ными тремя силами. Но, такъ какъ въ это же время Галилеемъ была со
здана динамика, то геометры отказались отъ нрежняго прямого статя- 
ческаго пути и предпочли при изыскан]п условш равновесия применять 
известные улсе законы сложешя силъ. При помощи этого последняго 
метода Вариньощь пришелъ къ истинной и общей теорш равнове- 
й я  системы силъ, прилолсенныхъ къ одной точке, и вследъ за нимъ 
д’Аламберъ установилъ, наконецъ, впервые уравнешя равновейя любой 
системы силъ, прилолсенныхъ къ различнымъ точкамъ твердаго • тйла 
неизменной формы. Этотъ методъ и до настоящаго времени применяется 
чаще всего.

Но на первый взглядъ методъ Д’Аламбера кажется мало рацш- 
нальнымъ: такъ какъ динамика сложнее статики, то совершенно неудобно 
ставить статику въ зависимость отъ нея. Въ самомъ деле, съ фило
софской точки зрешя было бы лучше, наоборотъ, свести, если воз- 
молшо, статику къ динамике— что и было сделано впоследствш.

Тймъ не менее надо признать, что для разсмотрйшя статики, какъ 
частнаго случая динамики, достаточно создать только самую элементар
ную часть последней,— теорш  равномерныхъ движенш, н вовсе нетъ 
надобности иметь теорш  неременпыхъ движенш. Весьма валено точно 
объяснить это основное различ1е.

Для этого замйтимъ прелсде всего, что существуютъ, вообще говоря, 
силы двухъ родовъ: 1°, силы, который я называю мгновенными,— какъ 
толчки, действу юнце только при начале движешя и предоставляюпця 
тйло самому себе, лишь только оно пришло въ движенш, 2°, силы, 
который довольно неточно называютъ ускорит ельнъиш  и которыя я 
предпочитаю называть непрерывными, какъ напр., притяясешя, дей
ствующая на тело непрерывно во все время его движешя. Это разде- 
леше равносильно деление движенш на равномгърныя н перелтн- 
ны я: ясно, что въ силу иерваго изъ трехъ основныхъ законовъ двилсе- 
шя, излолсенныхъ въ предшествующей лекцш, всякая мгновенная сила не
обходимо долясна вызвать равномерное движсн1е, тогда какъ всякая непре
рывна!! сила, нанротивъ, должна по самой природе своей сообщить 
тел у  различным переменный двилсешя. При этихъ услов1яхъ очень 
легко понять a priori,— какъ я улсе не разъ указывалъ,— что часть ди
намики, относящаяся къ мгновеннымъ енламъ или равномернымъ дви- 
жешямъ, должна быть, безъ всякаго сравнешя, бозконечно проще дру
гой части, относящейся къ непрерывнымъ силамъ или къ переменнымъ 
двилсешямъ; въ ней то, главнымъ образомъ, и заключается вся труд
ность динамики. Первая часть на столько проста, что ее, во всей 
совокупности, можно разематривать какъ непосредственное следетшв
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трехъ основныхъ законовъ движешя, что я и отметили особенно въ 
конце предшествующей лбкдш. Поэтому теперь легко понять, вообще 
говоря, что только эта первая часть динамики ц нужна для представле- 
ш я статики, какъ частнаго случая динамики.

В ъ самомъ дЬл£, явлеше равновйшя, законы котораго требуется 
найти, очевидно, представляетъ собою по самой природе своей явлеше 
мгновенное, которое должно изучать, не принимая во внимашя времени. 
Разсмотр£ше времени вводится только при изсл’Ьдовашяхъ такъ назы
ваемой устойчивости равновесия; но эти изслйдовашя, собственно го
воря, уже не составляютъ части статики и входятъ, по сущ еству, въ 
составь дннампки. Одннмъ словомъ,— согласно уже приведенному обыч
ному афоризму— въ статике всегда отвлекаются отъ времени.. Отсюда 
сл£дуетъ, что въ статике на вей силы, подлежат,¡я пзелйдованш, можно 
смотреть какъ на мгновенный, причемъ теорш не теряютъ своей необ
ходимой общности.

Во всякое время своего дМ ств1я непрерывная сила, очевидно, 
всегда можетъ быть заменена мгновенной, механически равной ей,—  
т. е. такой, которая можетъ сообщить двигающемуся те  л у такую же 
скорость, какую ему на самомъ дЬл£ сообщаетъ въ этотъ моментъ дан
ная сила. На самомъ д£л£, вместо этой мгновенной силы нужно будетъ 
для следующего безконечно-малаго промежутка времени ’ подставить 
другую силу такого же рода, чтобы выразить действительное йзмйне- 
ш е скорости; поэтому то въ динамике, где разсматривается со сто и те  
движущагося т£ла въ различные последовательные моменты времени, 
мы, благодаря указанному нзмг£нешю мгновенныхъ сплъ, непременно 
встретимся съ основной трудностью, присущей самой природе непрерыв- 
ныхъ силъ, только таже самая трудность представится въ другой форме. 
Но въ статике, где приходится разематривать сплы лишь въ одннъ 
определенный моментъ времени, вовсе не надо принимать въ раз- 
счетъ подобныхъ нзменешй, и об пр о законы равновешя, установленные, 
такимъ образомъ, въ предположен!и, что все  силы мгновенны, будутъ 
также применимы и къ непрерывными силами, съ теми лишь усло- 
шемъ, чтобы прп такомъ примененш вместо каждой непрерывной сплы 
была подставлена мгновенная сила, соответствующ ая ей въ этотъ мо
ментъ.

Теперь ясно видно, какими образомъ абстрактную статику легко 
можно разематривать, какъ простое прпменеше наиболее элемен
тарной части динамики,— той именно ея части, которая относится къ 
равномерными движешямъ. Наиболее удобный способъ осуществить это 
прпменеше основывается на зам£чанш, что если некоторый силы на
ходятся въ равнов£сш, то каждая изъ нихъ, взятая отдельно, молсетъ 
быть разематриваема какъ сила, уничтожающая результата совмйстнаго 
действ! я вс£хъ другихъ.

Такимъ образомъ отыскаше условш равновйшя сводится, вообще, 
къ выражение, что одна какая нибудь изъ силъ системы равна и прямо 
противоположна суммгь всехъ  остальныхъ; поэтому при такомъ методе 
вся трудность заключается только въ определеши этой суммы,— т. е. 
въ сложенги  между собою данныхъ силъ. Для случая двухъ силъ это 
сложеше выполняется непосредственно по третьему основному закону 
движешя; отсюда тотчасъ же вытекаетъ п сложеше какого угодно числа 
силъ. Этотъ элементарный вопросъ представляетъ собою, какъ известно, 
два существенно различныхъ случая, въ зависимости отъ того, сходятся
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ли направлешя действ!я об'Ьихъ составляющхъ силъ, или ошЬ направлены 
параллельно. Каждый изъ такихъ двухъ случаевъ можно разсматривать, 
какъ сл^дств1е другого; поэтому между геометрами возникло известное 
разноглаше относительно способа установлешя элементарныхъ законовъ 
сложешя силъ въ зависимости отъ того, который изъ случаевъ изби
рается за исходную точку. Но, не оспаривая полной возможности посту
пать иначе, я все таки считаю более ращональнымъ, более соотвйт- 
ствующимъ философскимъ требовашямъ и болйе согласнымъ съ духомъ 
разсматриваемой системы изложешя статики начинать съ сложешя схо
дящихся силъ, откуда, естественно,хложеше параллельныхъ силъ выте- 
каетъ какъ частный случай, тогда какъ обратный выводъ можетъ быть 
сд'Ьланъ только при помощи косвенныхъ соображенш, которыя,— какъ 
бы остроумны они ни были,— непременно носятъ отпечатать некоторой 
искусственности.

Установивъ элементарные законы сложешя силъ, геометры, прежде 
чемъ применить ихъ къ отыскашю условш равновес1я, подвергаютъ 
ихъ обыкновенно важному преобразовашю, которое, хотя и не безу
словно необходимо, однако приносить въ аналитическомъ отношеши 
весьма большую пользу, вводя въ алгебраическое выражеше условш 
равновесия огромное упрощеше. Это преобразоваше заключается въ такъ 
называемой теорш моментовъ, назначеше которыхъ по сущ еству заклю
чается въ сведенш въ аналитическомъ отношеши всехъ  законовъ сло
жешя силъ къ простому сложенпо и вычпташю.

Слово моментъ, первоначальнный смыслъ котораго въ настоя
щее время совершенно измененъ, обозначаетъ теперь только абстрактное 
представлеше о произведеши силы на некоторое разстояше. Какъ 
известно, следуетъ различать моменты двухъ родовъ: моменты отно
сительно точки, обозначаются произведете силы на перпендикуляръ, 
опущенный изъ этой точки на направлеше силы, и моменты относи
тельно плоскости, обозначающее произведете силы на разстояше точки 
ея приложешя отъ этой плоскости. Первые, очевидно, зависятъ только 
отъ направлешя силы, и совсеиъ не зависятъ отъ точки ея приложе
ш я,— они, по самой природе своей, особенно удобны для теорш непа- 
раллельныхъ силъ. Моменты второго рода, наоборотъ, зависятъ только 
отъ точки приложен]я силы и вовсе не зависятъ отъ ея направлешя: 
они по сущ еству предназначены для теорш параллельныхъ силъ. Ниже 
мы будемъ иметь случай указать счастливую и важную идею г. Пуансо, 
которая помогла ему сообщить въ общемъ виде,— и наиболее естествен- 
нымъ образомъ,— прямое и конкретное толковаше моментамъ того и дру
гого рода, до него имевшимъ въ действительности только абстрактное 
значеше.

Если понятие о моментахъ установлено, то вся ихъ элементарная 
теор!я заключается, по сущ еству, въ следующихъ двухъ общихъ и весьма 
замечательныхъ свойствахъ, легко доказываемыхъ съ помощью сложе
нья силъ: 1) если разсматривать систему силъ, лежащихъ въ одной и 
той лее плоскости, хотя и расположенныхъ въ ней какъ угодно, то моментъ 
ихъ суммы относительно произвольной точки этой плоскости равенъ 
алгебраической сумме моментовъ всехъ слагаемыхъ относительно той 
же точки, если этимъ различнымъ моментамъ присвоить соответствую
щей знакъ, въ зависимости отъ направлешя, въ которомъ каледая сила 
стремится повернуть плечо рычага около начала моментовъ, принимае- 
маго за постоянное; 2) если разсматривать систему параллельныхъ силъ.
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расположенныхъ какъ угодно въ пространств'!;, то моментъ ихъ суммы 
относительно произвольной плоскости равенъ алгебраической сумме 
моментовъ всЬхъ слагаемыхъ относительно той же самой плоскости, 
причемъ знакъ каждаго момента определяется, конечно, согласно съ 
обычными правилами, по знаками каждаго нзъ множителей, его состав- 
ляющнхъ. Первая нзъ этихъ двухъ основныхъ теоремъ была открыта 
Вариньономъ, —  геометромъ, которому ращональная механика обязана 
очень многими и память котораго была достойными образомъ возста- 
новлена изъ несправедливаго забвешя Лагранжемъ. Пр1емъ, при помощи 
котораго Вариньонъ доказываетъ эту теорему для случая двухъ сла
гаемыхъ,— откуда непосредственно вытекаетъ обпцй случай,— тоже очень 
зам4чателенъ.

В ъ самомъ деле, разсматривая моментъ каждой силы относительно 
какой нибудь точки какъ величину, очевидно, пропорцюнальную пло
щади треугольника, имеющаго эту точку своей вершиною, а основа- 
шемъ—  прямую, изображающую силу, Вариньонъ, следуя закону паралле
лограмма силъ, представляетъ теорему о моментахъ сначала въ очень 
простой геометрической форме, доказывая, что если въ плоскости па
раллелограмма взять какую ннбудь точку и разсматривать три треу
гольника, пмеюшде эту точку общею вершиною, а основашямн —  две 
сиежныя стороны параллелограмма и соответствующ ую доагональ его, 
то треугольники, построенный на д1агоналп, всегда будетъ равновелпкъ 
сумме или разности треугольниковъ, построенныхъ на двухъ сторонахъ; 
это предложеше, какъ справедливо заиечаетъ Лагранжи, и само по 
себе представляетъ прекрасную теорему геометрш, независимо отъ 
пользы его въ механике.

При помощи теорш моментовъ легко выразить аналитическая 
соотношешя, которыя должны существовать между силами въ состоянш 
равновесия, разсматривая сначала для большей легкости два частныхъ 
случая: случаи системы силъ, расположенныхъ какъ угодно въ одной 
и топ же плоскости, и случай какой нпбудь системы параллельныхъ 
силъ.

Каждая изъ такпхъ двухъ спстемъ требуетъ, вообще говоря, трехъ 
уравнеш й равновешя, которыя заключаются: 1) для первой системы въ 
томъ, чтобы алгебраичесюя суммы произведены! каждой силы на коси- 
нусъ или на синусъ угла, образуемаго ею съ произвольно взятой 
въ плоскости системы постоянной прямой, равнялись, каждая въ отдель
ности, нулю, равно какъ и алгебраическая сумма моментовъ всЬхъ 
силъ относительно какой нибудь точки этой плоскости; 2) для второй 
системы— въ томъ, чтобы равнялись нулю какъ алгебраическая сумма 
вс'йхъ данныхъ силъ, такъ и алгебраическая сумма ихъ моментовъ, 
взятыхъ отдельно относительно двухъ различныхъ плоскостей, параллель
ныхъ общему наиравлетю  этихъ сихъ. Разсмотревъ предварительно 
эти два случая, легко вывести изъ пихт, случай системы какихъ угодно 
силъ. Для этого достаточно представить себе, что каждая сила системы 
разложена на две, изъ которыхъ одна лежитъ въ определенной пло
скости, а другая перпендикулярна къ ней; такимъ образомъ данная система 
заменится совокупностью двухъ более простыхъ вспомогательных!, си- 
стемъ, изъ которыхъ одна состоитъ изъ силъ, расположенныхъ въ одной 
и той же плоскости, другая— изъ силъ, перпендикулярныхъ къ этой 
плоскости и, следовательно, параллельныхъ между собою. Но такъ какъ 
эти две частныя системы, очевидно, не могутъ уравновесить другъ
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друга, то для того, чтобы равновеше могло иметь место для всей 
первоначальной системы, необходимо, чтобы каждая изъ об'Ьихъ част- 
ныхъ снстемъ была въ равновйсш; такимъ образомъ задача сводится 
къ двумъ уясе предварительно разсмотренныиъ вопросамъ. Таковъ— по 
крайней M tp i въ самомъ простомъ вид!;— способъ изложешя, въ случай 
применения къ статике метода динамики, общаго изслйдовашя аналитн- 
ческихъ условш равнов±о1я для какой угодно системы силъ; впрочемъ, 
очевидно,- было бы возможно, усложнивъ piuieH ie, изсл-Ьдовать задачу 
прямо во всей ея общности такъ, чтобы, обратно, оба предварительные 
случая вошли какъ простыл приложешя. Но какой бы путь ни былъ 
прнзнанъ за наиболее удобный, для равновесия любой системы силъ 
всегда получатся следуюшдя шесть уравненш:

Е Р  cos а =  О, Е Р  cos ¡3 =  0, Е Р  cos у =  О,
Е Р  {у cos а— х  cos Р) =  О, Е Р  (г  cos а —  х  cos у) =  О 

Е Р  (у  cos у —  г  cos ¡3) =  О,

где Р  обозначаешь величину какой нибудь изъ силъ системы, а, р, у—  
углы, образуемые ея направлешемъ съ тремя выбранными произвольно 
постоянными прямоугольными осями, а х , у, z  —  координаты точки ея 
приложешя относительно этнхъ трехъ осей; я ввожу здесь значекъ S 
чтобы обозначить сумму подобныхъ произведены, соответствующ ихъ 
всеми снламъ системы Р , Р ',  Р "  и т. д.

Таковы, по сущ еству, щнемы опредЪлешя общихъ условш  равно- 
BiciH, если считать статику за частный случай элементарной динамики. 
Но, какъ бы простъ на самомъ д’ЬлЬ ни былъ этотъ методъ, было бы, 
очевидно, ращоиальшЬе вернуться къ методу древнихъ, освободпвъ 
статику отъ с о об ражен iit динамики и приступая прямо къ изыскашямъ 
условШ равновейя, разсматриваемаго какъ таковое при помощи доста
точно общаго принципа равновесия, установленнаго непосредственно. 
К ъ этому-то п начали стремиться въ действительности геометры, 
когда обшдя уравнешя равновейл уже были открыты при помощи 
методовъ динамики. Но главнымъ побуждешемъ установить прямой 
методъ статики была причина философскаго характера,— более высо- 
каго порядка и въ то же время более уважительная, чемъ потребность 
изложить статику съ более совершенной въ логическомъ отношены 
точки зр4шя. И намъ теперь очень валено разъяснить этотъ вопросъ, 
ибо такимъ именно путемъ Лагранлеъ довелъ всю ращональную меха
нику до той высокой степени философскаго совершенства, какою она съ
тйхъ поръ обладаешь.

Указанная основная причина вытекаешь пзъ необходимости привести 
самые трудные и важные вопросы динамики, при изеледованш ихъ въ 
общемъ виде, къ простымъ задачами статики. Мы съ особенными вни- 
машемъ раземотримъ въ следующей лекцш знаменитый общш прпнцппъ 
динамики, открытый д’ Аламберомъ, —  прпнцппъ, при помощи котораго 
всякое изеледоваше относительно движешя тела или какой-угодно 
системы можетъ быть непосредственно обращено въ задачу о рав
новесии

Этотъ прпнципъ, какъ я уже указали въ предъидущеи лекцш, 
является, съ философской точки зрешя, только наиболее общими выра- 
ж етем ъ  второго основного закона движешя; онъ уже около столейя 
служитъ постоянно исходными пунктомъ для р е ш е т я  в сехъ  главныхъ 
задачи динамики, и въ будущемъ, очевидно, его зн ач ете  въ этомъ смысле
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должно все более возростать въ виду удивительной простоты, вноси
мой имъ въ самыя трудный нзыскашя. Ясно, однако, что подобный 
спосооъ изслъдовашя требуетъ, со своей стороны, чтобы статика была 
оораоотана на основанш прямого метода, а не выведена изъ динамики- 
наоборотъ, съ этой точки зрйшя, динамика всецело основана на статике.’

Сооственно говоря, мы не вступили-бы въ заколдованный крута, 
если-бы продолжали следовать обычному пути, указанному нами выше,' 
такъ какъ элементарная часть динамики, служащей основашемъ ста
тики, на самомъ деле совершенно отлична отъ той части, которая 
можетъ быть изложена только при помощи приведешя ея къ статике.

Очевидно, тймъ не менее, что при такомъ способе излоясеьпя, 
совокупность рацюнальной механики обладала-бы крайне несовершен
ным ь философскимъ характеромъ, въ виду частыхъ переходовъ отъ 
статической точки зрйшя къ динамической. Словомъ, эта наука была-бы 
построена несоразмерно, и поэтому ей по самому сущ еству не хва- 
тало-бы единства.

Окончательное ycBoeHie и всеобщее прим кнете принципа д ’Алам- 
бера сдйлали необходнмымъ для будущпхъ успеховъ человеческаго ума 
коренное преобразовате всей системы рацюнальной механики, чтобы, 
разснатривая статику прямо съ точки зрйюя первоначальнаго доста
точно общаго закона равновеия н сводя динамику къ статике, дать всей 
науке возможность прюбрести уже несомненный ‘ характеръ единства.

Въ этомъ и состоитъ истинно философски переворота, " произве
денный Лагранжемъ въ его замечательномъ курсе Аналит ической  
М еханики-  основная мысль этого труда всегда будетъ служить исходной 
точкой всехъ  позднейшихъ работъ геометровъ надъ законами рав
новесия и движешя,— подобно тому, кавъ великая первоначальная 
идея Декарта, какъ мы это видели выше, должна постоянно направ
лять все геометричесюя теорш.

Разсмагривая нзследовашя нрежнихъ геометровъ относительно 
свойствъ равновесия, чтобы позаимствовать у  нихъ прямой принципъ 
статики, который могъ-бы представить всю необходимую общность, 
Лагранясъ остановилъ свой выборъ на принцит ъ возможныхъ скоро
стей •■), сделавшемся съ техъ  поръ столь знаменитымъ благодаря своимъ 
многочисленнымъ и важнымъ приложен!ямъ. Этотъ принципъ, открытый 
сначала Галилеемъ для случая двухъ силъ, какъ общее, свойство, обна
руживающееся при равновесш  всехъ машинъ, позднее былъ распро- 
страненъ Иваномъ Бернулли на какое угодно число силъ, составляю- 
щихъ какую-нибудь систему; затемъ улсе Вариньонъ верно заметилъ 
возмолшость общаго применешя его въ статике.

Комбинйщя этого прииципа съ принципомъ д ’Аламбера привела 
Лагранжа къ нониманпо и толкование всей рацюнальной механики, 
какъ следствия изъ одной только основной теоремы; сообщивъ ей, бла
годаря такой комбинацш, строгое единство, онъ довелъ механику до самой 
высокой степени совершенства, какой только молсетъ достигнуть наука 
въ философскомъ отношенш.

Хтобы съ большею легкостью и яснее понять обицй принципъ воз- 
молсныхъ скоростей, полезно еще разсмотрйть его сначала въиростомъ 
случае двухъ силъ, какъ это сделалъ Галилей. Принципъ для этого

*) Въ руководствахъ механики на русскомъ язык* часто вмЪсто букваль
н а я  перевода „возможный скорости“ (vitesses virtuelles) вводится терминъ 
„возможиыя перемЪщешя“. Прим }
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случая заключается въ томъ, что если две силы уравнов£шиваютъ другъ 
друга при помощи какой-нибудь машины, то он£ обратно проиорщо- 
нальиы иространствамъ, который прошли бы въ направлеши ихъ дей- 
ств1я точки ихъ приложешя, если предположить, что системе сообщено 
безконечно малое движ ете: эти пространства носятъ назваше возможныхъ 
скоростей въ о тл и те отъ действительными скоростей, который на са- 
момъ дълъ им'Р л и бы место, если бы равновешя не существовало.

-Въ первоначальномъ своемъ виде этотъ принципъ, допуская 
весьма удооную проверку относительно вс’Ьхъ изв-Ьстныхъ машинъ, до- 
ставляетъ уже большую практическую пользу благодаря чрезвычайной 
легкости, съ которой онъ позволяетъ получить въ действительности 
математических услов!я равнов'М я всякой машины, даже если ея устрой
ство совсймъ неизвестно.

Называя возможнымъ моментомъ или просто моментомъ,— со
гласно первоначальному значенно, которое давали этому термину гео
метры, —  произведете каждой силы на ея возможную скорость,— про
и звед ете, на самомъ деле измеряющее работу силы для нриве-. 
Денхя машины въ дви ж ете,— можно въ значительной степени упростить 
выражеше принципа, сказавъ только, что въ этомъ случае для равновестя 
моменты об'Рихъ силъ должны быть равны и противоположны по знаку; 
пололсительный или отрицательный зна1гь каждаго момента определяется 
по знаку возмояеной ысорости, 1хоторый согласно съ обычнымъ духомъ 
математической теорш знаковъ считается положительными или отрица
тельными въ зависимости отъ того, упадетъ ли проекщя точки прило
жешя силы вследств1е вообраясаемаго нами фнктивнаго движешя на 
направлеше силы, или на его продолжеше.

Такое сокращенное выражеше принципа возможныхъ скоростей 
особенно полезно для формулировала этого принципа въ общемъ виде, 
относительно совершенно произвольной системы силъ. Онъ заключается 
тогда въ томъ, что для равновеОя алгебраическая сумма возможныхъ 
моментовъ всехщ силъ, определенныхъ по указанному правилу, доллсна 
равняться нулю; такое ус.нчне должно быть точно соблюдено относи
тельно всехъ элементарныхъ движешй, которыя система можетъ иметь 
благодаря прилоясеннымъ къ ыеы силамъ. Если обозначить черезъ Р , 
-Р > 1  т. д. данный силы и, согласно обычному обозначешю Лаграняса, 
черезъ 8р, ор', ор" и т. д. соответствующая возможный скорости, то 
принципъ выразится непосредственно уравнешемъ

Р8р +  Р'Ьг/ +  Р"8р" +  и т. д. =  о
или короче I Рор =  о;
благодаря трудамъ Лаграняса, мы молсемъ считать, что вся ращональная 
механика заключается неявными образомъ въ этомъ уравненш.

Что лее касается статики, то основная трудность надлеясащаго раз
витая этого обхцаго ур ави етя, если все силы, которыя надо принять 
въ разечетъ, будутъ вполн'Ь известны, сведется по сущ еству къ чисто 
аналитическому затрудненно, заключающемуся въ томъ, чтобы въ каяс- 
домъ случае отнести все безконечно малыя вар1ацш ор, Ьр', ор" и т. д., 
согласно съ хара1стеризующнмп разематриваемую систему услов1ями свя
зей, к ъ  возмолено меньшему числу действительно незавиенмыхъ варья- 
цЩ; тогда молено будетъ отдельно приравнять нулю различным группы 
членовъ, относящихся къ каяедой изъ этихъ последнйхъ варъяцш, бла
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годаря чему для равновешя получится столько различныхъ уравнены, 
сколько могло существовать действительно различыыхъ элементарныхъ 
движенш при известной природе данной системы силъ.

Еслп предположить, что силы совершенно произвольны и что 
онй приложены къ различнымъ точкамъ твердаго тела, на которое не 
наложено никакихъ особыхъ условш, то можно также непосредственно 
и самымъ простымъ образомъ получить шесть общихъ уравнении равно- 
веы я, найденныхъ выше по методу динамики. Если твердое тело, 
вместо того, чтобы быть совершенно свободными, должно быть более 
или менее стеснено, то достаточно, определивъ надлежащими обра
зомъ сопротпвлешя, вытекаюшдя изъ такихъ связей, ввести ихъ въ 
число сплъ системы; тогда прибавится несколько новыхъ членовъ въ 
основномъ уравнении То же самое имеетъ место, когда форму тела 
нельзя предполагать строго неизменной, напримеръ, когда приходится 
принимать во внпмаше его упругость. Съ логической точки зрйшя, 
BniflHie такого рода изменены обнаруживается только въ томи, что въ 
большей или меньшей степени усложняется уравнеш е возможныхъ ско
ростей, но при этомъ оно вовсе не перестаетъ сохранять свою необхо
димую всеобщность, хотя иногда эти второстепенный услов1я могутъ 
сделать совершенно непреодолимыми чисто аналитическая трудности, 
которыя возникаютъ при действнтельномъ реш ены  предложеннаго 
вопроса.

Пока теорему о возможныхъ скоростяхъ признавали только за 
общее свойство равновесия, для поверки ея справедливости было до
статочно постояннаго согласования съ обычными законами равновешя, 
полученными улсе другимъ путемъ, и она являлась, благодаря своей 
простоте н однообразно, очень полезной формулировкой этихъ зако- 
новъ.

Но для того, чтобы сделать эту теорему действительными осно- 
вашемъ всей рацюнальной механики, одними словомъ, чтобы обратить 
ее въ истинный приндипъ, необходимо было доказать ее прямо, не 
выводя изъ какого-нибудь другого принципа, или, по крайней мере, 
принимая только ташя первоначальный положены, которыя но своей 
крайней простоте могутъ быть представлены, какъ непосредственно 
найденный.

Эта задача была очень удачно выполнена Лагранжемъ въ его 
остроумномъ доказательстве, основанномъ на принципе блоковъ, где 
они съ замечательною легкостью подтверждаешь теорему возможныхъ 
скоростей въ общемъ виде, вводя въ разсмотреш е одно тяжелое тело, 
заменяющее одновременно, при помощи надлежащими образомъ устроен- 
ныхъ блоковъ, все силы системы. Съ техъ  норъ неоднократно предла
гали некоторый друия прямым и обшдя доказательства принципа воз
можныхъ скоростей, но они гораздо сложнее доказательства Лагранжа 
и въ действительности нисколько не превосходить его въ смысле ло
гической строгости. Мы лее, съ философской точки зреш я, доллшы ви
деть въ этой теореме неизбежное следстгне основныхъ законовъ дви- 
жешя, изъ которыхъ она молсетъ быть выведена различными спосо
бами, и затймъ уже эта теорема делается въ действительности точкой 
отправлен ¡я всей рацюнальной механики.

Такъ какъ в в е д е т е  такого принципа доводитъ всю науку до со- 
вершеннаго единства, то теперь нахождеше другихъ принцнповъ, еще 
болйе общпхъ,— если даже оно возмонсно— является весьма мало пите-
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реснымъ. Попытки, который могутъ быть задуманы для замены прин
ципа возмолсныхъ скоростей какимъ-нибудь новымъ принциномъ, по 
самой нхъ природе, молено считать совершенно бездельными. Такая 
работа вовсе не могла бы еще усовершенствовать основной философ
ский характеръ рацюнальной механики, которая въ трактате Лагранлса 
приведена въ настолько согласованную систему, насколько это только 
возмолшо. В ъ самомъ деле, тутъ можно иметь въ виду только одну 
действительную пользу— значительно упростить аналитичесшя изыска
м и , къ которыми приведена въ настоящее время наука; но такое 
упрощеше доллено казаться почти невозмоленымъ, если принять во вни- 
маше, съ какою замечательною легкостью принципъ возмолсныхъ ско
ростей былъ прпспособленъ Лагранлсемъ для единообразна™ применешя 
математическаго анализа.

Таковъ несравненно самый совершенный способъ понимашя и 
толковашя статики, а затемъ и всей рацюнальной механики. В ъ труде, 
какимъ преимущественно является нашъ курсъ, мы не могли коле
баться ни одного мгновенья, чтобы оказать этому методу явное предпо
ч т е т е  передъ всеми другими, такъ какъ его главное характерное пре
имущество заключается въ усовершенствованш до самой высокой сте
пени философш этой науки.

Последнее сообралсеше въ нашнхъ глазахъ доллено иметь больше 
значешя, чемъ невозмолсность применить его въ обратномъ смысле къ 
темъ особыми затрудпешямъ, который разематрпваемый принципъ часто 
еще представляетъ въ своихъ приложешяхъ и который существенными 
образомъ заключаются въ крайнемъ умственномъ напрялсенш, вызывае- 
момъ пользовашемъ принципомъ; это последнее затруднеше можно счи
тать присущими до известной степени всякому очень общему методу, 
где к а т е  угодно вопросы приводятся къ единому принципу. Но теми не 
менее эти затруднешя до спхъ поръ еще настолько велики, что методъ 
Лагранлса нельзя считать действительно настолько элементарными, чтобы 
въ догматическомъ преподавание молено было совершенно отказаться отъ 
раземотрешя всякаго другого метода. Это и побудило меня излолсить 
сначала съ некоторыми подробностями методъ динамичестй въ соб
ственном!, смысле слова— единственный методъ, применяемый повсюду.

Подобный соображешя могутъ, однако, иметь только временное зна- 
чеше; существенная причина главныхъ затрудненш, являющихся при 
применение точки зрешя Лагранжа, заключается въ действительности 
только въ ея новизне. Подобному методу, несомненно, вовсе несулсдено 
быть навсегда предметомъ исключительна™ пользовашя для весьма не
значительна™ числа геометровъ, которые уже достаточно близко зна
комы съ ними, чтобы надлелсащимъ образомъ утилизировать его особый 
замечательный свойства; онъ наверное сделается современемъ также 
популяренъ въ математическом!, м1рф, какъ великая геометрическая 
идея Декарта, и очень правдоподобно, что этотъ общш успехъ былъ 
бы улсе почти достигнуть, если бы основным понятая трансцендентнаго 
анализа были распространены шире.

Я считалъ бы, что я не охарактеризовалъ надлелсащимъ образомъ 
всехъ  существенных!, философских!, понятш, относящихся къ рацю- 
налыюй статике, если бы я не упомянулъ теперь отдельно о новой 
весьма важной идее, введенной въ науку г. Пуансо, идее, въ которой 
я вилсу самое крупное усовершенствоваше, съ философской точки зре- 
т я ,  внесенное въ общую систему механики со времени возролсдешя
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ея, достпгнутаго Лагранжемъ, хотя это усовершенствоваше сделано въ 
томъ яге самомъ направленш.

Легко внд'Ьть, что я говорю объ остроумной и блестящей теорш парь, 
которую г. Пуансо такъ удачно выдвинулъ для усовершенствовашя 
самыхъ основныхъ понята ращональной механики; мнй кажется, что 
важность этой теорш не была еще достаточно оц'Ьнена болышшствомъ 
геометровъ.

Легко внд’Ьть, что на эти пары пли системы равныхъ, параллель- 
ныхъ н направленныхъ въ противополояшыя стороны силъ, до г. Пуансо 
едва обращали вннмаше, какъ на каше-то парадоксы статики; онъ вос
пользовался этимъ отдЬльнымъ пош шемъ, чтобы сдЬлать его нредметомъ 
весьма обширной и совершенно оригинальной теорш о преобразова- 
ш яхъ, сложенш п прим£ненш этнхъ особыхъ группъ силъ, который 
обладаютъ, какъ онъ показалъ, столь замЬчательнымп но своей общно
сти и простотЬ свойствами.

Основным свойства паръ заключаются, существеннымъ образомъ, въ 
слЬдующемъ: 1) въ смыслЬ направлешя дМетчйе пары силъ зависитъ 
только отъ направлешя ея плоскости или оси, и нисколько не зави
ситъ ни отъ положешя этой плоскости, ни отъ положенья въ ней пары; 
2) въ смыслЬ интенсивности дЬйстчне пары силъ, собственно говоря, 
не зависитъ ни отъ величины каждой изъ силъ, ее составляющихъ, ни 
отъ плеча рычаго, на который онЬ дЬйствуютъ; оно зависитъ только 
отъ произведешя силы на разстояше, названнаго г. Пуансо, и совер
шенно основательно,— моментомъ пары.

Приступая къ изысканно общихъ условш равновйшя и прпнявъ 
собственно динамически! методъ, г. П уансо представилъ равновЬше съ 
совершенно новой точки зрЬшя при помощи своей идеи о парЬ силъ,—  
идеи, которая замЬтнымъ образомъ упростила и разъяснила этотъ 
методъ.

Чтобы въ краткихъ чертахъ охарактеризовать здЬсь эту особую 
форму динамнческаго метода, достаточно замЬтить, что если прибавить 
въ какой-нибудь точкЬ системы двЬ силы, равныя каждой нзъ разсма- 
триваемыхъ дЬйствующихъ силъ ¡г направленный въ обратный стороны 
по прямой, параллельной направленш силы, то можно, нисколько, оче
видно, не пзмЬняя состояшя данной системы, считать ее замЬнеи- 
ной: 1) системой силъ, равныхъ первоначальнымъ силамъ, перенесен- 
ныхъ, параллельно ихъ направленно, къ избранной точкЬ; таю я силы 
можно будетъ, вообще, свести къ единственной силЬ; 2) системой наръ 
силъ, ннтенсивиость которыхъ измеряется моментами данныхъ силъ 
относительно этой же точки и который также молено будетъ свести, 
вообще, къ одной только парЬ, благодаря тому, что плоскости ихъ всЬхъ 
проходятъ черезъ ту  же точку. Отсюда видно, какъ легко будетъ при
ступить теперь къ оиредЬленш условш равновЬсгя, ибо для этого до
статочно будетъ найти по извЬстнымъ законамъ сложешя сходящихся 
силъ сумму ихъ и затЬмъ выразить, что она равняется нулю; далЬе, 
но законамъ, которые г. Пуансо установилъ для сложешя паръ силъ, 
найти точно также окончательную пару и также приравнять ее от
дельно нулю; такъ какъ сила и пара силъ не могутъ взаимно уничто- 
жаться, то ясно, что равновЬше можетъ сущ ествовать только при 
условш, что сила и пара въ отдельности равны нулю.

Безъ сомн’Ьшя, слйдуетъ признать, что нгЬтъ необходнмсти поль
зоваться этимъ новымъ пр1емомъ для прим^нещя динамнческаго ме
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тода къ определенно общнхъ у  словШ равновесья. Но, кроме чрезвы- 
чайнаго упрощения, вносимаго пр1емомъ г. Пуансо въ изследовашя по- 
добнаго рода, мы особенно должны ценить, съ точки зр'Ьшя общаго 
прогресса науки, ту ясность, которую онъ неожиданно придаетъ меха
нике, представляя въ замечательно наглядномъ виде существенную 
часть условш равновесья,— ту именно часть, которая относится къ мо
ментами данныхъ силъ и составляегь наиболее важную половину урав
нено! статики.

Моменты, которые до сихъ иоръ обозначали только чисто абс
трактное поняНе, искусственно введенное съ статику для облегченья 
алгебраическаго выраженья законовъ равновесья, съ появлешемъ новаго 
npiena приняли совершенно точное конкретное значеше и, представ
ляя собою прямое ызмереше паръ, являющихся непосредственными 
результатомъ самыхъ снлъ, вошли въ статнчесшя разсуждешя такъ же 
естественно, какъ и эти силы.

Легко видеть a priori, какое облегчеше необходимо должно дать 
такое общее н элементарное толкование при комбинировать! всехъ  
идеи, относящихся къ теорьы моментовъ: действительнее доказательство 
такого облегчешя видно, впрочемъ, уже въ томъ расшпренш и усо
вершенствование этой важной теорш, которое достигнуто трудами са
мого г. Пуансо.

Каковы бы ни были въ действительности основныя достоинства 
идеи г. Пуансо при приложенш къ статике, темъ не менее, мне кажется, 
необходимо признать, что, по своей природе, она по сущ еству пред
назначена именно для усовершенствовашя динамики, и въ этомъ отно- 
шенш я считаю возможными утверждать, что эта идея вовсе еще не про
явила своего главнаго н.пяшя. Въ самомъ деле, следуетъ признать, что 
эта идея можетъ прямо усовершенствовать въ очень важномъ отноше- 
нш  самые элементы общей динамики, такъ какъ она делаетъ и о ю т е  
о вращательномъ движ етн столь же естественными, столь же доступ
ными и почти столь лее простыми, какъ и поняНе о поступательномъ 
дви ж ет и: пару такъ же молено считать естественными элементами вра- 
щательнаго движешя, какъ силу— поступательнаго. Не здесь место вы
яснять еще точнее это сообралееше, ■—  оно будетъ выражено надлежа
щими образомъ въ следующыхъ лекцьяхъ. Мы должны только заме
тить вообще, что вполне правильное применеше теорш паръ даетъ 
возмолсиость сделать из у ч е т е  враьцательныхъ движешй, составляющее 
до сихъ иоръ самую сложную и неясную часть динамики, такими лее 
элементарными и ясными, какъ и изучеше двыжетй поступательныхъ. 
Ниже мы будемъ иметь случай на самомъ деле показать, до какой 
степени простоты и ясности удалось г. Пуансо довести различный от
носящаяся къ вращательными двшкешямъ существенный пололеешя, ко
торый до него доказывались только съ очень большими трудомъ и 
косвенными путемъ,— главными образомъ пололеешя относительно пло
щадей: онъ во многихъ ваненыхъ отношешяхъ заметными образомъ 
расширили ихъ область и сделали стройнее ихъ применеше, особенно 
относительно определеьпя такъ называемой постоянной плоскости.

Чтобы пополнить эти фнлософсшя соображенья относительно всей 
совокупности статики, я считаю нулевыми добавить здесь краткое ука- 
заше на последнее общее поняые, которое, мне кажется, полезно ввести 
въ Teopiio равновешя, какой бы путь мы ни сочли наиболее удобными 
для ея излолсешя.
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Мне кажется, что если желаютъ составить себе правильное иред- 
ставлеш е о нриродЬ различныхъ уравнены, выражающихъ условш рав- 
новгЬс1я какой-нибудь системы силъ, то недостаточно ограничиться только 
доказательством!), что для равновесия необходима система такихъ-то 
уравнены, и что эта система неизбежно устанавливаотъ равноirbcic. 
Надо ум'Ьть, кроме того, ясно определить точное статическое значеше 
каждаго нзъ этихъ уравнены, разсматриваемаго въ отдельности,— иначе 
говоря, надо точно определить, какимъ именно образомъ каждое урав- 
неше въ отдельности приводить къ установлешю равновесен; такой ана- 
лизъ уравнены  обыкновенно вовсе не ставится целью изследовангя, 
хотя онъ, безъ сомн'Ьшя, очень важенъ.

Какъ бы мы ни поступали при составлены уравнены ста
тики, ясно a priori, что равновеше установится только при уничто
жены всехъ элементарныхъ движений, который можетъ получить тЬло 
подъ 1ш яш ем ъ придоженныхъ къ нему силъ, если только эти силы не 
связаны соотношешямп,- необходимыми для ихъ взаимного нолнаго 
уравновешеспя. Такидъ образомъ каждое ypaBiieuio, взятое въ отдель
ности, необходимо должно уничтожать одно изъ указанныхъ движении 
вследств1е чего вся система этпхъ уравнены ирнводитъ къ равновесно, 
такъ какъ тогда для т4ла всякое д ви ж ете сделается невозможным!,.

Изследуемъ теперь вкратце общы принцииъ, на ocHOBauin кото- 
раго такой анализъ, какъ мне кажется, можетъ быть иропзведенъ въ 
любомъ случай.

Если разсматривать д ви ж ете съ наиболее положнтельней точки зрй- 
шя, именно какъ нростое п ер ен есете тйла изъ одного иоложешя въ дру
гое, независимо отъ способа, которыми такое п ер ен есете можетъ быть 
осуществлено,то надо считать, очевидно, что всякое дви ж ете, въсамомъ об- 
щемъ случае, состоять  ио необходимости одновременно изъ поступа- 
тельнаго и вращательнаго движ етя. Это не значить, конечно, что въ дей
ствительности не можетъ сущ ествовать постунательнаго движения безъ 
вращательнаго, или вращательнаго безъ поступательнаго; но на эти два 
случая надо смотреть какъ на исключеше, об mi й же случай действи
тельно заключается въ совместном!, существованш этихъ двухъ ро- 
довъ движений, постоянно сопровождающих'], другъ друга, если только 
не нмеютъ места частныя, вполне определенный и, следовательно, очень 
редшя yc.ioiiiij, относящаяся къ обстоятельствами явлешя. Это ноло- 
жеше настолько верно, что констатировате только одного изъ этихъ 
движ етй обыкновенно совершенно основательно считается геометрами, 
сознающими всю важность указаннаго элементарнаго наблюден ¡я, силь
ными поводомъ къ тому, чтобы, если не утверждать, то по крайней 
мйре съ большой вероятностью предполагать сущ ествоваше другого 
явлен ¡я. Такъ, напримеръ, зная только вращательное дви ж ете солнца 
вокругъ его оси, вполне доказанное со времени Галилея, геометры 
a priori считали почти достоверными и поступательное движение 
этого небеснаго тйла, сопровождаемая всеми своими планетами, хотя 
астрономы вовсе еще не начали признавать въ действительности, на осно
ваны прямыхъ наблюдешй, сущ ествоваш е этого поступательная двн- 
жешя, пап равлете к ото р ая  еще мало определено. Совершенно также, 
на основаны подобная же соображешя, помимо заключены по анало
ги!, обыкновенно вполне основательно допускаютъ сущ ествоваш е вра
щательнаго дви ж етя  плапетъ,— даже такнхъ, относительно которыхъ его 
вовсе нельзя было доказать прямо,— только на основаны того, что онй
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обладаютъ хорошо извЪстнымъ поступательными двиясешемъ вокругъ 

солнца.
Изъ этого перваго изслЬдовашя вытекаетъ, что изъ уравненш, 

выражающихъ услов!я равновесия т'Ьла, подвергнутаго дййствш нйко- 
торыхъ силъ, одни имЬютъ цйлыо уничтожить всякое поступательное 
дви ж ете, др уп я— сделать невозможнымъ всякое вращеше.

Посмотримъ теперь, съ той же точки зрйшя, чтобы дополнить 
этотъ общш очеркъ, каково должно быть a priori число уравненш 
каждаго вида.

Относительно иоступательнаго движешя достаточно заметить,^что 
для того, чтобы воспрепятствовать яйлу двигаться по какому-нибудь 
направленно, надо, очевидно, воспрепятствовать его движешю по на
правленно трехъ главныхъ осей, расположенныхъ въ разлпчныхъ плос- 
костяхъ; ихъ обыкновенно нредполагаютъ перпендикулярными другъ къ 
другу. В ъ самомъ дйлй, какое движ ете осуществимо, напримйръ, для 
т'Ьла, которое не можетъ двигаться ни съ востока на западъ, ни съ 
запада на востокъ, ни съ севера на югъ. ни съ юга на сйверъ, ни, 
иаконецъ, .сверху внизъ, ни снизу вверхъ? Такъ какъ всякое движ ете 
въ какомъ-нибудь другомъ направлены, очевидно, можно считать со
стоящим!, изъ частныхъ движешй, соотвйтствующихъ этимъ тремъ 
основными направлешямъ, то оно при указанныхъ уелов1яхъ по не
обходимости стало бы невозможнымъ. Съ другой стороны ясно, что 
нельзя разсматрнвать менйе трехъ незавпсимыхъ элементарныхъ ̂  дви
жешя такъ какъ т'Ьло могло бы двигаться въ направлены одной изъ 
oceii ’ не им'Ья никакого иоступательнаго движешя по направленно 
двухъ остальныхъ. Такимъ образомъ понятно, что вообще три уравне- 
щ я— три услов1я— необходимы и достаточны, чтобы уравновъсить по
ступательное дви ж ете какой-нибудь системы; каждое изъ нихъ должно 
въ частности уничтожать одно изъ трехъ элементарныхъ поступатель- 
ныхъ движешй, который могли быть сообщены т’Ълу.

Совершенно аналогичный соображешя можно представить и отно- 
сительно вращешя; тутъ встречается одно только новое затруднеше, 
 точное представлеше болйе сложнаго механическаго образа.

Такч, какъ вращеше тйла въ плоскости или вокругъ какой-нибудь 
оси всегда можно представить себ'Ь разложеннымъ на три элементар
ныхъ вращешя въ трехъ плоскостяхъ координатъ или вокругъ трехъ 
осей то ясно, что для уннчтожешя всякаго вращешя тъла точно также 
нужно воспрепятствовать отдельно его вращенш относительно каждой 
изъ этнхъ трехъ плоскостей или осей. Такимъ образомъ для урав- 
новйшешя вращательнаго движешя необходимы и достаточны три урав- 
нешя, и собственно механическое назначеше каждаго изъ нихъ можно 
понять съ такою асе легкостью, какъ и въ предшествующемъ случай.

Применяя предшествующее изслйдоваше къ совокупности шести 
общихъ ypaBHenitt равновйшя твердаго т'Ьла, подвергнутаго дъи- 
ствш  какихъ угодно силъ, приведенныхъ въ началЬ этой лекцш, легко 
признать, что первыя три уравнешя относятся къ уравновйшешю по- 
стуиательнаго, остальныя три— вращательнаго движешя. Въ первой группй 
первое уравнеш е препятствуетъ поступательному движешю по направ
ление оси аговъ, в т о р о е -о си  у 'овъ и т р е т ь е -о с и  *  овъ. Во второй 
группй первое уравнеше мйшаетъ тЬлу вращаться въ плоскости ху, 
второе— въ плоскости жя и третье— въ плоскости уе. Отсюда можно



ясно понять, какими образомъ совместное сущ ествоваш е всйхъ этихъ 
уравненш необходимо устанавливаете равновесие.

Разложеню подобнаго рода было бы полезно еще для того, чтобы 
свести уравненш равнове«я къ строго необходимому числу въ к ^ д о м ?  
отдельномъ случае, когда приходится разсматривать более или менее 
частную систему силъ, а не предполагать ее совершенно произволь
ной. Не входя здесь ни въ кашя частный подробности по этому во-

СЪ ИЗЛОж:енноп выше точки 3p ifiin  достаточно сказать, что частный 
условш данной системы сплъ сокращ айте въ большей или меньшей 
с Lпени возможным двпженш,— какъ поступательным, такъ и вращатель
ным, точно определивъ сначала въ каждомъ с л у ч а е ,-ч т о  в е е м а  Не 
трудно сделать, въ чемъ состоите это ограипчеше, надо отбросить 
какъ нзлщщця, уравненш равновеия, отиосяшдяся къ Г постулате ль- 
нымъ плп вращательнымъ движеньями, которым не могутъ иметь места

возможным ТакимъУпбВНеН1Я’ относящ1яся къ Двняешямъ, остающимся 
возможными. Такими ооразомъ, въ зависимости отъ большого или мень-
шаго ограниченш разематриваемон частной системы сплъ можно вместо 
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о г п а н ™ ? я Ш ™ ™ ^ - аЛ°ГПЧНЫЯ зам4яан1я сл'£д1 етъ д е л а т ь  относительно 
ограниченш движенш, происходящего не отъ особыхъ свойствъ си
стемы силъ, а отъ более плп менее тесныхъ связей, действш  которыхъ

же вл1ян1е ° Точно НЗВ̂ ВТЫЬ1Х̂ > случаяхъ, эти связи окажуте подобное 
е влшнье. Точно также было оы достаточно ясно различить катая лви- 

ж ен ,, невовиож ш  по само* природ* м нож енны х* у с Т в й и

Г к о Г Г о Г с » ™  У1>амен“ '
н а н п и З ъ  ° г оставшимся свободными движ етям ъ. Такъ
тпрт. Г п^  въ слУча*  какой угодно системы силъ мы найдемъ что 

р ехь последнихъ уравненш достаточно для уровновешешя если те то
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нательное лвиженЬ направлешяхъ> но которая делаете всякое посту
пательное д ви ж ете для него невозможными; точно также мы увнлимт
что число уравненш равнов'Ьсш сведется, если сущ ествуютъ одновре
менно две постоянным точки, къ двумъ или даже Г о д н о м у  n í  зави
симости оть того, можете ли тйло скользить по оси, ихъ соединяю- 
щещ или нТтъ; наконедъ, мы должны были бы признать что равновЬ- 

нТДетъ неооходпмо иметь место безъ всякихъ условШ — каковы бы

на ^ й СЖ 1 о й 1Со к я ? ’ ~ еСЛИ ТРН Т0ЧКИ ТВерДаг°  т'£ла’ не неж’анря на одной прямой, оказываются постоянными.
Наконедъ, молгно еще применить соображения подобнаго ноля и 

въ техъ  случаяхъ, когда точки, не будучи строго л о Г , !  
н у я д а щ . Т О Л Ь К О  оставаться п ,  данных* нрнвьп* ™  Z  "p“ i S *  -

не J S X f S j í S T  ‘ Ш0Ю ™ “ °  “ Т0 “ Ж о в а в ш , ю га, видпте, вовсе, 
не зависите оте того метода, при помощи котораго получены уоавнвш у ' „

дагао°стеСт Съ тзл и ч Т7гКИ ЭТ° Правшю применяется далеко не съ одинаково- ■
легкостью къ различными оощимъ методами; беспорно, методъ собствен' - 2 - — -

стеГоказы вчеТся нащ-И’ ? аКЪ * “ впд'|;лк’ н а принцилъ возможныхъ ско*-• 2  S  “ 
стеи, оказывается наиоолее подходящими. В ъ самомъ де й  къ ч и с л у '-  Ь  -
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